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Deutschen Mathematiker-Vereinigune. 


Jahresber. d. Deutschen Mathem.-Vereinigung. 1. 1 





Wir eröffnen die Chronik der Deutschen Mathematiker-Vereinigung 
mit dem Abdruck des Einladungsschreibens, mit welchem die auf der Ver- 
sammlung deutscher Naturforscher und Aerzte in Bremen 1890 ins Le- 
ben getretene Vereinigung die Fachgenossen zum Beitritt aufgefordert hat. 
Zusammen mit dem in der Anlage dieses Schreibens abgedruckten „Hei- 
delberger Aufruf“ und den „Bremer Beschlüssen“ bezeichnen sie die 
Entstehungsgeschichte der Deutschen Mathematiker-Vereinigung, welche 
nunmehr auf der Versammlung in Halle eine feste Organisation gewon- 
nen hat. 

Mögen die in unseren Statuten, wie in jenen ersten Aufforderungs- 
schreiben zum Ausdruck gelangten Wünsche und Ziele in unserer Ver- 
einigung allezeit Vertretung und Förderung finden! 





December 1890. 


Der. Wunsch, einen engeren wissenschaftlichen und persönlichen Zusam- 
menhang unter den deutschen Mathematikern herzustellen, besteht seit vielen 
Jahren, und es sind wiederholt Versuche gemacht worden, eine Form für die 
Verwirklichung dieses Wunsches zu finden. Anfangs der dreissiger Jahre 
tagte in Berlin eine Mathematiker-Versammlung, an welcher unter Anderen 
C.G.J. Jacobi, Minding und die beiden Brüder Ohm teilnahmen; in den 
Österferien des Jahres 1873 fand eine solche in Göttingen statt. Zu einer 
dauernden Einrichtung haben beide Versammlungen nicht geführt. Bezeugt 
dies auch die Schwierigkeit, eine solche Organisation zu schaffen, so liegen 
doch keine triftigen Gründe vor, sich durch die bisher missglückten Versuche 
von einem Vorhaben abschrecken zu lassen, dessen 

Zweck esist:ingemeinsamer zielbewusster Arbeit die Wissen- 
schaft nach allen Richtungen zu fördern und auszubauen, ihre 
verschiedenen Teile und zerstreuten Organe in lebensvolle Ver- 
bindung und Wechselwirkung zu setzen, ihre Stellung im geisti- 
gen Leben des deutschen Volkes nach Gebühr zu heben, ihren 
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Vertretern und Jüngern Gelegenheit zu ungezwungenem colle- 
gialischen Verkehr und zum Austausch von Ideen, Erfahrungen 
und Wünschen zu bieten. 

Von diesen Gesichtspunkten ausgehend, entschlossen sich am 21. September 
1859 zu Heidelberg zwanzig auf der dortigen Naturforscherversammlung ver- 
einigte Mathematiker zu einem Aufruf an die deutschen Fachgenossen, welchen 
wir als Anlage I im Wortlaute unten folgen lassen. 

Dieses Rundschreiben, welches nach Möglichkeit allgemein zur Versendung 
gelangt ist, wurde in zustimmendem Sinne von mehreren Fachgenossen beant- 
wortet, unter denen wir besonders die Herren Brill, Kiepert, F. Klein, 
Kronecker, Lampe, Lüroth, Schubert, Weierstrass zu nennen haben. 

Die auf der Naturforscherversammlung dieses Jahres inBremen zusammen- 
gekommenen Mathematiker sind der in dem Heidelberger Aufruf gegebenen 
Anregung gefolgt und nach eingehenden Beratungen am 18. September 1890 
zu einer 

„Vereinigung deutscher Mathematiker“ 
zusammengetreten. 

Die Bildung der Vereinigung erfolgte, unter vorläufigem Verzicht auf ge- 
schriebene Satzungen, durch Unterzeichnung eines Schriftstückes, in welchem 
die leitenden Gesichtspunkte und Grundsätze in Form von Beschlüssen aus- 
gesprochen worden sind. Wir geben diese „Bremer Beschlüsse‘ unten als 
Anlage II, versehen mit den Unterschriften der Zustimmenden der in Bremen 
versammelten Abteilung; zur Orientirung mögen aber einige Punkte hier noch 
besonders hervorgehoben werden. 

Die „Vereinigung deutscher Mathematiker“ hat sich an die „Gesellschaft 
deutscher Naturforscher und Aerzte“ äusserlich so angeschlossen, dass die fünf 
Mitglieder ihres Vorstandes gleichzeitig Mitglieder der ,„G.d.N. u. Ae.“ sein 
müssen; hier bilden sie den nach $ 16 der Statuten dieser Gesellschaft zu 
wählenden Vorstand der ersten Abteilung für das laufende Geschäftsjahr. 

Die nächstliegende Aufgabe dieses Vorstandes besteht in der eingehenden 
Vorbereitung und zweckmässigen Ausgestaltung der wissenschaftlichen Verhand- 
lungen in der Abteilung für Mathematik und Astronomie der „G.d.N.u. Ae.“ 

Die „Vereinigung deutscher Mathematiker“ setzt sich auch die thatkräftige 
Förderung des in Berlin bei Reimer erscheinenden „Jahrbuches über die Fort- 
schritte der Mathematik“ zur Aufgabe. ’ 

Bei der am 18. September erfolgten Wahl des Vorstandes der Vereinigung 
wurden gewählt die Herren: 

G.Cantor (Halle), zugleich als Vorsitzender, W.Dycek (München) Schrift- 
führer, E. Lampe (Berlin), Th. Reye (Strassburg), H. Schubert (Hamburg). 

Wir erlauben uns, alle deutschen Fachgenossen, welche den 
Zweck der „Vereinigung deutscher Mathematiker‘ billigen, hier- 
mit aufzufordern, sich derselben anzuschliessen, und ihren Beitritt 
dadureh zu erklären, dass sie den Mitgliederbeitrag von zwei Mark für das 
laufende Geschäftsjahr an Herrn W.Dycek, München, Hildegardstrasse 1!/,, 
einsenden. 

Von den laufenden Angelegenheiten der „Vereinigung deutscher Mathe- 
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matiker‘ werden alle ihre Mitglieder rechtzeitig durch den Vorstand in Kenntnis 
gesetzt werden, insbesondere wird derselbe im Januar 1891 ein erstes Mit- 
gliederverzeichnis zur Versendung gelangen lassen. 


Im Auftrag der in Bremen constituirten 
„Vereinigung deutscher Mathematiker.“ 


Der Vorstand: 
G. Cantor. W, Dyck. E. Lampe. Th. Reye. H. Schubert. 


Anlage I. 
„Heidelberger Aufruf.“ 


Heidelberg, den 21. September 1889. 


Hochgeehrter Herr! 

Auf der 62. Versammlung deutscher Naturforscher und Aerzte in Heidel- 
berg gelangte in der mathematisch-astronomischen Section der Wunsch nach 
einer engeren Vereinigung der deutschen Mathematiker zum Ausdruck. Die 
Unterzeichneten glauben, auf diesen Zweck gerichtete Beratungen am besten 
dadurch einleiten zu können, dass sie mit gegenwärtigem Circular die übrigen 
Fachgenossen ersuchen, sich möglichst zahlreich an der nächstjährigen Natur- 
forscherversammlung zu Bremen zu beteiligen, um dort der Frage näher zu 
treten, in welcher Weise eine auf jenes Ziel gerichtete Organisation verwirk- 
licht werden könnte. 


L. Burmester (München), E. Papperitz (Dresden), 
G. Cantor (Halle), A. Pringsheim (München), 
M. Cantor (Heidelberg), C. Reuschle (Stuttgart), 
W. Dycek (München), Th. Reye (Strassburg), 
L. Heffter (Giessen), H. Schapira (Heidelberg), 
C. Köhler (Heidelberg), A. Schönflies (Göttingen), 
L. Königsberger (Heidelberg), E. Schröder (Karlsruhe), 
M. Krause (Dresden), A. Voss (München), 
E. Netto (Giessen), H. Weber (Marburg), 

R M. Nöther (Erlangen), M. Wolf (Heidelberg). 


Anlage II. 
„Bremer Beschlüsse.“ 


Bremen, am 18. September 1890. 


l. Abteilung 


für Mathematik und Astronomie 
der Gesellschaft deutscher Naturforscher und Aerzte. 


Die in der mathematisch-astronomischen Abteilung der Gesellschaft deut- 
scher Naturforscher und Aerzte am 18. September versammelten Herren be- 
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schliessen, auf Grund der in Heidelberg gegebenen Anregung zur Herbeifüh- 
rung einer engeren Vereinigung der deutschen Mathematiker, was folgt: 

1) Es soll der Plan einer Vereinigung der deutschen Mathe- 
matiker im Anschluss an die Organisation der Gesellschaft deut- 
scher Naturforscher und Aerzte zur Verwirklichung gebracht 
werden. 

2) Die mathematisch-astronomische Abteilung der Gesellschaft soll dem- 
entsprechend einen erweiterten Kreis ihrer Bethätigung erhalten, 
welcher die gesamten wissenschaftlichen Interessen der Mathe- 
matik umfasst. 

Es sollen die Verhandlungen der Jahres-Versammlung wissen- 
schaftlich in eingehenderer Weise als bisher vorbereitet und der Abteilung 
bleibende Aufgaben zugewiesen werden. 

In erster Richtung scheinen beispielsweise eine Eröffnungs- 
rede, sowie ausführliche Referate über gemeinsaminteressirende 
Gebiete der Mathematik besonders wünschenswert. In letzterer 
Hinsicht wird unter Anderem eine enge Bezugnahme zu dem 
„Jahrbuch über die Fortschritte der Mathematik* in Aussicht 
genommen werden können. 

3) Die Abteilung beauftragt mit den hieraus sich ergeben- 
den Aufgaben den nach $S16 der Statuten der Gesellschaft all- 
jährlich zu wählenden Abteilungsvorstand, dessen Mitglieder der 
Gesellschaft deutscher Naturforscher und Aerzte als Mitglieder angehören 
müssen, eventuell bei Annahme der Wahl die Mitgliedschaft erwerben. 

4) Dieser Vorstand soll alle Vollmacht haben, im Einzelnen die im Vor- 
stehenden ausgedrückten Absichten der Abteilung in geeigneter Weise zur 
Ausführung zu bringen, und kann sich, wenn erforderlich, durch Cooptation 
verstärken. 

5) Die Abteilung spricht den Wunsch aus, dass der von ihr zu wählende 
Ausschuss mit dem Vorstande der Gesellschaft in eine geregelte geschäftliche 
Beziehung tritt. Es soll über die Form derselben in der (morgigen) dritten 
allgemeinen Sitzung eine Verhandlung eingeleitet werden, etwa mit dem Vor- 
schlage an die Gesellschaft, es möge der Vorstand derselben sich durch einen 
Central-Ausschuss ergänzen, bestehend aus je einem Delegirten jeder Abteilung. 

(Bemerkung.) Der hier ausgesprochene Wunsch wurde (durch 
Herrn F. Klein) in der erwähnten allgemeinen Sitzung zur Sprache ge- 
bracht und fand dort vielseitige Zustimmung; es wird Beschlussfassung 
darüber auf die Tagesordnung der nächstjährigen, Hallenser Versamm- 
lung gesetzt werden (vgl. Verhandlungen der „G.d. N. u. Ae.“ zu Bre- 
men, I. Teil, pag. XXXJ). 

6) Für erwachsende Auslagen stellen die Zustimmenden einen Beitrag 
von je 2 Mark zu Handen des zu wählenden Vorstandes. 

7) Der von der Abteilung zu wählende Vorstand hat den deutschen 
Fachgenossen durch einen Bericht von den gegenwärtigen Verhandlungen und 
Beschlüssen Kenntnis zu geben. 
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Die unterzeichneten Teilnehmer der mathematisch-astronomischen Abteilung 
der 63. Versammlung der Gesellschaft deutscher Naturforscher und Aerzte er- 
klären ihre Zustimmung zu den obigen Beschlüssen. 


F.S. Archenheld (Charlottenburg), Fr. Meyer (Clausthal), 


H. Burkhardt (Göttingen), G. Meyer (Bremen), 

G. Cantor (Halle), H. Minkowski (Bonn), 
W. Dycek (München), R. Müller (Braunschweig), 
P. Gordan (Erlangen), E. Papperitz (Dresden), 
L. Heffter (Giessen), A. Ritter (Aachen), 

L. Henneberg (Darmstadt), ©. Rodenberg (Hannover), 
D. Hilbert (Königsberg), C. Runge (Hannover), 

R. Hoppe (Berlin), C. Schilling (Bremen), 
E. Jürgens (Aachen), E. Schröder (Karlsruhe), 
H. Kasten (Bremen), H. Schubert (Hamburg), 
L. Kiepert (Hannover), E. Study (Marburg), 

F. Klein (Göttingen), R. Sturm (Münster), 

F. Klemm (Bremen), H. Weber (Marburg), 

E. Lampe (Berlin), H. Wellmann (Bremen), 
A. Mayer (Leipzig), H. Wiener (Halle), 


E. Wiltheiss (Halle). 





Die zahlreichen Beitrittserklärungen, die auf diese Einladung hin von 
Seiten der Lehrer an Hoch- und Mittelschulen erfolgten, bewiesen die Zu- 
stimmung, welche die Zwecke und Ziele der Vereinigung allseitig fanden. 

Das erste im März 1891 ausgegebene Mitgliederverzeichnis weist 160 Na- 
men auf. 

Für die im Herbst 1891 zu Halle angesetzte Versammlung konnte ein 
reiches Programm von wissenschaftlichen Vorträgen auf die Tagesordnung 
gesetzt werden. 

Herr L. Kronecker sollte einen Eröffnungsvortrag halten, in dem er ein- 
mal die Erwartungen, die sich an die Vereinigung knüpfen können, bezeich- 
nen wollte, und der weiter eine Gedächtnisrede auf Eisenstein beabsichtigte. 
Leider traf Kronecker im August ein schwerer Schicksalsschlag durch den 
Tod seiner Gattin; so war es ihm unmöglich, nach Halle zu kommen; in 
einem Schreiben an Herrn G. Cantor aber gab er seinen Anteil an der Versamm- 
lung und in kurzen Umrissen den Plan seines Vortrages kund. — Nun beab- 
sichtigte er, in breiter Ausführung diesen Vortrag der Vereinigung als die 
Einleitung des ersten Jahresberichtes zu überlassen — es sollte nicht dazu 
kommen. Am 29. Dezember 1891 wurde die wissenschaftliche Welt durch die 
Nachricht von dem Tode Kronecker’s erschüttert. Die Influenza und eine dazu- 
tretende Lungenentzündung hatten in wenigen Tagen seinem reichen, frucht- 
bringenden Leben ein Ende gemacht. Wir verzichten hier, näher einzugehen 
auf die Grösse und Bedeutung dieses Verlustes für die Wissenschaft. Eine 
auf der kommenden Versammlung in Nürnberg zu haltende Gedächtnisrede 
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soll von Kronecker’s Wirken handeln. Hier geben wir Ausdruck den Gefühlen 
aufrichtigen Dankes, welchen unsere junge Vereinigung, deren Plänen und 
Zielen er von Anfang an ein warmes Interesse entgegenbrachte, ihm schul- 
det. An der. Spitze der Vorträge der Versammlung in Halle aber stehe, als 
ein Vermächtnis an unsere Vereinigung, der erwähnte Brief. — 

Von den in Halle gehaltenen Vorträgen sei hier besonders der umfang- 
reiche Bericht des Herrn Franz Meyer hervorgehoben: „Ueber die Fort- 
schritte der projectiven Invariantentheorie im letzten Vierteljahrhundert“. 
Er verwirklicht den schon in Heidelberg ausgesprochenen Wunsch, eine Haupt- 
aufgabe der Vereinigung in ausführlichen Referaten über gemeinsam inter- 
essirende Gebiete der Mathematik zu suchen. Der dritte Teil des gegenwär- 
tigen Berichtes umfasst das weiter ausgeführte Referat, für dessen opferwillige, 
den Interessen des Ganzen dienende Abfassung namens der Vereinigung an 
dieser Stelle dem Verfasser der gebührende Dank ausgesprochen sei. 

Ueber die weiteren in Halle gehaltenen Vorträge ist im zweiten Teil 
durch die Verfasser kurzer Bericht erstattet. Die Herren C. Neumann und 
R. Dedekind waren am persönlichen Erscheinen verhindert; über ihre Vor- 
träge wurde von Seiten Herrn G. Cantor’s referirt. 


Bezüglich der geschäftlichen Sitzungen verweisen wir auf das am Schlusse 
des Berichts abgedruckte Protokoll, welchem auch die Statuten und die Ge- 
schäftsordnung der Deutschen Mathematiker-Vereinigung, wie sie in Halle be- 
schlossen wurden, beigedruckt sind. 


Wir haben die traurige Pflicht, unsere Mitteilungen mit den Nekrologen 
zweier Mitglieder zu schliessen, welche unsere junge Vereinigung im ver- 
flossenen Jahre verloren hat. 

Herr Benno Klein, Professor a. d. Universität Marburg starb am 26. 
März 1891 zu Schöneberg bei Berlin. Ihm widmete G. Cantor in seiner Er- 
öffnungsrede in Halle Worte des Andenkens und der Anerkennung. Der nach- 
folgende Nekrolog ist dem Jahresbericht der Universität Marburg entnommen. 

Herr Paul Günther, Privatdocent an der Universität Berlin erlag am 
27. September 1891 zu Berlin einem schweren Leiden. Die ihm gewidmeten 
Zeilen rühren von der Hand seines Freundes K. Hensel her. 

Des Todes von Leopold Kronecker haben wir schon oben gedacht. 
Der Anfang des neuen Jahres fügte zu diesem Verluste den von Heinrich 
Schröter, der am 9. Januar gleichfalls vorzeitig aus einer reichen wissen- 
schaftlichen Thätigkeit abberufen wurde. Seinem Andenken soll, wie dem 
von Kronecker, auf der Versammlung in Nürnberg eine Gedächtnisrede gewid- 
met werden. 

Endlich verschied am 2. Februar 1892 im 62. Lebensjahre Herr Heinrich 
Gretschel, Bergrat und Professor der Mathematik an der Bergakademie zu 
Freiberg in Sachsen. Ein Nekrolog wird im nächsten Jahresbericht gegeben 
werden. 
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Benno Klein. 


Benno Klein ist am 5. October 1846 in Stolp in Pommern geboren, wo 
sein Vater Rabbiner war. Er besuchte das dortige Gymnasium, bis die Eltern 
im Jahre 1859 nach Glogau übersiedelten. Dort besuchte er das Gymnasium 
weiter bis zum Jahre 1863 und verliess es ein halbes Jahr vor dem Abiturien- 
tenexamen um auf Wunsch der Eltern sich dem Kaufmannsstande zu widmen. 
Er fühlte sich aber in diesem Berufe so unglücklich und unbefriedigt, dass 
er noch spät den Entschluss fasste, zu studiren. Von 1871 an bereitete 
er sich mit Hilfe von Freunden zur Maturitätsprüfung vor, die er zu Ostern 
1872 am Gymnasium zu Guben bestand. 

Er betrieb nun eifrig das Studium der Mathematik und Physik zunächst 
in Berlin, dann in Marburg und zuletzt in Strassburg, wo er im Juli 1876 
zum Doctor promovirt wurde. Da er sich noch nicht hinreichend reif fühlte, 
um die akademische Lehrthätigkeit zu beginnen, so kehrte er nach Berlin 
zurück, wo er bis zum Jahre 1881 privaten Studien oblag. Im Jahre 1881 
habilitirte er sich in Marburg und wurde hier am 13. Dez. 1890 zum ausser- 
ordentlichen Professor ernannt. Seit dem Jahre 1874 hatte Klein mit einem 
Augenleiden zu kämpfen, das der Anfang und Vorbote einer tieferen Erkran- 
kung war, der er am 26. März 1891 erlegen ist. Trotz der Schwierigkeiten, 
die ihm aus diesem Leiden erwuchsen, und die ihm den Gebrauch von frem- 
der Hilfe nötig machten, war Klein in der Wissenschaft und als Lehrer un- 
ausgesetzt und mit Erfolg thätig. 


Schriften von B. Klein. 


Ueber die geradlinige Fläche dritter Ordnung und deren Abbildung auf 
einer Ebene. Inaugural-Dissertation, Berlin 1876. 

Theorie der trilinear-symmetrischen Elementargebilde. Habilitationsschrift, 
Marburg, Elwert, 1881. 

Ueber das Doppelverhältnis von vier Punktepaaren einer involutorischen 
Punktreihe erster Ordnung. Schlömilch Z. Bd. 28. 1883. 

Ueber den Fundamentalsatz der Geometrie der Lage. Sitzber. d. Marb. 
Ges. v. 1. Febr. 1887, 4. Sept. 1887, 27. Jan. 1888. 

Theorie der Elemententripel einstufiger Elementargebilde. Teil I, An- 
nali di Matematica, ser. II tomo XVIII (1890). Teil II, ebenda, tomo XIX 
(1891). Teil III, ebenda, tomo XIX (1891). 
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Paul Günther. 


Paul Günther ist am 2. April 1867 in Bernburg geboren, wo sein Vater 
Gymnasialdirector war. Nachdem er in seiner Vaterstadt das Gymnasium ab- 
solvirt hatte, kam er im Frühjahr 1884 nach Berlin, wo er hauptsächlich unter 
Leitung von Kronecker, Weierstrass und Fuchs studirte; auch von Hambur- 
ger hat er viele wissenschaftliche und persönliche Anregung empfangen. Im 
Jahre 1889 promovirte er auf Grund seiner im Journal für Mathematik Bd. 105 
veröffentlichten Arbeit „Ueber lineare Differentialgleichungen, deren Integrale 
nur einen singulären Punkt im Endlichen besitzen und im Unendlichen sich 
regulär verhalten“. 

Seine weiteren (ebenfalls im Journal f. die reine und angew. Math. ver- 
öffentlichten Arbeiten) sind: 

Ueber eine Methode, die zu einem singulären Punkte einer linearen ho- 
mogenen Differentialgleichung gehörige Fundamentalgleichung zu bestimmen 
(Bd. 106, 1890). 

Ueber die Bestimmung der Fundamentalgleichungen in der Theorie der 
linearen Differentialgleichungen (Bd. 107, 1891). 

Zur Theorie der elliptischen Functionen (Bd. 103 und Bd. 109, 1891). 

Ueber die eindeutigen Functionen von zwei durch eine algebraische Glei- 
chung verbundenen Veränderlichen (Bd. 109, 1892). 

Ueber das Additionstheorem der elliptischen Functionen (Bd. 109, 1892). 

Die letzten Aufsätze sind erst nach dem Tode des Verfassers erschienen. 

Im Sommer 1890 habilitirte sich Günther an der Berliner Universität, 
konnte jedoch nur im darauffolgenden Wintersemester lesen; denn schon im 
Frühjahr 1891 erkrankte er an einer Drüsengeschwulst so bedenklich, dass 
seine Freunde schnell ihre zuerst gehegten Hoffnungen auf baldige Besserung 
seines Zustandes schwinden sahen. Er suchte in Tölz, dann in Cudowa- Hei- 
lung, kehrte jedoch im September in einem so hoffnungslosen Zustande zu- 
rück, dass auch ein operativer Eingriff nicht mehr gewagt werden konnte. 
Am 27. September 1891 starb er. | 

Die Wissenschaft verliert in Günther einen vielseitig und reich begabten 
jungen Gelehrten, der zu den schönsten Hoffnungen berechtigte; seine Freunde 
betrauern den Verlust eines lauteren, rein empfindenden und geistig hoch- 
stehenden Menschen. 
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Bericht 
über die geschäftlichen Sitzungen der Versammlung zu Halle 
mit Rechnungsablage des Vorstandes. 
l. In der Sitzung vom 24. September legt der Schriftführer, Herr Dyck, 
das neu gegründete Archiv der Vereinigung vor und erstattet den Kassen- 
bericht über das verflossene Vereinsjahr, der hier folgt: 


Kassenbericht. 





























Einnahmen Mer, Er | Ausgaben | M. | 15% 

Rest von der Bremer Drucksachen . . . 57 | 30 
Versammlung . 1 Verzeichnisanfertigung® 

Beiträge von 179 Mit- und Schreibarbeiten . I — 

gliedern (darunter ein Buehbinder . . . 16 | 86 

Beitrag für 21), Jahre) | 3864 | — |! Papier und Utensilien“ 11 70 

Adressbücher\ .. « 10 | 70 

BRORBOLIOR an ANNE WIEN DS 

365 | 10 200 | 94 








Kassenbestand pro 1892: M. 164.16. 
W.Dyck als Kassenführer; K. Rohn, G. Hettner als Revisoren. 


2. In den Sitzungen vom 24. und 26. September werden die vom Vor- 
stande ausgearbeiteten Statuten, die Geschäftsordnung und notwendige Ueber- 
gangsbestimmungen beraten, welche in der beschlossenen Fassung unten folgen. 

3. Schon im Vorjahre hat der Vorstand der Vereinigung einleitende 
Schritte gethan betreffs der auf die Tagesordnung der Versammlung im Herbst 
1892 (zu Nürnberg) zu setzenden Referate. Die hiefür entworfenen Pläne 
werden eingehend besprochen, und von Seiten der Versammlung der Wunsch 
‚ausgedrückt, es sollen nach Möglichkeit ir Aussicht genommen werden: 

a. Referate und Uebersichten über moderne Arbeiten aus den Gebieten 
der angewandten Mathematik, die sich einmal auf technische Me- 
chanik, dann auf Astronomie und auf moderne physikalische 
Fragen beziehen. 

b. Aus dem Gebiete der reinen Mathematik, Referate über die Theorie 
der algebraischen Functionen und der Modulsysteme. 

c. Mit der Nürnberger Versammlung soll ferner eine umfassende Aus- 
stellung von mathematischen und mathematisch-physika- 
lischen Modellen und Apparaten verbunden werden. 

4. Die vorgenommene Neuwahl des Vorstandes ergiebt als Vorstands- 
mitglieder folgende Herren: G. Cantor, W. Dyck, P. Gordan, L. Kron- 
ecker, E. Lampe, H. Schubert. 

Der Vorstand wählt von diesen für 1892 die Herren: G. Cantor zum 
Vorsitzenden, W. Dyck zum Schriftführer, sowie die Herren G. Gantor, 
W.Dyck, E.Lampe als Redactionscommission für den Jahresbericht. 
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Statuten 
der Deutschen Mathematiker-Vereinigung. 


(Nach den auf der Versammlung zu Halle, 24. September 1891 gefassten 
Beschlüssen.) 


sl. 
Zweck der Vereinigung. 

Die Deutsche Mathematiker-Vereinigung stellt sich die Aufgabe, in ge- 
meinsamer Arbeit die Wissenschaft nach allen Richtungen zu fördern und 
auszubauen, ihre verschiedenen Teile und zerstreuten Organe in lebensvolle 
Verbindung und Wechselwirkung zu setzen, ihre Stellung im geistigen Le- 
ben der Nation nach Gebühr zu heben, ihren Vertretern und Jüngern Gele- 
genheit zu ungezwungenem kollegialischen Verkehr und zum Austausch von 
Ideen, Erfahrungen und Wünschen zu bieten. 

8 2. 
Jahres-Versammlung. 

Die Vereinigung hält alljährlich eine Versammlung ab, in Gemeinschaft 
mit der „I. Abteilung für Mathematik und Astronomie der Gesellschaft deut- 
scher Naturforscher und Aerzte“. 

898. 
Vorstand der Vereinigung. 

In der Jahresversammlung wählen die dort anwesenden Mitglieder der 
Vereinigung einen Vorstand von sechs Mitgliedern. Derselbe darf sich 
nötigenfalls durch Cooptation auf sechs ergänzen. 

Die Wahl der Vorstandsmitglieder geschieht je auf drei Jahre. 

Dabei scheiden alljährlich zwei Mitglieder aus und werden durch Neuwahl 
ersetzt. Das Ausscheiden geschieht in der Reihenfolge des Eintritts. Die 
Ausscheidenden können erst nach zwei Jahren wieder gewählt werden — nur 
der Schriftführer ($ 5) ist sofort wieder wählbar. Der Amtsantritt fällt auf 
den 1. Januar. 

S 4. 
Aufgaben des Vorstandes. Jahresbericht. 

Der Vorstand ist beauftragt mit der Vertretung der gesamten Interessen 
der Vereinigung. 

Im Einzelnen hat er die Aufgabe, die Jahresversammlung vorzubereiten 
durch Aufstellung eines ausführlichen Programms, in welches womöglich 
Referate über die Entwickelung einzelner Gebiete der Wissenschaft aufzu- 
nehmen sind. 

Weiter veröffentlicht der Vorstand den Jahresbericht der Vereinigung 
über den wissenschaftlichen Teil der Verhandlungen. Derselbe ist den Mit- 
gliedern zu ermässigtem Preise zugänglich zu machen; die Liste der Mit- 
glieder und die Jahresrechnung sind ihm beizudrucken. 

SR 
Geschäftsführung im Vorstande. 
Der Vorstand wählt jährlich aus seiner Mitte: 
a) den Vorsitzenden, in jJährlichem obligatorischen Wechsel. Derselbe 
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leitet die Sitzungen des Vorstandes und die geschäftlichen Sitzungen 
der Vereinigung; 

b) den Schriftführer, gleichzeitig mit der Führung der Kasse und 

des Archivs der Vereinigung beauftragt; 

c) dieengere Commission für dieRedaction des Jahresberichtes. 

Ss 6. 
Mitgliedschaft. 

Die Mitgliedschaft zur Vereinigung wird erworben durch Anmeldung bei 
dem Schriftführer. Mit ihr ist die Verpflichtung zur Zahlung eines Jahres- 
beitrages von zwei Mark für das laufende Kalenderjahr verbunden. Der jähr- 
liche Beitrag kann durch eine einmalige Zahlung von 50 Mark abgelöst werden. 





Geschäftsordnung 
der Deutschen Mathematiker-Vereinigung. 


(Nach den auf der Versammlung zu Halle, 24. September 1891 gefassten 
Beschlüssen.) 
sl. 

Die Redaction des „Jahresberichts der Deutschen Mathematiker-Vereini- 
gung“ übernimmt der Vorstand, welcher mit der speziellen Ausführung die 
in $5 der Statuten erwähnte engere Commission beauftragt. 

Alle auf den Jahresbericht bezüglichen Zusendungen sind an den Schrift- 
führer der Vereinigung zu richten. 

8.2. 

Im Jahresberichte sind zu unterscheiden: 

a) Die Mitteilungen über die in der Jahresversammlung gehaltenen Spe- 
zialvorträge. af 

b) Die grösseren wissenschaftlichen Referate. 

a) Die ersteren dürfen den Raum von zwei Druckseiten für einen Vor- 
trag nicht überschreiten; sie sind noch auf der Jahresversammlung 
selbst der Redactionscommission einzuhändigen. 

b) Der Umfang der wissenschaftlichen Referate ist innerhalb der 
mit dem Verleger einzuhaltenden Verträge nicht beschränkt. Für die 
Einsendung der Manuscripte dieser Referate wird ein Zeitraum von 
sechs Wochen nach Schluss der Versammlung festgesetzt. 

8 9. 

Das vom Verleger für die Publication des Berichtes gezahlte Honorar 
fliesst in die Kasse der Vereinigung. Die wissenschaftlichen Referate ($ 2b) 
werden den betreffenden Berichterstattern gemäss dem vom Verleger pro Bo- 
gen gezahlten Betrage honorirt. Jeder Referent und ebenso die Autoren der 
übrigen Mitteilungen erhalten ausserdem 25 Separatabzüge ihres Berichtes. 
Weitere Separatabzüge können sich dieselben auf ihre Kosten, nach Verein- 
barung mit dem Verleger, machen lassen. 
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Uebergangsbestimmungen. 


(Nach den Festsetzungen der Geschäftssitzung vom 24. September 1891 
mit den Ergänzungen vom 26. September.) 


l. Wahl des Vorstandes für die nächsten beiden Jahre. 

In den nächsten beiden Jahren wird das Ausscheiden je zweier Mitglie- 
der des Vorstandes durch das Los geregelt. 

Nachdem die am 24. September 1891 vorgenommene Vorstandswahl ein- 
mal die Herren: 

CGantor, Dyck, Lampe, Schubert 
des bisherigen Vorstandes und weiter die Herren 
Gordan, Kronecker 

als Neueintretende ergeben hat, sind die letzteren beiden als auf drei Jahre 
gewählt zu betrachten. 

Im Jahre 1892 bestimmt das Los unter den vier erstgenannten die bei- 
den durch Neuwahl zu Ersetzenden. Im Jahre 1893 scheiden die letzten bei- 
den Mitglieder des bisherigen Vorstandes aus. 


2. Veröffentlichung des Jahresberichtes. 

Der Vorstand wird ermächtigt, betreffs der Herausgabe des Jahresberich- 
tes mit einem Verleger einen Vertrag abzuschliessen auf Grund der in den 
Statuten und der Geschäftsordnung enthaltenen Bestimmungen. Und zwar 
sollen die Verhandlungen zunächst mit der Verlagsbuchhandlung von G. Reimer 
in Berlin, dem Verleger des Jahrbuches über die Fortschritte der Mathematik, 
geführt werden. 


Zusätze 
zu den vorstehenden geschäftlichen Mitteilungen. 

1. Nachdem durch den Tod von L. Kronecker die Vorstandsmitglieder 
sich auf 5 redueirten, beschlossen diese einstimmig, von dem Rechte der Coop- 
tation Gebrauch machend, Herrn Th. Reye zum Wiedereintritt in den Vor- 
stand aufzufordern. Wir sind Herrn Reye Dank schuldig, dass er unserem 
Ansuchen willfahren hat. 

2. Von den vorstehend abgedruckten Uebergangsbestimmungen ist die 
erste, auf die Vorstandswahlen der nächsten beiden Jahre bezügliche, durch 
einen in Nürnberg zu fassenden Beschluss entsprechend abzuändern. 

3. Bezüglich der Herausgabe des Jahresberichts wurde der Vertrag mit 
Herrn Ernst Reimer, dem Inhaber der Verlagsbuchhandlung Georg Reimer 
in Berlin, in der ersten Hälfte des Monats Mai 1892 abgeschlossen. 


10. 


20. 


Mitglieder-Verzeichnis 
der Deutschen Mathematiker-Vereinigung 


nach dem Stande vom 1. Juni 1891. 


Archenhold, F. S., Charlottenburg. 

Bacharach, J., Reallehrer an der Realschule, Erlangen. 

Bauer, G., Professor an der Universität, München. 

Beck, A., Professor am Polytechnicum, Riga. 

Binder, W., Professor an der Fachschule für Maschinenwesen, Wiener- 
Neustadt. 

Böger, R., Oberlehrer an der höheren Bürgerschule, Hamburg. 

Boltzmann, L., Professor an der Universität, München. 

Braunmühl, A.v., Professor an der technischen Hochschule, München. 

Brill, A., Professor an der Universität, Tübingen. 

Brunn, H., Privatdocent an der Universität, München. 

Bruns, H., Professor an der Universität, Leipzig. 

Buka, F., Professor am Realgymnasium, Charlottenburg, und an der 
technischen Hochschule, Berlin-Charlottenburg. 

Burkhardt, H., Privatdocent an der Universität, Göttingen. 

Burmester, L., Professor an der technischen Hochschule, München. 

Busche, E., Oberlehrer an der Hansaschule, Bergedorf bei Hamburg. 

Cantor, G., Professor an der Universität, Halle. 

Cantor, M., Professor an der Universität, Heidelberg. 

Carajianides, A., Göttingen. 

Czuber, E., Professor an der technischen Hochschule, Wien. 

Dantscher v. Kollesberg, Professor an der Universität, Graz. 

Dingeldey, F., Privatdocent an der technischen Hochschule, Darmstadt. 

Döhlemann, K., Privatdocent an:der Universität, München. 

Dörgens, R., Professor an der technischen Hochschule, Berlin-Charlot- 
tenburg. Ä 

Dyek, W., Professor an der technischen Hochschule, München. 

Dziobek, O., Privatdocent an der technischen Hochschule, Berlin-Char- 
lottenburg. 

Eberhard, V., Privatdocent an der Universität, Königsberg i. Pr. 

Emmerich, A., Oberlehrer am Gymnasium, Mülheim a. d. Ruhr. 
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30. 


40. 


80. 


60, 


70, 


Mitglieder-Verzeichnis. 


Engel, F., Professor an der Universität, Leipzig. 

Färber, C., Lehrer an der Luisenstädtischen Oberrealschule, Berlin. 

Finger, J., Professor an der technischen Hochschule, Wien. 

Fink, K., Professor an der Realschule, Tübingen. 

Finsterwalder, S., Professor an der technischen Hochschule, München. 

Franklin, F., Professor an der Johns Hopkins Universität, Baltimore. 

Franz, J., Privatdocent an der Universität, Königsberg i. Pr. 

Fricke, R., Privatdocent an der Universität, Kiel. 

Frobenius, G., Professor am Polytechnicum, Zürich. 

Fuchs, L., Professor an der Universität, Berlin. 

Fuhrmann, A., Professor an der technischen Hochschule, Dresden. 

Gerhardt, K.J., Gymnasial-Director a. D., Halle a. S. 

Gierster, J., Studienlehrer am Wilhelms-Gymnasium, München. 

Götting, E., Lehrer am Gymnasium, Göttingen. 

Gordan, P., Professor an der Universität, Erlangen. 

Graefe, F., Professor an der technischen Hochschule, Darmstadt. 

Grassmann, H., Oberlehrer am Gymnasium, Halle a. S. 

Günther, S., Professor an der technischen Hochschule, München. 

Gutzmer, A., Berlin. 

Häntzschel, E., Oberlehrer an der dritten höheren Bürgerschule, Berlin. 

Hamburger, M., Professor an der technischen Hochschule, Berlin-Char- 
lottenburg. 

Hartwig, E., Director der Sternwarte, Bamberg. 

Hauck, G., Professor an der technischen Hochschule, Berlin-Charlot- 
tenburg. 

Hecht, Professor, Studienlehrer am Melanchthon Gymnasium, Nürnberg. 

Heffter, L., Professor an der Universität, Giessen. 

Helm, G., Professor an der technischen Hochschule, Dresden. 

Helmert, F.R., Professor an der Universität, Berlin. 

Henneberg, L., Professor an der technischen Hochschule, Darmstadt. 

Hensel, K., Professor an der Universität, Berlin. 

Hermes, J., Oberlehrer am Progymnasium, Königsberg i. Pr. 

Hertzer, H., Professor an der technischen Hochschule, Berlin-Charlot- 
tenburg. 

Herz, N., Wien. 

Hess, E., Professor an der Universität, Marburg. 

Hettner, G., Professor an der Universität, Berlin. 

Hilbert, D., Privatdocent an der Universität, Königsberg i. Pr. 

Hölder, O., Professor an der Universität, Tübingen. 

Holländer, E., Lehrer an der Realschule, Mülheim a. d. Ruhr. 

Hoppe, R., Professor an der Universität, Berlin. 

Horn, J., Privatdocent an der Universität, Freiburg i. B. 

Hurwitz, A., Professor an der Universität, Königsberg i. Pr. 

Järisch, P., Oberlehrer am Johanneum, Hamburg. 

Jürgens, E., Professor an der technischen Hochschule, Aachen. 

Junker, F., Professorats-Candidat, Schorndorf (Württemberg). 
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Kasten, H., Oberlehrer am Gymnasium, Bremen. 

Keck, L., Professor am Realgymnasium, Nürnberg. 

Kepinski, S., Göttingen. 

Kiepert, L., Professor an der technischen Hochschule, Hannover. 

Killing, W., Professor am Lyceum Hosianum, Braunsberg. 

Klein, F., Professor an der Universität, Göttingen. 

Klein, G., Professor am Realgymnasium, München. 

Klemm, F., Öberlehrer am Gymnasium, Bremen. 

Kneser, A., Professor an der Universität, Dorpat. 

Knoblauch, J., Professor an der Universität, Berlin. 

Köhler, C., Professor an der Universität, Heidelberg. 

Königsberger, L., Professor an der Universität, Heidelberg. 

Köpke, A., o. Lehrer an der Realschule, Ottensen. 

Kötter, E., Privatdocent an der Universität, Berlin. 

Kötter, F., Docent an der Berg-Akademie, Berlin. 

Kohn, G., Privatdocent an der Universität, Wien. 

Kostka, C., Professor am Gymnasium, Insterburg. 

Kraft, F., Privatdocent am eidgen. Polytechnicum, Zürich. 

Krause, M., Professor an der technischen Hochschule, Dresden. 

Krazer, L., Professor an der Universität, Strassburg i. E. 

Kullrich, Adjunet am Joachimsthaler Gymnasium, Charlottenburg. 

Lampe, E., Professor an der technischen Hochschule, Berlin-Charlot- 
tenburg. 

Lerch, M., Privatdocent an der Universität, Prag. 

Ligowski, W., Professor an der Marine-Akademie, Kiel. 

Lommel, E., Professor an der Universität, München. 

London, F., Privatdocent an der Universität, Breslau. 

Lüroth, J., Professor an der Universität, Freiburg i. B. 

Mangoldt, H.v., Professor an der technischen Hochschule, Aachen. 

Maurer, L., Privatdocent an der Universität, Strassburg. 

Mayer, A., Professor an der Universität, Leipzig. 

Mehmke, R., Professor an der technischen Hochschule, Darmstadt. 

Meyer, A., Professor an der Universität, Zürich. 

Meyer, F., Professor an der Berg-Akademie, Clausthal. 

Meyer, G., Lehrer an der Realschule, Bremen. 

Meyer, G. F., Professor am Realgymnasium, München. 

Minkowski, H., Privatdocent an der Universität, Bonn. 


‚Müller, F., Professor am Luisen-Gymnasium, Berlin. 


Müller, R., Professor an der technischen Hochschule, Braunschweig. 

Müller, R., Lehrer an der Königl. Realschule, Berlin, und Privatdocent 
an der technischen Hochschule, Berlin-Charlottenburg. 

Neumann, C., Professor an der Universität, Leipzig. 

Netto, E., Professor an der Universität, Giessen. 

Nöther, M., Professor an der Universität, Erlangen. 

Papperitz, E., Professor an der Berg-Akademie, Freiberg i. S. 

Pasch, M., Professor an der Universität, Giessen. 


Jahresber. d. Deutschen Mathem.-Vereinigung. 1. u 
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130. 


140. 


150. 


160. 


Mitglieder-Verzeichnis. 


Pelz, C., Professor an der technischen Hochschule, Graz. 
Peschka, A.v., Professor an der technischen Hochschule, Wien. 
Piltz, A., Privatdocent an der Universität, Jena. 
Pochhammer, L., Professor an der Universität, Kiel. 
Pockels, F., Privatdocent an der Universität, Göttingen. 
Pringsheim, A., Professor an der Universität, München. 
Prym, F., Professor an der Universität, Würzburg. 

Reinhardt, C., Oberlehrer an der Fürstenschule, Meissen. 
Reuschle, (C., Professor an der technischen Hochschule, Stuttgart. 
Reye, Th., Professor an der Universität, Strassburg i. E. 
Richarz, Privatdocent an der Universität, Bonn. 

Richter, Lehrer am Gymnasium, Quedlinburg. 

Riecke, E., Professor an der Universität, Göttingen. 

Ritter, A., Professor an der technischen Hochschule, Aachen. 
Ritter, E., Cassel. 


Rodenberg, C., Professor an der technischen Hochschule, Hannover. 


Rogel, F., Lehrer an der Staats-Gewerbeschule, Brünn. 

Rohn, K., Professor an der technischen Hochschule, Dresden. 
Rosanes, J., Professor an der Universität, Breslau. 

Rosenow, H., Rector an der 9. höheren Bürgerschule, Berlin. 
Rudel, K., Professor an der Industrieschule, Nürnberg. 

Rudio, F., Professor am Polytechnicum, Zürich. 

Runge, C., Professor an der technischen Hochschule, Hannover. 
Saalschütz, L., Professor an der Universität, Königsberg i. Pr. 
Schapira, H., Professor an der Universität, Heidelberg. 
Scheffers, G., Privatdocent an der Universität, Leipzig. 
Scheibner, W., Professor an der Universität, Leipzig. 

Schell, W., Professor an der technischen Hochschule, Karlsruhe. 
Schilling, (C., Professor an der Navigationsschule, Bremen. 
Schlegel, V., Oberlehrer an der Gewerbeschule, Hagen i. W. 
Schlesinger, L., Privatdocent an der Universität, Berlin. 
Schlömilch, O., Geheimrat, Dresden. 

Schmidt, M., Professor an der technischen Hochschule, München. 
Schönflies, A., Professor an der Universität, Göttingen. 
Schottky, F., Professor am Polytechnicum, Zürich. 

Schröder, E., Professor an der technischen Hochschule, Karlsruhe. 
Schröder, Th., Professor am Melanchthon-Gymnasium, Nürnberg. 
Schubert, H., Professor am Johanneum, Hamburg. 

Schultz, E., Lehrer am Realgymnasium, Stettin. 

Schumacher, H., Reallehrer an der Realschule, Neustadt a. H. 
Schumacher, R., Reallehrer an der Realschule, Augsburg. 
Schur, F., Professor an der Universität, Dorpat. 

Schur, W., Professor an der Universität, Göttingen. 
Schwering, K., Director am Gymnasium, Düren. 

Seelhoff, P., Professor an der Navigationsschule, Bremen. 
Seeliger, H., Professor an der Universität, München. 


u 


180. 


190. 


200. 


Mitglieder-Verzeichnis. 19 


Seidel, Ph.L. von, Professor an der Universität, München. 

Servus, H., o. Lehrer an dem Friedrichs-Realgymnasium, Berlin, und 
Privatdocent an der technischen Hochschule, Berlin-Charlottenburg. 

Siebert, A., Lehrer an der Hauptcadetten-Anstalt, Gross-Lichterfelde. 

Sievert, H., Studienlehrer am neuen Gymnasium, Nürnberg. 

Simon, H., Assistent an der Universitätsbibliothek, Berlin. 

Simon, M., Professor am Lyceum, Strassburg i. E. 

Sinram, H. Th., Hamburg. 

Sprung, A., Professor am Meteor. Inst., Berlin. 

Stäckel, P., Privatdocent an der Universität, Halle. 

Stahl, H., Professor an der Universität, Tübingen. 

Staude, O., Professor an der Universität, Rostock. 

Stern, M. A., Professor a. D. der Universität Göttingen, Zürich. 

Stickelberger, L., Professor an der Universität, Freiburg i. B. 

Stolz, O., Professor an der Universität, Innsbruck. 

Study, E., Privatdocent an der Universität, Marburg. 

Sturm, R., Professor an der Universität, Breslau. 

Thomae, J., Professor an der Universität, Jena. 

Valentin, G., Custos an der Königl. Bibliothek, Berlin. 

Van Vleck, E.B., Göttingen. 

Voigt, W., Professor an der Universität, Göttingen. 

Von der Mühll, K., Professor an der Universität, Basel. 

Voss, A., Professor an der Universität, Würzburg. 

Walder, E., Professor am Realgymnasium, Nürnberg. 

Wangerin, A., Professor an der Universität, Halle. 

Weber, H., Professor an der Universität, Göttingen. 

Weierstrass, C., Professor an der Universität, Berlin. 

Weiler, A., Privatdocent am Polytechnieum, Zürich. 

Weingarten, J., Professor an der technischen Hochschule, Berlin-Char- 
lottenburg. 

Weinmeister, J.Ph., Professor an der Forst-Akademie, Tharand. 

Wellmann, H., Oberlehrer am Gymnasium, Bremen. 

Weltzien, C., ord. Lehrer an der Friedrichs-Werderschen Oberrealschule, 
Berlin. 

Westermann, H., Oberlehrer an der Vorschule der technischen Hoch- 
schule, Riga. 
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Auszug 
aus einem Briefe von L. Kronecker 
an HerrnProf. Gr. Cantor”). 


Jugenheim a. d. Bergstrasse, 18. IX. 91. 


Geehrtester Freund und College! 

Gleich nach dem schweren, schweren Schlage, der das Glück meines 
Lebens‘ zerstört hat, habe ich Ihnen geschrieben, dass ich nun natürlich 
nicht im Stande bin, am 21. d. M. den übernommenen Eröffnungsvortrag 
in der Abteilung für Mathematik und Astronomie zu halten. Aber ich 
will Ihnen heute doch noch ein Paar Worte über dasjenige Thema sagen, 
was ich in dem Vortrage zu behandeln gedachte. 

Einleiten wollte ich den Vortrag mit einigen Bemerkungen über 
das, was meiner Meinung nach von der „Vereinigung deutscher Mathe- 
matiker“ erwartet werden kann. Denn, nachdem ich den ehrenvollen An- 
trag, den Sie mir gestellt haben, angenommen habe, glaubte ich, dem 
reinen Fachvortrage die Darlegung meiner Ansichten über Mathematiker- 
Vereinigungen gerade deshalb vorausschicken zu sollen, weil deren Be- 
deutung notwendig eine ganz andere sein muss, als die der Vereinigun- 
gen anderer Fachgenossen. Während andere Diseiplinen mancherlei Ar- 
beiten erfordern, die den Bearbeitern „aufgegeben“ werden können, und 
auch solche, die geradezu von vereinten Kräften geleistet werden müssen 
(die Astronomie bietet ja hierfür viele Beispiele), während es also in fast 
allen anderen naturwissenschaftlichen Disciplinen vorkommt, dass, „wenn 
die Könige bauen, die Kärrner zu thun haben“, muss bei uns jeder Forscher 
König und Kärrner zugleich sein. Darum geben wir Mathematiker eigent- 
lich das Beispiel einer echten Gelehrtenrepublik, in welcher jeder ein- 
zelne seine volle Forscherselbständigkeit bewahrt. Ich mag auch deshalb 
bei uns nicht den Ausdruck „Schüler“ gern; wir wollen und brauchen 
keine Schule, sondern wir gehen nur in den Wegen fort, die uns ein 


*) Vergl, Chronik S. 7—8. 
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Lehrer oder Vorgänger geebnet und gewiesen hat, wenn wir meinen, auf 
diesen Wegen weitere Ziele erreichen zu können. „Wir wollen und brau- 
chen keine Schule“, weil in unserer absolut klaren Wissenschaft jede 
neue Entdeckung die bisherige Schulweisheit wertlos machen kann. Das 
hat uns ja die Geschichte unserer Wissenschaft oft genug gezeigt. Wir 
können deshalb aber auch durchaus nichts Förderliches von einer in der 
Weise „gemeinsamen Arbeit“ erwarten, die — wie die andern Diseipli- 
nen — sich mit speciellen Thematen beschäftigt. Im Gegenteil, solcher- 
lei Arbeit kann nur den Fortschritt der Mathematik hindern. Der Mathe- 
matiker muss frei von jeglichem Vorurteil sich gedanklich in seiner 
Forschungssphäre heimisch machen, darin frei Umschau halten und Ent- 
deckungen nachgehen; — eine Gesellschaft, etwa gar geführt von einem 
noch so trefflichen Lehrer, wird niemals im Stande sein, das Gebiet 
unserer Kenntnis merklich zu erweitern. So sehr ich hiernach „Ver- 
einigung von Mathematikern* zu speciellen Arbeitszwecken perhorres- 
ciren möchte, so sehr möchte ich einer allgemein freien Vereinigung das 
Wort reden. Deren Erfolg kann freilich nicht genau präcisirt werden, 
und auch an der Wortfassung der „Zwecke“ in Ihrer Publication vom 
December 1890 würde ich manches modifieirt wünschen. Aber es kommt 
wenig darauf an. Die Hauptsache ist die Gelegenheit zur Einleitung per- 
sönlicher Verbindungen, zur mündlichen Discussion, zum lebendigen Aus- 
tausch der in der Forschung gemachten Erfahrungen, zur gegenseitigen 
Mitteilung der auf Grund von Untersuchungen erlangten Ansichten. Nie- 
mand wird ja Wert und Bedeutung der mündlichen Vorträge in der 
Mathematik auf den Hochschulen unterschätzen, wie sehr auch die Studi- 
renden daneben auf das Studium der Lehrbücher, Originalwerke und Ab- 
handlungen zu verweisen sind; denn in diesen fehlt es z. B. stets an 
den Angaben, welche Irrwege und „Holzwege“ zu vermeiden sind. Nun 
hört ja der Mathematiker nicht zu studiren auf, wenn seine Studentenzeit 
abgelaufen ist; aber er ist dann ausschliesslich auf die litterarische Be- 
lehrung angewiesen, falls ihm nicht besonders glückliche Umstände noch 
die Fortsetzung mündlicher Belehrung durch persönlichen wissenschaft- 
lichen Verkehr gestatten. Das Glück eines solchen habe ich in reich- 
lichem Masse genossen und weiss es also aus Erfahrung zu schätzen; die 
etwa 20 Jahre von 1856 bis nahe 1876, in denen wir drei, Kummer, 
Weierstrass und ich, des engsten und lebhaftesten wissenschaftlichen 
Verkehrs uns erfreuten, haben nicht bloss uns selbst, sondern auch vielen 
andern, die ab und zu an unserem Verkehr teilnahmen, reiche Früchte 
und den Segen wahrer geistiger Erbauung gebracht. Ich sehe den 
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Hauptzweck der „Vereinigung deutscher Mathematiker“ darin, dass sie 
nach solchem Muster persönlichen wissenschaftlichen Verkehr ermöglicht. 
Wie verschieden wir drei Berliner Mathematiker auch in unseren Arbeits- 
richtungen, ja selbst zum Teil in unseren Ansichten über Begründung 
und Zielpunkte gewesen und geblieben sind, der gegenseitige Einfluss war 
stets heilsam und wohlthuend. 

Doch genug davon! Sie ersehen ja aus Vorstehendem den unge- 
fähren Inhalt der einleitenden Bemerkungen, die ich meinem Eröffnungs- 
vortrage vorausschicken wollte. Der Vortrag selbst sollte kurzweg den 
Titel haben „Ueber Eisenstein“ oder auch „Zum Gedächtnis von Eisen- 
stein“. Ich wollte darin nur ganz kurz über die Zeit berichten, in 
der ich mit ihm persönlich bekannt war, auch einige Briefe wissenschaft- 
lichen Inhalts, die ich von ihm besitze, mitteilen und danach — wie 
etwa in einer Gedenkrede — über seine Arbeiten sprechen. Dabei muss- 
ten dann ausser den rein arithmetischen und analytisch -arithmetischen 
noch ganz besonders seine rein analytischen Untersuchungen über ellip- 
tische Functionen hervorgehoben werden, welche dem Bewusstsein der 
Jeztzeit ganz abhanden gekommen sind, auf welche ich aber bei meinen 
neuesten Arbeiten habe zurückkommen müssen. Jetzt in diesen meinen 
Arbeiten haben sich die eigentlichen Ursachen der „Unebenheiten“ gefun- 
den, welche Eisenstein in seiner Theorie — wie sich deutlich erkennen 
lässt — unangenehm aufgefallen sind. Auch hierauf wollte ich näher 
eingehen. Ich hoffe, die Ausarbeitung des ganzen Vortrags, für den ich 
bis jetzt nur einige vorläufige Aufzeichnungen gemacht habe, noch durch- 
führen zu können. Falls dies geschieht, kann der Vortrag vielleicht, wenn 
es Ihnen und der mathematischen Abteilung, welcher Sie präsidiren, an- 
gemessen erscheint, mit den wirklich gehaltenen Vorträgen (unter Hinzu- 
fügung einer geeigneten Vorbemerkung) gedruckt werden. Auch stelle 
ich Ihnen anheim, aus diesem Briefe, soviel Sie davon für geeignet hal- 
ten, der mathematischen Abteilung auszugsweise mitzuteilen. Jedenfalls 
bitte ich, meine collegialischen Grüsse in einer der Verhandlungen aus- 
zurichten und dabei meinem tiefen Bedauern Ausdruck zu geben, dass ich 
durch mein Unglück am persönlichen Erscheinen verhindert bin... .. 
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Einfacher Beweis eines F. Neumann’schen Satzes*) 

von 
C. Neumann (Leipzig). 

Es sei ein Magnet gegeben von beliebiger Gestalt und Beschaffen- 
heit. Wir stellen uns die Aufgabe, im Innern und an der Oberfläche 
des Magneten ein System elektrischer Ströme zu construiren, welches auf 
jedweden ausserhalb des Magneten befindlichen Magnetpol genau dieselbe 
Wirkung ausübt, wie der Magnet selber. 

Zuvörderst mag eine gewisse Umgestaltung des Biot-Savart’schen 
Gesetzes ausgeführt werden. Bezeichnen x, y, z den Ort, und dx, dy, dz 
die Componenten eines linearen Stromelementes von der Stromstärke J, so 
werden nach jenem Gesetz die Componenten X, Y, Z der von diesem Ele- 
ment auf einen Magnetpol (x,, y,, z,) ausgeübten Kraft die Werte haben: 
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wo r’—(x-x, )’+(y-Yy,)’+ (z-2z,)” ist, und wo A eine Constante vorstellt, 
deren Wert verschieden ist je nach dem zu Grunde gelegten Mass-System. 
Dabei ist vorausgesetzt, dass der Magnetpol (x,, y,, z,) die magnetische 
Masse Eins hat, und dass das angewendete Coordinatensystem ein positives ist. 

An Stelle von r mögen nun drei Functionen f, g, h eingeführt wer- 
den, die zu r in der Beziehung stehen: 
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*) In Verhinderung des Verfassers durch Herrn G. Cantor vorgelegt. 
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Derartige Functionen existiren unendlich viele, so z. B. folgende: 


£C &n 
——a 1] m — —— a 
a a 


wo, &, n, & zur Abkürzung stehen für —x,, y—Y,, z2—z,. Bei dieser 
besondern Wahl der Functionen f, g, h haben, wie man aus (2) er- 
sieht, die Ableitungen derselben nach x die Werte: 





1 1 
a a Ne OR RE 
EB er RE aa Scan ya 
so dass also die erste der Formeln (1) auch so darstellbar ist: 
of og Oh ) 
oder auch so: 
(4) X — I {aI(ldxHgdy+hän)} 
1 


In analoger Weise sind offenbar auch die zweite und dritte der Formeln 
(1) darstellbar; nur sind dabei statt der speciellen Functionen f, g, h 
(3) jedesmal andere specielle Functionen f, g, h anzuwenden. 

Nimmt man statt des bisher betrachteten linearen Stromelementes 
irgend ein körperliches Stromelement vom Volumen dr und mit den 
Strömungscomponenten u, v, w, so erhält man an Stelle der Formel (4) 
folgende Formel: 


(4a) X- — Rn [A(fu-+gv--hw)dt!. 
1 
Desgleichen ergiebt sich für ein flächenhaftes Stromelement die Formel: 
(4b) 2, = {A(fu+gv-+hw)ds!, 
1 


wo do die Fläche des Elementes und u, v, w die in demselben enthal- 
tenen Flächenströmungen vorstellen. 

Dies vorausgeschickt, gehen wir jetzt über zu unserer Aufgabe. 
Das Potential des gegebenen Magneten auf einen äusseren Magnetpol 
(x; Y,; 2,) hat bekanntlich den Wert: 


pi N 
% T T 
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die Integration ausgedehnt gedacht über alle Volumenelemente dr des Mag- 
neten. Dabei sind a, b, c gegebene Functionen von x, y, Z. Und zwar 
repräsentiren a, b, c die magnetischen Momente in demjenigen Punkte 
(x, y, z), in welchem das Element dr sich befindet. Ueberdies bezeich- 
net r den Abstand dieses Punktes vom Pole (x,, Y) 2,)- 

Substituirt man in (5) die Ausdrücke (2), so folgt: 


of of 
PR dm -/k.-5)+- ul 
1.3: 


Ocf obf O6 ob 
= a0) 


a. i. 
9 2= + [Met] ++ de. 


In dieser letzten Formel ist das erste Integral ausgedehnt über alle Ober- 
flächenelemente do des Magneten. Dabei bezeichnen a, ß, y die Rich- 
tungscosinus der auf do errichteten inneren Normale. 

Wir führen jetzt sechs neue Functionen ein: u, v, w, u, v, w, de- 
finirt durch die Gleichungen: 





[ ut 4 ERIK ob 
Au=cß—by, A 
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Alsdann geht die Formel (6) über in: 
(8) = A [lutgrHhw)dotA ((du+gr+hw)dr. 
Hieraus ergiebt sich z. B. für die x-Componente der von dem Magneten 


auf den Pol (x,, y,, 2,) ausgeübten Kraft der Wert: 


02 
we 


Und hieraus ergiebt sich in Anbetracht der Formeln (4a, b), dass diese 
x-Componente genau ebenso gross ist, wie die x-Componente derjenigen 


5 BEN Ip 
— — oe a feüt er +nw)as+Aa [+ +iw)arl. 


Wirkung, welche das durch u, v, w, u, vw dargestellte Stromsystem 
auf jenen Pol (x,, y,, 2,) ausüben würde. 
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Die Formeln (7) repräsentiren daher die Lösung der ge- 
stellten Aufgabe. D. h. sie repräsentiren dasjenige Strom- 


system u, v, w, u, v, w, welches den gegebenen Magneten, was 
seine Einwirkung auf äussere Magnetpole betrifft, zu ersetzen 
im Stande ist. 

Der durch die Formeln (7) ausgesprochene Satz dürfte wohl zum 
ersten Mal von meinem Vater aufgestellt sein. Man vergl. F. Neumann’s 
Vorlesungen über elektrische Ströme, herausgegeben von Von der Mühll, 
Leipzig, 1884, Seite 178, 179. Die dortigen Formeln (3), (4) bieten, 
den hier abgeleiteten Formeln (7) gegenüber, gewisse kleine Unterschiede 


1 
dar, welche sich daraus erklären, dass die Constante A dort = —— ge- 


5) 


setzt ist, ferner daraus, dass statt des positiven ein negatives Coordina- 
tensystem benutzt ist, endlich daraus, dass dort statt der inneren Nor- 
male (a, ß, y) die äussere Normale n eingeführt ist. 

Die dort gegebene Ableitung des Satzes ist eine recht mühsame und 
beschwerliche. Allerdings könnte gegen die hier gegebene einfachere Ab- 
leitung ein Einwand erhoben werden, wenn auch nicht auf Grund des 
Biot-Savart’schen, so doch auf Grund des Ampere’schen Gesetzes. 
Nach der Ampere’schen Vorstellung sind nämlich Magnetpole nichts an- 
deres als Solenoidpole. Und nach dem Ampere’schen Gesetz hat die 
von einem Stromelement auf einen solchen Magnetpol oder Solenoidpol 
ausgeübte Kraft allerdings die in (1) angegebenen Componenten X, Y, Z; 
— nur befindet sich der Angriffspunkt dieser Kraft nicht im Pole selber, 
sondern in einem Punkte, der dem Stromelement unendlich nahe liegt, 
und der mit jenem Pole durch einen starren Arm verbunden zu denken ist. 

Oder man kann auch so sagen: Die Wirkung des Stromelementes 
auf den Magnet- oder Solenoid-Pol wird, bei Zugrundelegung des Am- 
pere’schen Gesetzes, dargestellt sein erstens durch die den Pol selber er- 
fassende Kraft: | 


(p) EVEN, 
und zweitens durch ein den Pol erfassendes Drehungsmoment A, dessen 
Componenten die Werte haben: 


(4) ,=n2—N, A,=&X—6£2, A,=8Y—ıR, 


wo alle Buchstaben dieselbe Bedeutung haben wie bisher; so dass z. B. 
&, n, & Abbreviaturen sind für —x,, y—Y,, 2—2. 


Was nun das in (7) angegebene Stromsystem u, v, w, u,v,w 
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betrifft, so ist im Vorhergehenden nachgewiesen, dass die von diesem 
Stromsystem auf den Pol ausgeübten Kräfte (p) zusammengenommen 
eine Wirkung ergeben, die identisch ist mit der vom Magneten selber 
auf den Pol ausgeübten. 

Es bleibt also nur noch zu zeigen übrig, dass die vom Stromsystem 
u, v, w, u, v, w auf jenen Pol ausgeübten Drehungsmomente (q) zusam- 
mengenommen ein Drehungsmoment ergeben, welches — 0 ist. 

Nun ist nach (1): 


re cdy — ndz 
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woraus z. B. folgt: 
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Bezeichnet man also die Summe der von den Strömen u, v, w und 


u, v, w ausgeübten A, respective mit D, und 1 so ergiebt sich sofort: 


N) &(&unv-+[w) u ) 
ee (Kent E 


5. af _E 
<Ablındi r3 r ’ 


das eine Integral ausgedehnt über alle Volumenelemente dt des Magneten, 
das andere über all’ seine Oberflächenelemente ds. Führt man nun neben 


D,, D,, und mit diesen Grössen in analogem Sinn, die Bezeichnungen 


D,, D, und D,, D, ein, so wird zu zeigen sein, dass 


D,+-D, —=U, 
D,+D, = 0, 
D, D, = (0 


ist. Uebrigens wird nur die erste dieser Formeln zu beweisen sein; 
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denn der Beweis der beiden andern wird sich alsdann in analoger Art 


führen lassen. 
Setzt man zur augenblicklichen Abkürzung: 

















E? 1 O’r 
VW — —e m — 
R Ba. r OR 
18 en D O’r 
(1) D= 13 aeror: 
&£ 2 O’r 
es an 


so gewinnen die Ausdrücke der Momente D, und Dr die einfachere 
Gestalt: 


D,;, = A| Au+Bv+Ew)dr, 
D —A i! Aut Bv+ Ew)do. 


Hieraus folgt, wenn man für u, v, w, u, v, w die Werte (7) einsetzt, 
sofort: 
ob dc 
m 2.- fle®_n&)4..a 
(II) D & = D 5% == 


an Ih [(Cb—Be)a-+---]do. 


Die Formel (II) ist aber, in Anbetracht der aus (I) entspringenden Re- 

















lationen: 
onen om ot MOB 0X 
u EB ee ES 
und so darstellbar: 
Beleolel ne) | h 
D, - [| ÖX — +. dr. 


Hieraus folgt sofort: 


Den — [89a +. .]de. 
Endlich folgt aus (II) und (IV): DD+D, —0. — Q.e.d. 


Bemerkung. — Die Wirkung eines einzelnen Stromelementes auf 
einen Magnetpol entspricht dem Biot-Savart’schen Gesetz, und besitzt 
daher kein Potential. Trotzdem aber wird ein solches Potential ex- 
istiren, falls man nur voraussetzt, dass das Element einem geschlosse- 
nen linearen Strom angehört. — Um diese Behauptung zu rechtferti- 
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gen, gehen wir aus von dem bekannten Satz, dass das Potential V eines 
geschlossenen linearen Stromes J auf einen Magnetpol (von der magne- 
tischen Masse Eins) den Wert hat: 


Fit 
MA K=A/ 06, 


die Integration ausgedehnt gedacht über alle Elemente ds der Stromfläche. 
Hier bezeichnet v die auf do errichtete positive Normale und r den Ab- 
stand des Elementes do vom Pol. Ueberdies präsentirt eK die sogenannte 
reducirte Kegelöffnung. [Vgl. mein Werk: die elektrischen Kräfte, Leip- 
zig, 1873 Seite 256 u. 242.] Dieser Wert des Potentials V ist offen- 
bar auch so darstellbar: 


a de u 
V=JÄAJ a rm B+ —— yjds; 





OX 
wo x, y, z die Coordinaten von “ a, B, y die Richtungscosinus 
der Normale v bezeichnen. — Hieraus folgt nun mittelst der Substitu- 
tion (2.): 
ee — 





li Br: 2) ( Oh Oh )| 
le 3 en: Haar Be 


oder durch Anwendung eines bekannten Satzes [vgl. das citirte Werk, 
Seite 90, Nr. (22)]: 
ge AI ( (fax +gdy+-hdn), 


die Integration hinerstreckt gedacht über alle Elemente dx, dy, dz der 
gegebenen in sich zurücklaufenden Stromcurve. 

Obwohl also die Wirkung eines einzelnen Stromelementes auf 
einen Magnetpol im allgemeinen kein Potential besitzt, so wird trotzdem, 
wie die letzte Formel zeigt, ein solches Potential angebbar, und durch 

AJ(fdx-+-gdy—+-hdz) 
dargestellt sein, falls man nur voraussetzt, dass das Element einem ge- 
schlossenen linearen Strom angehört. Dabei bezeichnen f, g, h drei 
den Bedingungen (2) entsprechende, im übrigen aber beliebig zu wäh- 
lende Functionen. 
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Ueber Gleichungen mit ‚rationalen Coeffieienten‘). 
R. nedeeind (Eruukhweie) 

Dass solche Sätze über Gleichungen, die für jeden endlichen Grad 
gelten, nicht ohne weiteres für Gleichungen von unendlich hohem Grade 
in Anspruch zu nehmen sind, wird zu unserer Zeit wohl von fast allen 
Mathematikern anerkannt. Da aber die Entscheidung über eine solche 
Frage bisweilen nicht leicht zu finden ist, so erlaube ich mir im fol- 
genden einen besonderen, nicht unwichtigen Fall zu behandeln. In der 
Lehre von denjenigen Gleichungen, welche einen endlichen Grad und 
lauter rationale Coefficienten haben, wird der bekannte Satz bewiesen: 

1. Hat die irreducible Gleichung g(x)= 0 eine Wurzel gemein 
mit der Gleichung L(x)—= 0, so ist jede Wurzel der ersteren Gleichung 
auch eine Wurzel der letzteren. 

Dieser Satz verliert aber, wenn die Gleichung (x) = 0 von unend- 
lich hohem Grade ist, seine allgemeine Gültigkeit, und zwar selbst für 
solche Gleichungen, deren linke Seite L(x) eine für alle Werthe von x 
convergirende Potenzenreihe mit rationalen Coefficienten ist. Dies ergiebt 
sich unmittelbar aus dem Satze: 

2. Ist « irgend eine reelle Zahl, so giebt es eine solche Gleichung 
u(x)—=0 von unendlich hohem oder auch endlichem Grade, welche « 
als einzige reelle Wurzel besitzt. 

Ist nämlich dies bewiesen, so folgt daraus jedesmal ein offenbarer 
Widerspruch mit dem Satze 1., wenn man für « eine Wurzel einer irre- 
_ dueiblen Gleichung a(x)—=0 (z.B. x’—2 = 0) wählt, die mindestens 
zwei reelle Wurzeln a, 8 hat. Es kommt also nur noch darauf an, den 
Satz 2. zu beweisen, und hierbei darf man sich auf den Fall einer posi- 
tiven Zahl « beschränken, weil auf diesen der entgegengesetzte Fall durch 
Verwandlung von x in —x zurückgeführt wird; im Falle «=0 kann 
man natürlich (x) = x nehmen. 

Aus jeder positiven Zahl « entsteht — in ähnlicher Weise und mit 
derselben Bestimmtheit, wie bei der Entwicklung in einen gemeinen Ketten- 


bruch — immer eine Reihe von ganzen Zahlen a, a,, a „ und eine 


ae 

Reihe von zugehörigen Resten, d. h. solchen Zahlen g,, &,, £,, . . ., welche 
alle der Bedingung 

aa VER 


genügen, nach folgender Regel: zunächst setze man 


*) In Verhinderung des Verfassers durch Herrn G. Cantor vorgelegt. 
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1 
1 


a 
1 

wodurch a, als die grösste in —- enthaltene .ganze Zahl, also auch s, 
a 


als Rest bestimmt ist; für jeden grösseren Index n aber setze man 

2e, de, nen — 1 
ı aut 8; z: —=2ı,48,, ---, Pi = ut: +: 
wodurch auch alle folgenden Zahlen a als grösste Ganze und alle Reste 
e vollständig bestimmt sind; zugleich leuchtet ein, dass von den Zahlen a 


keine negativ ist. Dann besitzt die vollkommen definirte Function 
x x: 3 No 

| — —l, nn eier a, —— Eat Anm see one 

7) a ie: 

alle im Satze 2. angegebenen Eigenschaften. In der That: 


1) Die Coefficienten von &(x) sind sämtlich rationale Zahlen. 











n 
2) Da .-ı<<1, also Au < or so ist das allgemeine Glied der 


Reihe (x) absolut kleiner als 
ne 
2 Inne 
woraus bekanntlich folgt, dass die Reihe V(x) (wie die Exponentialreihe) 
für jeden Wert von x convergirt. 
3) Aus den Definitionen der Zahlen a und = folgt, dass die aus 


(n-+-1) Gliedern bestehende Summe | 
u? 5 azu-1 azn—1 


tel Ha 12 Saar 133 schnee 0) = Ten TTpeRyE 


ist, und u die rechte Seite mit unendlich wachsendem n unendlich klein 
wird, so folgt d(a) = 0, d.h. a ist eine Wurzel der Gleichung U (x)—=0. 

4) Da von den Zahlen a keine negativ, wohl aber mindestens eine 
positiv ist (wie aus V%(a) = Ü hervorgeht), da ferner, abgesehen von 
dem constanten Gliede —1, die Variable x in der Reihe 4(x) nur in 
Potenzen mit ungeraden Exponenten auftritt, so wird gleichzeitig mit x 
auch U(x) das ganze reelle Gebiet von —oo bis +00 stets wachsend 
durchlaufen und folglich auch nur für den einzigen Wert x—=a den 
Wert Null erhalten; d. h. die Gleichung (x) = 0 hat ausser a keine 
reelle Wurzel, w. z. b. w. 

Hiermit ist die Unzuverlässigkeit des Satzes 1. für Gleichungen 
b(x)= 0 von unendlich hohem Grade erwiesen. Dieser Nachweis ist 
wohl nicht ganz wertlos, weil verschiedene Mathematiker auf den Gedan- 
ken gekommen sind, durch Anwendung dieses unzuverlässigen Satzes auf 
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das Beispiel d(x) = sinx einen Beweis für die Transcendenz der Zahl x 
zu gewinnen, der offenbar nur wenige Zeilen erfordern würde. 

Der Beweis des Satzes 2. lässt sich, wie man leicht sieht, in der 
mannigfaltigsten Weise abändern; zugleich leuchtet ein, dass dieser Satz 
auch für jede endliche Anzahl von vorgeschriebenen reellen Wurzeln a gilt. 





Ueber neuere englische Arbeiten zur Mechanik. 
Von 
Felix Klein (Göttingen). 


Der unterscheidende Charakterzug der englischen Arbeiten über Me- 
chanik den continentalen Arbeiten gegenüber ist dem Vortragenden zu- 
folge ihre auf unmittelbare Erfassung der Wirklichkeit gerichtete Ten- 
denz und die durchgängige Anschaulichkeit ihrer Entwickelungen. In- 
folgedessen müssen diese Arbeiten dem an abstractere Gedankenfolgen 
gewöhnten Mathematiker besonders anregend sein, und es verschlägt in 
dieser Hinsicht nichts, oder es ist vielmehr geradezu nützlich, dass be- 
sagte Untersuchungen zumeist nicht so methodisch oder so streng durch- 
geführt sind, wie wir dies zu verlangen gewohnt sind. Unter den Ein- 
zelheiten, welche Vortragender ausführt, dürfte eine Bemerkung über die 
Entstehungsgeschichte von Hamilton’s Integrationstheorie der Mechanik 
allgemeineres Interesse beanspruchen. Die Sache scheint völlig unbekannt* 
zu sein, trotzdem sich Hamilton darüber an verschiedenen Stellen seiner 
Arbeiten, insbesondere in seiner ersten Abhandlung über Strahlensysteme 
(1824), mit hinreichender Deutlichkeit äussert. Hamilton fand die Auf- 
fassung der Emissionstheorie vor, nach welcher die Bestimmung des Licht- 
strahles, der irgend welches inhomogene (aber isotrope) Medium durch- 
setzt, ein Specialfall eines gewöhnlichen, auf die Bewegung eines Massen- 
punktes bezüglichen mechanischen Problemes ist; wir können gleich zu- 
setzen, dass die dabei vorliegende Speeialisirung keine wesentliche ist, 
dass man vielmehr, indem man zu höheren Räumen schreitet, jedes me- 
chanische Problem auf die Bestimmung des in einem geeigneten Medium 
verlaufenden Lichtstrahles zurückführen kann. Und nun ruht Hamil- 
ton’s Entdeckung, nach welcher die Integration der dynami- 
schen Differentialgleichungen mit der Integration einer ge- 
wissen partiellen Differentialgleichung erster Ordnung in Ver- 
bindung steht, einfach darauf, dass Hamilton, im Anschluss an die 
grosse physikalische Bewegung seiner Zeit, unternahm, die in emissiver 
Form bekannten Resultate der geometrischen Optik vom Standpunkte der 
Undulationstheorie abzuleiten. Hamilton’s Integrationstheorie der dyna- 


2% 
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mischen Differentialgleichungen ist zunächst nichts anderes, als eine ana- 
lytisch allgemeine Formulirung der in physikalischer Form wohlbekannten 
Beziehung zwischen Lichtstrahl und Lichtwelle — Vermöge des 
hiermit gegebenen Ausgangspunktes wird auch die unnötig particuläre 
Form verständlich, in der Hamilton seine Theorie veröffentlichte und 
über die dann Jacobi hinausging. Hamilton hatte bei seinen Unter- 
suchungen über Strahlensysteme zunächst durchaus praktische Fragen 
der Instrumentenkunde im Auge. Daher operirt er ausschliesslich mit 
solchen Lichtwellen, welche von einzelnen Punkten ausgehen. Jacobi’s 
Verallgemeinerung läuft darauf hinaus, dass man zur Definition des 
Strahles ebensowohl beliebige andere Lichtwellen gebrauchen 
darf. Von den speciellen Wellen aus construirt man in der Optik die 
allgemeinen bekanntlich vermöge des sogenannten Huygens’schen Prin- 
cips; diese Construction ist ein genaues Aequivalent für den analytischen 
Process, vermöge dessen man in der Theorie der partiellen Differential- 
gleichungen erster Ordnung von irgend welcher „vollständigen“ Lösung 
zur „allgemeinen“ Lösung aufsteigt. 


Ueber das System der rein mathematischen Wissenschaften. 
Von 
E. Papperitz (Dresden). 


Der Vortrag bezweckte die Klarstellung der logischen Principien, 
welche zu einer organischen Systematik der rein mathemati- 
schen Diseiplinen führen können. 

1. Das erste Erfordernis ist die genaue Umgrenzung des Begriffes 
der Mathematik und insbesondere der reinen Mathematik. Erstere 
hat es als formale und deductive Wissenschaft mit der Untersuchung 
der Begriffe zu thun, welche die Beziehungen beliebiger Objecte zu ein- 
ander ausdrücken. In der reinen Mathematik aber müssen diese Begriffe 
unabhängig von der Substanz der Objecte, folglich ohne Beziehung auf 
ein Reales ausser uns gedacht werden können. Hieraus ergiebt sich die 
Erklärung: Den Gegenstand der reinen Mathematik bilden die 
Beziehungen, welche zwischen irgend welchen gedachten Ele- 
menten begrifflich herstellbar sind, indem wir sie alsin einer 
geordneten Mannigfaltigkeit enthalten setzen; das Ordnungs- 
gesetz dieser Mannigfaltigkeit muss unserer Wahl unterliegen; 
und letzteres ist bei den beiden allein denkbaren Arten von 
Mannigfaltigkeiten, bei den disereten sowohl wie bei den ste- 
tigen, der Fall. 
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2. Mithin ergeben sich als oberste mathematische Begriffe zwei: 
die Zahl und die Lage. Beide drücken die gegenseitige Beziehung zweier 
beliebigen Elemente in einer geordneten Mannigfaltigkeit aus, die Zahl 
im Gebiete des discret, die Lage im Gebiete des stetig Gedachten. 
Die reine Mathematik umfasst also eine Wissenschaft von der Zahl 
und eine Wissenschaft von der Lage. — Die Mechanik ist der 
angewandten Mathematik zuzuweisen. — Die erste jener beiden Wissen- 
schaften heisst Analysis; wird es gestattet, die zweite als Geometrie 
zu bezeichnen, so ist daran zu erinnern, dass man sie sich ebenso wie 
jene als frei von Axiomen, lediglich auf Nominaldefinitionen und 
der Anwendung des Begriffs der Gleichheit beruhend vorzustellen hat. 
(Gleich heissen zwei Beziehungen, die einander in jedem Urteil substi- 
tuirt werden können.) 

3. Hiernach kann auch die philosophische Frage beantwortet wer- 
den, welche Stellung zur Mathematik die (auf Reales bezogenen) An- 
schauungsbegriffe der Zahl, des Raumes und der Zeit einneh- 
men. Die beiden ersten liefern das ursprüngliche (den historischen Aus- 
gangspunkt bildende) Begriffsmaterial, welches aber der Ergänzung fähig 
und bedürftig ist. Man könnte die Lehre vom gemeinen Zahl- und 
Raumbegriff als „actuelle* Mathematik bezeichnen und ihr die weiter- 
greifenden Disciplinen als „transcendentale“ Mathematik gegenüberstellen. 
Aber diese Unterscheidung ist wenig zweckmässig, denn über die Gren- 
zen des Anschauungsgemässen kann gestritten werden, nicht aber über 
das, was denkbar (widerspruchsfrei) ist. Daher genüge es, zu sagen, 
dass die reine Mathematik auf die Begriffe anwendbar ist, welche die 
Beziehungen der realen Objecte darstellen. Der Zeitbegriff veranlasst 
überdies die Einführung eines neuen Einteilungsprincipes, weil er die 
Gegensätze des Beständigen und Veränderlichen einschliesst: man 
unterscheidet eine Analysis der beständigen und der veränder- 
lichen Zahlen, eine Geometrie der beständigen und der veränder- 
lichen Lage. — Herrschend aber werden in der reinen Mathematik nur die 
Begriffe, welche ihren Ursprung in unserem Denken selbst haben: der sub- 
jeetive Zeitbegriff als Form des discursiven Denkens (der successiven Ge- 
dankenverbindung) und der subjective Mannigfaltigkeitsbegriff als 
Form des combinatorischen Denkens (der simultanen Gedankenverbindung). 

4. Die Entwickelung der Grundbegriffe vollzieht sich in der 
Analysis einerseits und in der Geometrie andererseits nach einem be- 
merkenswerten dualistischen Gegensatz. In der Analysis erzeugt man 
zuerst aus einer gedachten Einheit (z. B. einem individuellen Ding) 
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synthetisch die Reihe der positiven ganzen Zahlen, geht dann zu ana- 
lytischen Operationen über und wird durch die Forderung ihrer unbe- 
schränkten Anwendbarkeit zu allgemeinen Zahlbegriffen geführt, 
welche durch die Wahl der permanent zu erhaltenden formalen Gesetze be- 
stimmt sind. In der Geometrie gelangt man von einem gedachten Raume 
(z. B. dem Raume der Sinnengegenstände) zuerst durch unterscheidende 
Operationen, also analytisch zu den allgemeinen Begriffen beliebiger 
Flächen, Linien und zuletzt zum Punkte, dann synthetisch zu spe- 
ciellen Raumbegriffen, welche wiederum durch gewisse permanente 
formale Gesetze bestimmt werden. — Das ursprünglich erhaltene Be- 
oriffsmaterial liefert jedesmal bereits den Stoff zu einer selbständigen 
Wissenschaft. Dies ist hier die specielle Lehre von den discreten 
Zahlen (Zahlentheorie), dort die allgemeine Lehre von den steti- 
gen Räumen (Topologie). 

9. In beide Hauptzweige der Mathematik greift eine dritte unab- 
hängige Wissenschaft ein, die Combinatorik. Diese untersucht die Be- 
ziehungen, welche zwischen den denkbaren Zuständen irgend welcher 
Objecte bestehen, bezw. zwischen den Operationen, welche diese Zustände 
ineinander überführen. Der prineipielle Teil der Combinatorik ist die ab- 
stracte Operationenlehre (Gruppentheorie); die combinatorischen und 
speciell gruppentheoretischen Teile der Analysis und der Geometrie er- 
scheinen als Anwendungen derselben auf einzelne Begriffsklassen. 

6. Der oben als Einteilungsgrund benutzte Gegensatz der Begriffe 
discret und stetig ist ein fliessender. Discretes kann verbunden, Ste- 
tiges gesondert werden. In beiden Fällen gelangt man zum Begriffe 
der Grösse; im ersten zur intensiven, im zweiten zur extensiven 
Grösse. Jene enthält gleichartige, diese ungleichartige Elemente; in der 
That ist es unumgänglich, diserete Elemente in mindestens einer Bezie- 
hung gleich, stetige verschieden zu setzen. — Den prinecipiellen Teil der 
Grössenlehre bildet die Metrik, welcher ebenso wie der Combinatorik 
eine mittlere Stellung zugewiesen werden muss; denn der Grössenbegriff 
ist in beiden Hauptzweigen der Mathematik zulässig. Hierbei ergiebt sich 
aber insofern Neues, als die Gesichtspunkte der Geometrie auf die Ana- 
lysis und umgekehrt die der letzteren auf die Raumlehre anwendbar wer- 
den, indem man Zahlgrössen durch Raumgebilde, also intensive Grössen 
durch extensive, darstellt und umgekehrt. Die neuen Diseiplinen sind die 
geometrische Functionentheorie und die analytische Geometrie. 

7. Für die weitere Teilung der Disciplinen ist von besonderer 
Wichtigkeit ein Klassificationsprineip, welches sich auf die Art der De- 
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finition ihrer Objecte bezieht. Hierzu kann nämlich entweder eine end- 
liche Anzahl der Grundoperationen genügen — algebraische Defini- 
tion —, oder aber ein aus einer unendlichen Anzahl derselben zu- 
sammengesetzter Process erforderlich sein — transcendente Definition —; 
im letzteren Falle ist der vorherige Nachweis der Existenz einer Grenze 
nötig. Obwohl die Unterscheidung zwischen algebraischer und transcen- 
denter Definition in der gesamten Mathematik zulässig ist, tritt sie doch 
mit voller Schärfe bisher nur in der Analysis hervor. 

8. Es erscheint statthaft und für die Systematik zweckmässig, in 
den einzelnen Wissenschaften die Methodenlehre von den Theorien zu 
trennen, welche den eigentlichen Inhalt der betreffenden Disciplin dar- 
stellen. 

Hiermit sind die wichtigsten der besprochenen Fragen kurz charak- 
terisirt; ihre breitere Entwickelung und Begründung muss einer anderen 
Gelegenheit vorbehalten bleiben. An den Vortrag schloss sich die Vor- 
legung eines „Entwurfes zu den Grundzügen eines Systemes der 
rein mathematischen Wissenschaften“, in welchem (wesentlich 
unter Einschränkung der Betrachtung auf das gemeine complexe Zahlen- 
system und den euklidischen Raum) versucht wurde, eine Probe der 
Zweckmässigkeit der entwickelten Einteilungsprincipien zu geben. Die 
ersten Umrisse dieses Systementwurfes sind aus nachstehendem Schema 
erkennbar. 

In der Einleitung des Vortrages wurde auf die praktische Bedeu- 
tung hingewiesen, welche die Fragestellung bei litterarischen Unterneh- 
mungen gewinnt, welche der Mathematik eine geordnete Bibliographie 


und einheitliche Terminologie verschaffen sollen. 
(Hierzu Tabelle auf Seite 40.) 





Ueber das Parallelenaxiom. 
Von 
Max Simon (Strassburg). 


Den Ausgangspunkt des Vortrags bildet der Gedanke, dass unsere 
Raumvorstellungen sich auf Grund unserer körperlichen Organisation ent- 
wickelt haben und mit eben dieser in allmählicher Veränderung begriffen 
sind. Der erste, welcher nachweisbar erkannte, dass unser Parallelen- 
axiom keine Denknotwendigkeit sei, war Gauss (etwa um 1792), von 
ihm sind die Bolyai und Lobatschewsky beeinflusst. 

Es seien g und h zwei Gerade, welche auf derselben dritten in A 
und B senkrecht stehen, dann sind zwei Hauptfälle denkbar, welche sich 
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Reine Mathematik. 


A. Zahlenlehre. B. Raumlehre. 
I. P.T. Zahlbegrifl. Arithmet. Grundoperationen. I. P.T. Lagebegriff. Geometr. Grundoperationen. 
II. Spec.L.v.d.discreten Zahlen. (Höh. Arithmet. od. Zahlentheorie.) II. Allgem. L. v.d. stetigen Räumen. (Topologie. Analysis situs.) 
III. Allgem. Zahlenlehre. Ill. Spec. Raumlehre. 
| Combinatorik. | 
| P.T. Abstracte Operationenlebre oder Gruppentheorie. | 
nn en Enns m nn 


a) L.v.d. beständig. Zahlen. b)L.v.d. veränderl. Zahlen. | a) L.v.d, beständig. Lage. b) L.v.d. veränderl. Lage. 


a) M.L. Allgem. Arithmetik. ß,) M.L. Infinites. Rechnung. a) M.L. Project. Verwandtsch. ß,) M.L. Synthese d. Bewegung. 
LL—————————— rn 





a) Combinatorik const. Elem. 9,) Variationsrechnung. %) Abzählende Geometrie. ß,) Kinemat. Ketten. Zwang- 
läufigkeit. 
nn nen 
a) Substitutions-Gr. 8,) Transformations-Gr. a) Configurations-Gr. ß;) Bewegungs-Gr. 
a) Analysisd. Bestimmten. ß) Analysisd. Veränderl. a) Geometrie d. Lage. B) Geometrie d. Beweg. 
A.T. Algebr. Lösung d. Glei- A.T. Algebraische und Spec. Geometrie der Grundge- Theorie der beweglichen star- 
chungen; Determinanten, T.T. transcendente Functionen bilde verschiedener Stufen und ren Systeme, der Trajectorien, 
Gleichgs.-Systeme, Elimi- einer oder mehrerer Vari- verschiedener Erzeugung. Hüllbahncurven und Flächen. 
nation; Algebr. Formen ablen. 


u. Invarianten. 
T.T. Analysis d. Unendlichen. 
Metrik. 


P.T. Massbegriff. Metrische Grundoperationen. 
LLL————) 
Längen-, Winkel-, Flächen-, Körpermessung. Phorometrie. 


89) Geometrische Functionentheorie. a’) Analytische Geometrie. 

P.T. Geometr. Darstellbarkeit veränderlicher Zahlen. Topo- P.T. Analyt. Darstellbarkeit der Raumgebilde. Zählende 
logische Analyse d. stetigen Zahlgebilde (Riemann’- Synthese d. discreten Raumgrössen (Cantor’sche Men- 
sche Flächen, etc.). gen, etc.) 

M.L. Geometr. Theorie d. analyt. Transformationen (Abbil- M.L. Analyt. Theorie d. geometr. Verwandtschaften. Dar- 
dung). Darstellungsmethoden. Bestimmung d. Func- stellungsmethoden. Anwendungen der Infinitesimal- 
tionen aus geometrisch gegebenen Bedingungen. rechnung. 

A.T. Algebr. Functionen. A.T. Algebraische Gebilde. 

T.T. Transcend. Functionen. T.T. Transcend. Gebilde. 





Abkürzungen: L.=Lehre, M.L. 
alötk, 


Methodenlehre, P.T. = Principieller Teil, A.T. = Algebraischer Teil, 
Transcendenter Teil, Gr. = Gruppen. 
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wieder in je 2 Unterfälle spalten. g und h können sich nicht schnei- 
den oder können sich schneiden. Im Falle 1) kann a) h die einzige 
Nichtschneidende (Gerade) zu g durch A sein, b) kann ein ganzes Bün- 
del Nichtschneidender existiren, gehälftet von h, welches von den Schnei- 





| 
| 





I B gi 
denden durch 2 symmetrisch zu AB gelegene Grenzgerade — die bei- 
den Parallelen — getrennt wird. Im Falle 2) können g und h sich a) 


in einem Punkte x schneiden, der dann links und rechts gleichweit von 
AB entfernt ist, oder b) in zwei Punkten x und y, symmetrisch zu AB 
gelegen. Es wurde nun der Satz bewiesen: Wenn einer dieser Fälle 
einmal eintritt, so muss eben dieser immer eintreten. Der Be- 
weis setzt nur voraus, dass jede Strecke AB eine Mitte hat; dies wird 
mittelst eines Grenzüberganges bewiesen, welcher in „Simon, Elemente 
der Geometrie mit Rücksicht auf die abs. Geom., Strassburg 1890“ mit- 
geteilt ist. Je nachdem einer der 4 Fälle eintritt, werden 4 Geome- 
trien des einfach zusammenhängenden Raumes als euklidische, absolute, 
Klein’sche und Riemann’sche unterschieden. Es folgte eine Kritik der 
4 bekanntesten Beweise des Parallelenaxioms, welche die Schwächen jedes 


einzelnen hervorhob. 





Ueber die Bilder dioptrischer Systeme grösserer Oeffnung 


und grösseren Gesichtsfeldes. 
Von 
$. Finsterwalder (München). 


Die elementare Theorie der centrirten Linsensysteme, wie sie von 
Gauss zum Abschluss gebracht wurde, lässt sich im wesentlichen durch 
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den Satz charakterisiren, dass, für Strahlen einer Farbe wenigstens, jedes 
noch so complieirte dioptrische System durch eine einzige Linse insofern 
ersetzt werden kann, als diese Linse zu jedem Object ein Bild von glei- 
cher Grösse und Lage liefert, wie jenes Linsensystem. Dieser Satz gilt 
nur in den engen Grenzen einer ersten Annäherung, und in Wirklichkeit 
bilden Linsensysteme scharfe leuchtende Punkte nicht wieder als solche 
ab und ebensowenig genau an der Stelle, welche aus der Gauss’schen 
Theorie folgt. Will man sich über den Betrag der Unschärfe der Bilder 
und über deren Verzerrung unterrichten, so muss man die nächsten, in 
den Gauss’schen Entwickelungen bereits vernachlässigten Glieder mit be- 
rücksichtigen und erhält dann eine Formelserie, welche den Gang eines 
Strahles durch ein dioptrisches System so genau darstellt, dass auch der 
Grad der Unschärfe der Bilder und die Verzerrung in erster Annäherung 
daraus gefolgert werden kann. Eine solche Formelserie, welche die Glie- 
der höherer Ordnung in Bezug auf das Gesichtsfeld und in Bezug auf 
die Oeffnung in Betracht zieht, hat zuerst L. von Seidel (1856. Astron. 
Nachrichten, Nr. 1027) aufgestellt. Aus dieser Formelserie kann die Art 
des Strahlensystems, welches durch die Brechung eines gewöhnlichen 
Strahlenbündels in einem dioptrischen System entsteht, erschlossen werden. 
Wenn der leuchtende Punkt sich ausserhalb der optischen Axe des Lin- 
sensystems befindet, ist das System der gebrochenen Strahlen von der 
5. Ordnung und 4. Klasse und dessen Brennfläche von der 9. Ordnung. 
Dies gilt im allgemeinen. Ist dagegen das Linsensystem in der optischen 
Axe in Bezug auf die sphärische Aberration corrigirt, so redueirt sich die 
Ordnung des Systems der gebrochenen Strahlen auf 4 und die der Brenn- 
fläche auf 8. Im allgemeinen Fall kann das System der gebrochenen 
Strahlen auch mechanisch erzeugt werden. Bewegt sich nämlich ein Stab 
derart, dass drei auf ihm fest angenommene Punkte in drei zu einander 
senkrechten Ebenen gleiten, so beschreibt derselbe in seinen verschiede- 
nen Lagen ein Normalensystem, das mit dem ‘System der gebrochenen 
Strahlen dann zur Uebereinstimmung gebracht werden kann, wenn die 
Distanz zweier der festen Punkte des Stabes sehr klein gegenüber der 
Entfernung des dritten angenommen wird. Aus der in diesem Satze 
begründeten geometrischen Einsicht in die Natur des Systems der ge- 
brochenen Strahlen lassen sich nun alle Eigentümlichkeiten der diffusen 
Lichtflecke, die an Stelle scharfer Bilder auftreten, ermitteln, so nament- 
lich die Helligkeitsverteilung durch Isophoten und die Begrenzungscurven, 
welche durch die Abblendung der einfallenden Strahlen bedingt sind. 
Durch Einführung elliptischer Coordinaten in die Seidel’schen Formeln 
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werden besonders einfache Gleichungen für die erwähnten Curven gefun- 
den, die dann zu einer bemerkenswerten Abbildung der Schirmebene, in 
der der Lichtfleck aufgefangen wird, führen. Bei dieser Abbildung gehen 
die Brennlinien des Lichtfleckes in Geraden, die Isophoten in Hyperbeln, 
welche jene Geraden zu Asymptoten haben, und die Grenzeurven für ver- 
schieden grosse Blenden in eine andere Hyperbelschar über. Alle diese 
Verhältnisse sind durch Zeichnungen erläutert worden, die sich teils auf 
eine unsymmetrisch gebaute Convexlinse, theils auf das Königsberger 
Heliometerobjectiv beziehen. Eine ausführliche Publication der Resultate 
erscheint demnächst in den Abhandlungen der Kgl. bayer. Akademie der 
Wissenschaften in München (Il. Cl., 17. Bd., 3. Abth., Seite 517—588). 


Modelle der rationalen Raumeurven 4. Ordnung und ihrer 
Developpabeln. 


Von 
6. Rohn (Dresden). 

Den Gegenstand des Vortrags bildete die Darlegung einer Anzahl Mo- 
delle der rationalen Raumceurven 4. Ordnung und ihrer abwickel- 
baren Flächen, die der Vortragende im Anschluss an zwei Publieatio- 
nen in den Berichten der kgl. sächsischen Gesellschaft der Wissenschaften 
(am 9. Juni 1890 und am 12. Januar 1891) hat anfertigen lassen. 

Jede solehe Raumeurve liegt auf einem Hyperboloide, dessen eine 
Schar die Curve je ein Mal und dessen andere Schar sie je drei Mal 
trifft. Die Curve ist deshalb auf dem Hyperboloid durch eine ein-drei- 
deutige Beziehung bestimmt. Es giebt” nun auf dem Hyperboloid 
einen ganz bestimmten Kegelschnitt, den Hauptkegelschnitt, und auf 
ihm ein ganz bestimmtes Punktquadrupel, die Hauptpunkte, — seine 
Schnittpunkte mit der Raumcurve 4. Ord., die zu der Curve in funda- 
mentaler Beziehung stehen und die ein-dreideutige Beziehung völlig de- 
finiren. Legt man nämlich durch die Hauptpunkte vier Erzeugende, die 
der Schar der einfachen Secanten angehören, und bestimmt zu allen 
Punkten des Hauptkegelschnitts die erste Polare in Bezug auf das Qua- 
drupel dieser Erzeugenden (indem man jedes Mal eine Erzeugende der 
andern Schar zieht und die erste Polare in Bezug auf die vier Schnitt- 
punkte construirt), so gewinnt man die Raumcurve 4. Ord. Die näm- 
liche Curve erhält man auch, wenn man durch die Hauptpunkte vier Er- 
zeugende legt, die der Schar der Trisecanten angehören, und zu allen 
Punkten des Hauptkegelschnitts die lineare Polare in Bezug auf das 
Quadrupel dieser Erzeugenden bestimmt. Da das Quadrupel der Haupt- 
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punkte drei lineare Transformationen in sich zulässt, so geht auch die 
Raumecurve 4. Ord. durch drei lineare Raumtransformationen in sich über. 

Auf der Raumcurve liegen nun ausser dem Quadrupel der Haupt- 
punkte, noch zwei weitere Quadrupel, die für die Curve und ihre ab- 
wickelbare Fläche von besonderer Bedeutung sind und die im wesent- 
lichen deren Gestalten bedingen. Es sind dieses die 4 Punkte mit 
Wendeebenen, in denen die Schmiegungsebene vier consecutive Punkte 
mit der Raumcurve gemein hat, und die Schnittpunkte der 4 berühren- 
den Trisecanten. Die gestaltliche Wirkung dieser Vorkommnisse ist 
sofort evident. In der Nähe der Berührungspunkte der Wendeebenen 
liegt die Raumcurve ganz auf einer Seite derselben, in Folge dessen durch- 
setzen sich dort die beiden Mäntel der abwickelbaren Fläche. Die Dop- 
peleurve der abwickelbaren Fläche verläuft durch die Punkte mit Wende- 
ebenen, welche als Pinch-points erscheinen. Längs der berührenden Trise- 
canten durchschneidet die abwickelbare Fläche das Hyperboloid, indem 
die benachbarten Curventangenten teils ausserhalb, teils innerhalb des- 
selben liegen. Die abwickelbare Fläche durchschneidet dabei zugleich 
die Raumeurve 4. Ordnung und damit die in ihr als Rückkehrcurve zu- 
sammenhängenden Flächenmäntel; d. h. in den einfachen Punkten der 
berührenden Trisecanten besitzt die Doppelcurve der abwickelbaren Fläche 
Spitzen. 

Was nun die Realitätsverhältnisse anlangt, so sind folgende Fälle 
zu unterscheiden. 

1. Das Quadrupel der Hauptpunkte ist reell, dann sind die Punkte 
mit Wendeebenen und die berührenden Trisecanten imaginär. Hieraus er- 
giebt sich dann weiter, dass keine Curventangente eine andere treffen kann, 
dass also die Doppelcurve der Developpabeln ganz imaginär sein und dass 
diese ganz auf einer Seite des Hyperboloides liegen muss. Es kann hier 
keine Ebene geben, die die Raumcurve nicht schneidet, diese verläuft also 
nothwendig durch’s Unendliche. Jede Trisecante trifft die Curve in drei 
reellen Punkten. 

2. Das Quadrupel der Hauptpunkte ist imaginär, die Punkte mit 
Wendeebenen sind reell, die berührenden Trisecanten dagegen imaginär. 
Die Developpable liegt auch hier ganz auf einer Seite des Hyperboloides, 
ihre Doppeleurve ist reell, indem jede Curventangente zwei andere trifft. 
Das Hyperboloid teilt die Doppelcurve in vier Stücke, von denen zwei 
isolirt verlaufen, während die beiden andern auf der abwiekelbaren Fläche 
liegen und von den Pinch-points begrenzt werden. Jede Trisecante trifft 
die Curve nur in einem reellen Punkte. 
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3. Das Quadrupel der Hauptpunkte ist imaginär, die berührenden 
Trisecanten sind reell, dagegen die Punkte mit Wendeebenen imaginär. 
Die Developpable liegt zu beiden Seiten des Hyperboloides; ihre Doppel- 
curve liegt ganz reell auf ihr und trifft in 4 Spitzen auf das Hyper- 
boloid auf, liegt jedoch ganz auf einer Seite desselben. Die Trise- 
canten treffen die Curve teils in einem Punkte. 

Als Uebergangsfall zwischen 2. und 3. dient die Raumceurve mit 
zwei osculirenden Trisecanten; ihre abwickelbare Fläche besitzt dann 
eine Doppelcurve 4. Ord. von gleicher Eigenschaft; jene Trisecanten sind 
Rückkehrkanten dieser Fläche und auch Trisecanten der Doppelcurve. 
Der Uebergang ist an den Modellen bequem zu übersehen. 

4. Zwei Hauptpunkte sind reell, dann giebt es auch zwei reelle 
berührende Trisecanten und zwei reelle Punkte mit Wendeebenen. Hier 
liegt die abwickelbare Fläche wieder zu beiden Seiten des Hyperboloides. 
Auf der reellen Doppelcurve giebt es zwei reelle Spitzen und zwei reelle 
Pinch-points; in letzteren durchsetzt die Doppelcurve das Hyperboloid und 
verläuft dann isolirt, in den ersteren rubt sie auf dem Hyperboloid auf. 
Im speciellen Fall können hier die berührenden Trisecanten durch 
die Punkte mit Wendeebenen hindurchgehen; dann besitzt die Develop- 
pable einen dreifachen Kegelschnitt, der in zwei Pinch-points das Hyper- 
boloid durchdringt. Durch den einen Teil desselben schickt die Fläche 
einen, durch den andern drei Mäntel. Hierzu ist auch die dualistische 
Fläche modellirt. 

5. Das Hyperboloid und mit ihm die ganze Raumeurve 4, Ord. 
ist imaginär; dann ist auch die Developpable imaginär, ihre Doppelcurve 
jedoch reell. 

In den Fällen 1., 2., 3., 5. sind die drei linearen Raumtransformationen, 
welche die Raumcurve und ihre Developpable in sich überführen, reell; 
zugleich giebt es vier reciproke Raumtransformationen, die die Raumeurve 
in die Doppelcurve und umgekehrt verwandeln; sie sind imaginär. Im 
Falle 4. ist eine Transformation der Raumcurve in sich reell, und zu- 
gleich sind zwei der andern Transformationen reell. 


Ueber Grundlagen und Aufbau der Geometrie. 
Von 
H. Wiener (Halle). 
Man kann von dem Beweise eines mathematischen Satzes verlangen, 


dass er nur diejenigen Voraussetzungen benutzt, von denen der Satz wirk- 
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lich abhängt. Die geringsten denkbaren Voraussetzungen sind das Vor- 
handensein von gewissen Objecten‘ und von gewissen Operationen, durch 
die diese Objecete unter einander verknüpft werden. Ist es möglich, der- 
artige Objeete und Operationen ohne Zufügen neuer Voraussetzungen so 
an einander zu reihen, dass Sätze entstehen, so erhält man in diesen 
Sätzen ein in sich begründetes Gebiet der Wissenschaft. Ein solches 
ist z. B. die Arithmetik. 

Auch für die Geometrie ist ein derartiges Zurückgehen auf die ein- 
fachsten Objecte (Elemente) und Operationen von Bedeutung, da man 
dann umgekehrt wieder aus diesen eine abstracte Wissenschaft aufbauen 
kann, die von den Axiomen der Geometrie unabhängig ist, deren Sätze 
aber Schritt für Schritt mit den Sätzen der Geometrie parallel gehen. 

Ein Beispiel hierzu liefert die projective Geometrie der Ebene. Die 
Objecte seien Punkte und Geraden, die Operationen das Verbinden 
und Schneiden; Öbjeete und Operationen seien nur in endlicher An- 
zahl vorausgesetzt. Oder, vom geometrischen Gewande losgelöst: es seien 
Elemente von zweierlei Art vorausgesetzt, und zweierlei Operationen, in- 
dem man annimmt, dass die Verknüpfung je zweier Elemente derselben 
Art ein Element der anderen Art ergebe. Die geometrischen Sätze, die 
hierbei auftreten — wenn man von den auf die Anzahl der Elemente 
sich beziehenden combinatorischen Sätzen absieht — sind Schliessungs- 
sätze, worunter hier solche Sätze zu verstehen sind, in denen jede in 
dem Satze vorkommende Gerade wenigstens drei ebensolche Punkte trägt, 
und jeder Punkt auf wenigstens drei Geraden liegt. Beispiele: 

1) Der Satz von Desargues über perspective Dreiecke. 

2) Der auf das Geradenpaar bezogene Pascal’sche Satz. 
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Der Beweis dieser Sätze kann nicht aus den gegebenen Objecten 
und Operationen geführt werden, d. h. dieses Gebiet der Geometrie ist 
kein in sich begründetes. Entnimmt man aber den Beweis irgend eines 
solchen Satzes (oder auch mehrerer) einem anderen Gebiete, so lässt sich 
durch Wiederholung dieses Satzes (bezw. der Sätze) ein begrenztes Ge- 
biet der ebenen Geometrie herleiten. So erhält man aus dem erstge- 
nannten Schliessungssatz (dessen Beweis in der räumlichen Geometrie 
geführt wird) ein Gebiet, das die sonst durch Strecken- (bezw. Punkt-) 
Addition gewonnenen Sätze umfasst. Den zweitgenannten Schliessungs- 
satz aus dem ersten abzuleiten, ist nicht geglückt; eine weitere Mög- 
lichkeit wäre, ihn durch Projection aus drei oder mehr Dimensionen her- 
zuleiten, oder — was leicht ist — durch Einführung des Stetigkeitsbe- 
grifis. Diese beiden Schliessungssätze aber genügen, um ohne 
weitere Stetigkeitsbetrachtungen oder unendliche Processe 
den Grundsatz der projectiven Geometrie zu beweisen, und da- 
mit die ganze lineare projective Geometrie der Ebene zu entwickeln. 

Wie in der Ebene, so lässt sich auch im Raume eine auf den Grund- 
elementen (Objeceten) Punkt, Gerade, Ebene beruhende Geometrie auf- 
bauen. Hier giebt es aber in sich begründete Gebiete. In entsprechen- 
der Weise kann man auch in höhere Dimensionen aufsteigen. Wichtiger 
ist es, noch von der Ebene eine Stufe abwärts zur Geometrie der Ge- 
raden überzugehen. Als einziges Element hat man hier den Punkt, 
von Verbinden und Schneiden kann nicht mehr die Rede sein. Wir 
müssen also sogar eine Operation aus einem anderen Gebiet entnehmen, 
und es bieten sich hierzu Constructionen dar, die in der Ebene geführt 
werden können, aber nur Punkte unserer Geraden betreffen, und zwar 
vor allem die Construction projectiver, involutorischer und harmonischer 
Punktgruppen. Es ergiebt sich, dass man sich auf die letztgenannte be- 
schränken kann, da der Satz gilt: Sind in einer Geraden von einer 
Involution zwei Paare, oder von einer Projectivität drei Paare 
entsprechender Punkte gegeben, so kann man zu jedem be- 
liebigen weiter gegebenen Punkte den entsprechenden Punkt 
aus den gegebenen durch eine endliche Anzahl von Construc- 
tionen harmonischer Punkte finden*). 

Andere Gebiete erhält man durch Annahme neuer Voraussetzungen. 
Die Geometrie der Ordnung setzt u.a. den Satz voraus, dass auf einer 
geschlossenen Linie vier Punkte sich auf eine angebbare Weise in zwei‘ 





*) Der Beweis dieses Satzes ist inzwischen veröffentlicht in den Berichten 
der K, sächs. Ges. d. Wiss. 1891, S. 669, ff. 
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Paare zerlegen, die sich trennen. Weitere Gebiete beruhen auf der Vor- 
aussetzung der Stetigkeit der Elemente, sei es nun die analytische 
Stetigkeit der Grenzprocesse, oder die geometrische Stetigkeit, die ihren 
Ausdruck in dem Aufeinandertreffen von Punkten findet, welche sich in 
gewisser Weise gleichzeitig in einer Linie bewegen. 





Mitteilungen aus der abzählenden Geometrie 
„p“-dimensionaler Räume ersten und zweiten Grades. 
Von 
H. Schubert (Hamburg). 

Da die abzählende Geometrie, wie sie sich bisher entwickelt hat, im 
wesentlichen algebraischer Natur ist, so hat man seit einigen Jahren an- 
gefangen, ihre Resultate von drei auf n Variabeln auszudehnen. Was 
zunächst die „p“-dimensionalen Räume ersten Grades anbetrifft, so be- 
sitzen die von ihnen erzeugten Systeme im allgemeinen nicht eine Grad- 
zahl, sondern viele Gradzahlen, welche sämtlich aus dem von dem 
Vortragenden eingeführten und von Herrn Segre und anderen adoptirten 
Bedingungs-Symbol (a,a, a,...a,) hervorgehen, das auf folgende Weise defi- 
nirt werden kann. Versteht man unter einer eckigen Klammer, in der eine 
Zahl steht, immer einen linearen Raum, dessen Dimension gleich dieser 
Zahl ist, so denke man sich einen [a,], [a,], u. s. w. bis [a,] derartig, 
dass immer der [a;] in dem [a;;,] liest. Dann bezeichnet für den [p] das 
Symbol (a,a,a,...a,) die Bedingung, dass der [p] mit jedem [a;] einen [i] 
gemein hat. Z. B. für den Strahl bedeutet (03) die Bedingung, in einem 
dreidimensionalen linearen Raume zu liegen und durch einen in diesem 
Raume gegebenen Punkt zu gehen. Damit (a,a,a,...a,) Sinn hat, muss 

Ve ee a 
sein. Nachdem jene Bedingung als charakteristisch erkannt war, handelte 
es sich darum, die Anzahlen allgemein auszudrücken, welche angeben, 
wie viel [p] hinreichend viele derartige Bedingungen erfüllen. Eins der 
interessantesten in dieser Untersuchungsrichtung liegenden Resultate hat 
der Vortragende im VIII. Bande der Acta Mathematica veröffentlicht. Dort 
ist die Anzahi derjenigen [p] berechnet, welche ausser der Bedingung 
(2,2, A, ...ap) noch hinreichend oft, nämlich a +2, + +2» —4p(p-+1) 
Male, die einfache Bedingung 
(a—p—1l, n—p-+1, n—p-+2,...., n) 

erfüllen, d. h. die, einen gegebenen [n—p—-]] -einpunktig zu treffen. 
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Diese Anzahl ist gleich 
(+2, ++ 4p@-H1))!D 
m  E i 
wo D die bekannte Determinante ist, welche das Product aller möglichen 
Differenzen je zweier der Zahlen a, bis a, ist. Auf einen Specialfall dieser 
Formel, nämlich 
p=1, ,=ını—l 3a, =n 
waren auch die Herren F. Meyer und Stephanos von invariantentheo- 
retischer Seite gestossen. Von den analogen, auf Räume zweiten Grades 
bezüglichen Fragen, zu denen der Vortragende dann überging, sei der 
Kürze wegen hier nur die Frage nach der Anzahl derjenigen (p—1)-di- 
mensionalen Räume zweiten Grades erwähnt, welche den [p], in dem sie 
liegen, die Bedingung (a,a,...a,) erfüllen lassen, und welche selbst 
a,+2, ++ 2p-+-p gegebene [n—1] tangiren. Die gesuchte Zahl ist 
eine Function f(a,, ..., a5) der gegebenen p-+1 ganzen Zahlen „und 
auf folgende Weise arithmetisch definirbar: f(x) sei gleich 2% und f(x, y) 
sei gleich (x+Y)s+ı + (x Y)x+2 ++ (x Y),, wo die y—x Adden- 
den Binomialcoefficienten sind, deren Basis x—+-y ist, und deren Indices 
x+1l, x+2 u.s.w. bis y sind. Dann ist 
1,72) = IR), DIN). HC). Y). 
ferner 
f(x,y,2,u) = f(x, y).f(z, u)— f(x, z).f(y, u)+f(x, u).f(y, z), 
sowie 
f(x, y,z,u,v) — f(x).f(y, z, u, v)— + -+-f(v)f(y, z, u, v) 
u.s. w. 98o ist die Function f für beliebig viele Argumente definirt und 
leicht berechenbar, z. B.: 
f(1,3,4,5) = (4,+4,)9, 
(5.4.9, a. Et eo, Orr 7 0. 
Für £fx,x+J1l,...,x-+-y) fand der Vortragende bei ungeradem y 
den Ausdruck: 
[012!...y—1)!][@x+1)!(2x+3)!...(2x+y)!] 
x!x+1)!...(x-+Y)! 
und bei geradem y den Ausdruck 
[1!3!...—D)2[Ox+ND!@ax+sH!...(2x+y)!] 
x+1)!(x+29)!... xy)! 





. 
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Grundzüge einer Gestaltenlehre der Polyeder. 
Von 
V. Eberhard (Königsberg i. Pr.). 

Bei der ausserordentlichen Mannigfaltigkeit körperlicher Formen, 
welche die Natur dem Beschauer darbietet, ist es schwer erklärlich, dass 
die vergleichsweise Betrachtung der verschiedenen Gestalten räumlicher 
Gebilde und deren systematische Beschreibung in der Entwickelung der geo- 
metrischen Theorien nur untergeordnetes Interesse gefunden hat. Erst in 
neuester Zeit hat sich das lebhafte Bestreben geltend gemacht, diese Lücke 
auszufüllen und so auf dem Boden der unmittelbaren Anschauung der 
geometrischen Forschung ein neues Arbeitsfeld zu erschliessen. Es zeugen 
hierfür die zahlreichen Arbeiten auf topologischem Gebiete, speciell die- 
jenigen über die Typen algebraischer Curven und Flächen. 

Aus gleichen Gesichtspunkten habe ich die einfachsten räumlichen 
Gestaltungen, die Polyeder, einer eingehenden vergleichenden Betrach- 
tung unterzogen”). Mich von vorn herein auf die convexen oder Euler’- 
schen Polyeder beschränkend, stellte ich mir die Aufgabe, unter allen 
denkbaren polyedrischen Körpern, wenn möglich, diejenigen aufzufinden, 
welche durch bestimmte, vorerst noch unbekannte Eigenschaften so ausge- 
zeichnet sind, dass sie selbst als die ursprünglichen, alle übrigen als die 
aus ihnen abgeleiteten Formen erscheinen. Die nachfolgenden Ausfüh- 
rungen mögen darlegen, in wie weit es mir gelungen ist, einen derartigen 
systematischen Zusammenhang der verschiedenen Bildungen nachzuweisen. 

Die Betrachtung geht aus von den Begriffen des Iso- und Allomor- 
phismus convexer Polyeder. Zwei von je n Ebenen abgegrenzte Körper 
erscheinen als isomorph, falls unter allen möglichen Bezeichnungen ihrer 
2n Grenzflächen durch resp. 

TE SE LE und DB 9, Re 
eine von der Beschaffenheit existirt, dass die Schnittgeraden entsprechen- 
der Ebenenpaare 


0 


Gi, Ok und Bi; Br 
wenn überhaupt, stets gleichzeitig Kanten ihrer Polyeder sind; dagegen 
werden Polyeder, welche dieser Bedingung nicht genügen, als allomorph 
aufgefasst. 
Es ergeben sich hiernach als charakteristische Merkmale der Gestalt 
eines convexen Polyeders: 





*) V. Eberhard, Morphologie der Polyeder. Leipzig, B. G. Teubner. 1891. 
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1) die Formen, d.h. die Seitenanzahlen seiner einzelnen ebenen 
Grenzpolygone, und 

2) die Art des Zusammenschlusses letzterer zu der vollständigen 
Oberfläche. 

Die beiden aufgestellten Begriffe sind unmittelbar auch auf offene, 
nämlich ein- oder mehrfach berandete polyedrische Flächen auszudehnen. 

Nachdem so jedes Polyeder als Vertreter einer durch unendlich viele 
Individuen veranschaulichten charakteristischen Form erkannt ist, führt der 
erste Schritt in der vergleichenden Betrachtung allomorpher Typen zu 
einer wesentlichen Unterscheidung. Man stösst einerseits auf Polyeder, 
welche bei jeder genügend kleinen stetigen Variation der sie bestimmen- 
den Grenzebenen die Gestalt bewahren, andererseits auf solche, welche bei 
noch so kleinen stetigen Bewegungen ihrer Grenzebenen in allomorphe 
Körper übergehen. Die notwendigen und hinreichenden Bedingungen für 
das Eintreten des ersten Falles bestehen darin, dass in jeder Ecke des 
Polyeders genau drei Grenzflächen zusammenstossen; dagegen hat der zweite 
Fall statt, wenn auch nur durch eine Ecke mehr als drei Flächen gehen. 
Die Polyeder der ersten Art sollen als allgemeine, die der zweiten als 
singuläre angesehen werden. Genauer wird als Grad der Singularität eines 
convexen Polyeders der Ueberschuss definirt, welchen die Anzahl der in 
den einzelnen singulären Ecken zusammenstossenden Grenzflächen über 
die dreifache Zahl dieser Ecken ergiebt. 

Aus der letzten Bemerkung fliesst ein für die systematische Auf- 
fassung der polyedrischen Formen fundamentaler Satz. Es besteht näm- 
lich, wenn x, die Anzahl der h-seitigen ebenen Grenzpolygone und p den 
Grad der Singularität irgend eines konvexen Polyeders angiebt, die wich- 
tige Relation 

De 2m en 28 m A 12 2: 

Da nach derselben der Wert des Ausdrucks x,-+-%,+-x, wenigstens 
4 beträgt, so folgt, dass unter den Grenzflächen eines konvexen Polyeders 
stets 4 oder mehr Flächen vorhanden sind, welche weniger als je 6 Seiten 
besitzen. Man schliesst hieraus auf die Fähigkeit, alle convexen Polyeder 
aus einem Tetraeder durch successive Anwendung von nur drei-, vier- 
und fünfseitigen Schnitten herzustellen. 

Mit den bisherigen mehr vorbereitenden Betrachtungen sind die er- 
forderlichen Hülfsmittel gewonnen, die eigentliche anfangs gekennzeichnete 
Aufgabe in Angriff zu nehmen. Die für jedes allgemeine Polyeder gül- 
tige Gleichung 

SEHE u RD nz Ze l2 
Po 
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deutet durch ihre Unabhängigkeit von der Anzahl x, der Grenzsechsecke 
und der Zahl n der Seitenflächen des jeweiligen Polyeders auf die Mög- 
lichkeit einer Einschaltung von Grenzsechsecken in dessen Oberfläche hin. 
Die Theorie dieser als Elementarerweiterungen der Polyeder einzuführenden 
Umformungsprocesse geht aus von den Grundbegriffen des enthaltenen und 
des enthaltenden Polyeders. 

Wenn die Oberfläche eines n-flächigen Polyeders A, in m einander 
ausschliessende einfach berandete Bestandteile S,, 8,, ... zerlegt ist, 
welche ebensovielen einander nicht überdeckenden Bestandteilen S/, 8, ... 
eines (n—-v)-flächigen Polyeders A,+, isomorph sind, so fasse ich A, als 
ein in Ar, enthaltenes, A,,, als ein A, enthaltendes Polyeder auf. 
Das auf A, von den m Randpolygonen der Bestandteile S; gebildete Netz 
wird als ein Erweiterungsnetz dieses Polyeders, die nach Ausscheidung 
der Flächen S; aus der Oberfläche von A„+, resultirende Fläche aber als 
eine zu jenem Netze gehörige Einschaltungsfläche bezeichnet. 

Es sei die Anzahl der h-seitigen Grenzpolygone des Polyeders A, 
durch x,, die entsprechende Anzahl für die Einschaltungsfläche durch 
yn gegeben, so gelten in Bezug auf die beiden Polyeder die Gleichungen: 


(1) 38,28, +2, —,— 2%, —32,— = 12, 
RE A 
= 2 ee = 12. 


Aus denselben folgt 
DENN FT u 

als die für die Einschaltungsfläche geltende Beziehung. 

Die einfachste positive und ganzzahlige Lösung der dritten Glei- 
chung ist: 

=), =), =, =, =, m0. 

Derselben entspricht, wenn überhaupt, eine durchweg aus Sechsecken 
gebildete Fläche. Das auf dem Polyeder A, gegebene Erweiterungsnetz 
soll alsdann ein Elementarnetz, die zugehörige Einschaltungsfläche eine 
Elementarfläche genannt werden. 

Es drängen sich hier naturgemäss zwei Fragen auf, nämlich: 

1) Wie werden für ein gegebenes allgemeines Polyeder alle etwaigen 
Elementarnetze gefunden? 

2) Wie werden zu einem gegebenen Elementarnetze die sämtlichen 
Einschaltungsflächen construirt? 

Die Beantwortung derselben führt zu folgenden Sätzen: 

Liegt auf einem allgemeinen Polyeder irgend ein Netz von Kanten- 
polygonen vor, so eutscheidet stets eine endliche Anzahl nach einer all- 
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gemeinen Vorschrift auszuführender Constructionen darüber, ob das Netz 
ein Elementarnetz ist oder nicht. Jedes Polyeder besitzt eine bestimmte 
Anzahl von Elementarnetzen, und zwar ist ein solches durch das jedes- 
malige System der Grenzflächen dargestellt. Schliesslich gehören zu jedem 
beliebigen Elementarnetze zwar unendlich viele Elementarflächen, unter 
denselben ist aber nur eine endliche Anzahl elementar irreducibler Indi- 
viduen vorhanden. 

Mit der Erkenntnis der elementaren Erweiterungsfähigkeit des all- 
gemeinen convexen Polyeders und der daraus folgenden relativen Unter- 
ordnung seiner sechsseitigen gegenüber den andersförmigen Grenzpolygo- 
nen gewinnen für die erstrebte Einteilung der Polyeder die positiven und 
ganzzahligen Lösungen der charakteristischen Gleichung 

3%, +28, 2, — %— 22, — 3%, —= 12 
ein erhöhtes Interesse. Indem man dieselbe durch die beiden anderen 
ersetzt 
x%,+22x,+2,—12=m=x,+28,+3%,-+:, 
und den aufsteigenden Werten m =(, 1, 2, ... entsprechend der Reihe 
nach die verschiedenen Lösungen auf ihre Construirbarkeit hin prüft, ge- 
langt man zu folgenden allgemeinen Sätzen: 

Jede positive ganze Zahl m incl. O bestimmt einen Bereich allge- 
meiner convexer Polyeder. Innerhalb eines beliebigen Bereiches definirt 
jede positive und ganzzahlige Lösung der Bereichsgleichungen einen Stamm 
analoger Körper. Endlich umfasst jeder Stamm nur eine endliche An- 
zahl elementar irreducibler Individuen, sogenannter Stammpolyeder, aus 
welchen sich alle übrigen durch Elementarerweiterung ableiten lassen. 

Es sei noch bemerkt, dass die angegebenen auf den Fall p=0 
bezüglichen Resultate in dem allgemeinen Falle eines beliebigen p sich in 
entsprechender Weise modificiren. 


Ueber ein mechanisches Modell zur Versinnlichung 
der Anwendung der Lagrange’schen Bewegungsgleichungen 
in der Wärme- und Elektrieitätslehre. 

Von 
L. Boltzmann (München). 


Seien: p generalisirte Coordinaten eines materiellen Systems, p deren 
Ableitungen nach der Zeit, T die lebendige Kraft des Systems als Func- 
tion von p und p, endlich P die nach p wirkende Kraft, so dass NPöp 
die Arbeit ist; so hat man: 
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d.voT N oT 


dt Op op 
In gewissen Aufgaben der Elektrieitäts- und Wärmelehre zerfallen nun 
die Coordinaten in zwei Gruppen. Für die erste Gruppe (langsam verän- 


derliche Parameter, nach wie vor von uns mit p bezeichnet) kann 
en Er vernachlässigt werden; die der zweiten Gruppe (cyklische Coor- 
dinaten, für welche wir die Buchstaben p und P mit q und Q vertau- 
schen wollen) sind dadurch charakterisirt, dass sie nicht explieit, son- 
dern nur ihre Ableitungen nach der Zeit in T vorkommen. Dann er- 
halten wir also an Stelle der obigen Gleichungen: 

oT dach 

P=—.—, ee 

op dt og 

Ein noch speciellerer Fall ist der, dass die Geschwindigkeit eines jeden 


Massenteilchens m, eine lineare Function der q, also etwa gleich 2,2x19k 
ist, wobei die Coefficienten a, Functionen der p sind. Setzen wir dann 
A,x = mar, 


dagegen für ungleiche Indices des A 


An = 2 mM} 2x an; 
so wird 
DI 2, SA x, 


wo jeder Wert des h mit jedem des k zu combiniren ist, und folglich 
wegen Ayn = Ank 

An 9 _ WrArıch 

Op; y FEN dt 

Die wesentlichsten Eigenschaften dieser Gleichungen, wie sie in der me- 
chanischen Wärmetheorie in Anwendung kommen, sind schon zu ersehen, 
wenn eine Masse m mit einer einzigen cyklischen Coordinate q und einer 
langsam veränderlichen p vorhanden ist. Ein Beispiel bietet eine rasch 
rotirende Röhre, mit welcher eine Masse m mitrotirt. Alles Uebrige ist 
natürlich massenlos. q ist der Winkel, um den sich die Röhre, von einer 
gegebenen Anfangslage ausgehend, gedreht hat; p ist die Entfernung der 
Masse von der Drehungsaxe.. An der Masse ist ein Faden befestigt, 
welcher über eine Rolle und dann in der Axe der Röhre fortläuft. Eine an 
seinem Ende angreifende Kraft kann sich während der Drehung p langsam 
verändern. Dies ist also die Kraft P, während Q an einer mit der 
Röhre verbundenen Kurbel angreift. 





Ar 1SISHENEL 
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Um dagegen die Anwendung derselben Gleichungen auf die Theorie 
der elektrischen Ströme zu versinnlichen, sind drei Massen erforderlich, 
welche in analoger Weise an drei coaxialen Röhren befestigt sind. Die 
oberste und unterste Röhre, welche die gleichen Massen m, und m, tra- 
gen, sind wieder durch Kurbeln drehbar, an denen die Kräfte @, und Q, 
angreifen. Durch Zahnräder aber wird bewirkt, dass die Winkeldrehung 
q, der mittleren Röhre, woran die Masse m, —= 4m, befestigt ist, das 
arithmetische Mittel der beiden Winkeldrehungen q, und q, der übrigen 
Röhren ist. Drei aus dem Röhrensysteme heraushängende Fäden regu- 
liren wie oben die drei Distanzen 1,, l, und 1], der Massen von der Dre- 
hungsaxe. Dann wird 

An Du m, CBel). A,, Fr m, (etz), Ay = m, 1; 

Denkt man sich daher 3 Handgriffe durch ein Gestänge so mit den 3 Fäden 
verbunden, dass bei Bewegung des 1. resp. 2. um die Stücke p, resp. p, 
nur |, resp. l, sich ändern, bei Bewegung des 3. um p, aber sich alle 1 
so ändern, dass 17-1} und 13-12 constant bleiben, so sind die auf die 
Handgriffe wirkenden Kräfte 

- ’ 2, = —49 a, I: 5 750,0, 
während die auf die beiden Kurbeln wirkenden Kräfte sind 


d \ . d . : 
Q, m dt (A,,4,+A,,4,), Q, = — (An 4,+4,,9,). 





’ oA 
P =—4tı? en 
1 34; Op, B) 





Die Gleichungen haben vollkommen dieselbe Form, wie die von Thom- 


son für zwei elektrische Ströme mit den Intensitäten 4, und ds; und 
den Selbstinductionscoefficienten A,, und A,, gefundenen. A,, ist ihr 
wechselseitiger Inductionscoefficient, p,, p, und p, sind Coordinaten, von 
denen nur A,, resp. A,, und A,, abhängen. 

Ein vom Mechaniker Gasteiger in Graz verfertigter Apparat, an 
welchem diese Bedingungen realisirt waren (es konnte jedoch nur p,, nicht 
p, und p, verändert werden), und welcher in der That alle an zwei elek- 
trischen Strömen beobachteten Erscheinungen mechanisch nachzuahmen 
gestattete, wurde vom Vortragenden vorgezeigt. Die Fäden waren durch 
eine Stange ersetzt, an welcher die drei Massen durch Parallelogrammfüh- 
rungen befestigt waren, wie sie beim Centrifugalregulator der Dampfma- 
schine vorkommen. Bezüglich der Details mag verwiesen werden auf: 
„Boltzmann, Vorlesungen über Maxwell’s Theorie der Elektrieität und des 
Lichtes“, Leipzig bei J. A. Barth 1891, sechste Vorlesung. 
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Ueber den Fundamentalsatz der Theorie der algebraischen 
Function einer Variabeln. 
Von 
KR. Hensel (Berlin). 


Ist u eine unbestimmte, aber endliche Grösse, so sind die beiden 


Formen: 
x 1 


(1) I er rag 








für jeden Wert von x endlich. Durch die Gleichung x = —ı ist somit 


x als Quotient zweier allenthalben endlichen Formen dargestellt, deren 
Zähler offenbar nur für x == (), der Nenner nur für x== 009 verschwindet. 

Eine entsprechende Darstellung als Quotient zweier allenthalben end- 
lichen Formen erhält man für rationale und für algebraische Functionen 
von x. Ist nämlich y mit x durch die ganze algebraische Gleichung: 


n m 
2) EN) 

verbunden, so ergiebt sich für x und y folgende simultane Darstellung 
in der verlangten Form: 

Q n 

(3) 3 TER am ’ x. x, ’ 
denn die analytische Function 7 wird niemals unendlich gross; dieselbe 
kann als eine „ganze homogene algebraische Form von (x,,x,)“ bezeichnet 
werden. 

Betrachtet man jetzt an Stelle der rationalen Functionen von (x, y) 
die sogenannten „homogenen Formen von (x,,X,, 7)“, so ergiebt sich 
der Satz: 

Jede rationale Function von (x, y) kann als Quotient von zwei 
ganzen homogenen Formen von (X,,X,, 7) derselben „Dimension“ dar- 
gestellt werden, und umgekehrt ist jeder derartige Quotient einer Func- 
tion der durch (2) bestimmten Klasse algebraischer Functionen gleich. 

Bei dieser Darstellung werden Zähler und Nenner niemals unend- 
lich, und sie verschwinden nur für die Null- beziehungsweise für die Un- 
endlichkeitsstellen der betreffenden algebraischen Function. 

Die Fundamentalaufgabe dieser Theorie besteht nun darin, alle gan- 
zen Formen von (x,,x,, 7) vollständig aufzustellen, und diese ist völlig 
identisch mit der folgenden: 

Es soll ein vollständiges System von rational unabhängigen ganzen 
homogenen Formen 


be En! 
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gefunden werden, dessen Gesamtdimension 
M= + Pe 
eine möglichst kleine ganze Zahl ist. 

Die Aufstellung eines solchen „Fundamentalsystems“ ergiebt sich 
nun auf rationalem Wege, nämlich allein mit Hülfe des euklidischen 
Verfahrens. Mit seiner Hülfe beherrscht man vollständig die ganzen 
homogenen Formen von (x,,x,,n). Es besteht nämlich der wichtige Satz: 

Alle ganzen homogenen Formen von (X,,X,, 7) und nur sie lassen, 
sich in der Form: 
UN TtryN tr in-1Mm-ı 
darstellen, wo u,, ..., ün-ı ganze homogene Formen von (X,,X,) 
allein sind. | 
Mit Berücksichtigung des vorigen Satzes folgt hieraus unmittelbar: 
Jede algebraische Function @(x, y) lässt sich in der Form: 
U, tr Un-1 1 
ER 
darstellen, wo U,, «.., Un-1> V .; VYn-ı ganze homogene Formen 





2(&,y) = 


rin 
von (x,,x,) allein sind. 


Eine unmittelbare Folge dieses Resultats ist z. B. der sogenannte Rie- 
mann-Roch’sche Satz. 

Den ganzen oder allenthalben endlichen algebraischen Formen, die 
man durch die obige Darstellung durch das Fundamentalsystem völlig be- 
herrscht, steht am nächsten eine grössere Klasse von Formen, welche ich 
als „algebraische Formen erster Gattung“ bezeichnen möchte. Sie haben 
die charakteristische Eigenschaft, dass sie zwar unendlich werden können, 
aber nirgends von so hoher Ordnung als irgend eine rationale Form 
von (x,,X,) allein, deren Nenner an derselben Stelle verschwindet. Ver- 
mittelst dieser Eigenschaft der Formen erster Gattung, durch welche sie 
ihren Platz zwischen den rationalen ganzen und den rationalen gebroche- 
nen Formen angewiesen erhalten, kann man sie nun ebenfalls vollstän- 
dig mit Hülfe eines Fundamentalsystems darstellen. Aus dem Funda- 
mentalsystem 

(8) Nanız wunsrer.. In-i 
für die ganzen Formen kann man nämlich wieder auf rationalem Wege 
ein solches System algebraischer Formen erster Gattung 


(82) U EL! 
ableiten, dass jede Form w der ersten Gattung eindeutig in der Form: 


DR 
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dargestellt werden kann, deren Coefficienten un AR ganze homogene 
Formen von (x,,x,) sind. 

Die Elemente des Fundamentalsystems (8a) stehen zu denjenigen 
des Systems (3) in der einfachen Beziehung, dass ihre Dimensionen be- 
ziehlich gleich — u, — > » +; — Yn-ı Sind, während die des abso- 
luten Fundamentalsystems die Werte u, Hy» » ++» Bn-ı besitzen. 

Ich will die hier angedeuteten Grundzüge der Theorie der alge- 
braischen Formen benutzen, um ein Problem aus der Theorie der alge- 
braischen Integrale, nämlich das der vollständigen und rationalen Dar- 
stellung der Integrale erster Gattung zu lösen: Es sei: 


= [96 „dx 
irgend ein algebraisches Integral, wo x mit y wieder durch die Gleichung 
(2) zusammenhängt. 
Durch die vorher benutzte Substitution: 
S N 


x —, tere 


% % 


geht dasselbe dann über in: 
9%, 2%) 
== rt“, — x, dx,) 


= [? &» %) )& dx, — 2, dx,), 
wo 9 eine homogene algebraische Form der nullten, ® also eine solche 
der (—2)ten Dimension bedeutet. 

Fragt man sich nun, wann ein solches Integral J von der ersten 
Gattung, d.h. wann es allenthalben endlich und stetig ist, so ergiebt 
eine einfache Betrachtung den folgenden wichtigen Satz: 

Das Integral J ist dann und nur dann ein Integral der ersten 
Gattung, wenn der Integrand P®(x ,x,,n) eine algebraische Form der 
ersten Gattung ist. 

Berücksichtigt man also die vorher gegebene allgemeine Darstellung 


der Formen erster Gattung durch das Fundamentalsystem Yo: N: ES TORE: 
so ergiebt sich für den Integranden » der folgende Ausdruck: 
y = Peru ntuNt HN): 

WO Ug> ++. Un ı homogene ganze Formen von (x,,x,) mit beliebigen Coeffi- 
cienten sein können. 

Alle Integranden erster Gattung und nur sie sind also durch die 
einfachen Formen 

Kirn 
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homogen und linear mit constanten Coefficienten darstellbar; die Expo- 
nenten A, und A, sind hierbei so zu wählen, dass 
At), = pi und 2 

ist, weil ja Hi von der Dimension —u; ist. 

Die Anzahl p aller dieser unabhängigen Integranden erster Gattung 
ist also 

pP= (u, —D)+ + (a )=M—ın-+l, 

d. h. gleich der um Eins vermehrten Gesamtdimension des Fundamental- 
systems, vermindert um den Grad der Gleichung. 

Es lassen sich also alle Integranden erster Gattung linear und 
homogen durch p unter ihnen mit beliebigen constanten Coefficienten 
darstellen, und diese letzteren bestimmen sich einzig und allein durch 
Auflösung linearer Gleichungen, d. h. sie sind rationale Functionen von 
x und y mit ganzzahligen Coefficienten. 





Ueber litterarische Unternehmungen, welche geeignet sind, 


das Studium der Mathematik zu erleichtern. 
Von 
Felix Müller (Berlin). 


Die „Deutsche Mathematiker-Vereinigung“ hat, entsprechend ihrem 
Zwecke, „die Mathematik nach allen Richtungen hin zu fördern und 
auszubreiten und die Stellung dieser Wissenschaft im geistigen Leben des 
deutschen Volkes nach Gebühr zu heben“, unter anderen Aufgaben auch 
die thatkräftige Förderung des „Jahrbuches über die Fortschritte der Mathe- 
matik* auf ihr Programm gesetzt. Darauf hinweisend, unterbreitete der 
Vortragende Vorschläge zu neuen litterarischen Unternehmungen, welche 
geeignet sein dürften, das Studium der Mathematik zu erleichtern. Er 
betonte besonders das Bedürfnis einer Einführung in die mathematische 
Litteratur und den Mangel an Sachregistern zu den bedeutenderen mathe- 
matischen Journalen, referirte über einige neuere bibliographische Unter- 
nehmungen und bedauerte, dass die Fortsetzung zu Poggendorff’s bio- 
graphisch -litterarischem Wörterbuche noch immer nicht erschienen sei. 
Schliesslich entwickelte der Vortragende den Entwurf zur Herstellung 
eines „Mathematischen Wörterbuches“, das bei dem grossen Umfange, 
den die Wissenschaft erreicht hat, und bei der Erweiterung der mathe- 
matischen Terminologie heute unentbehrlich geworden ist. Das Material 
zu einem solchen Wörterbuche hat der Vortragende seit 20 Jahren ge- 
sammelt; es enthält ca. 4000 mathematische Kunstausdrücke und über 
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1200 Namen. Bei der Ausführung, die nur durch Mitwirkung vieler voll- 
bracht werden kann, ist nicht eine vollständige, alphabetisch geordnete 
mathematische Encyklopädie ins Auge gefasst, sondern der Schwerpunkt 
. lediglich auf die historisch-litterarische Ergänzung gelegt worden. 





Gestaltliches über den Verlauf der Haupttangentencurven 
einer algebraischen Fläche. 


on 
W.Dyck (München). 

Die Haupttangentencurven einer algebraischen Fläche bilden bekannt- 
lich ein im reellen Gebiete den hyperbolischen Teil der Fläche zweifach 
überdeckendes Curvensystem, welches längs der parabolischen Curve im 
allgemeinen Spitzen aufweist. Es findet (im allgemeinen) nur an ge- 
wissen ausgezeichneten Punkten der parabolischen Curve ein besonderes 
Verhalten des Curvensystems statt. Es lassen sich dabei drei Formen 
von singulären Punkten unterscheiden, welche denjenigen einer allgemei- 
nen Differentialgleichung erster Ordnung (mit einer unabhängigen Va- 
riable) entsprechen. [Bezüglich des gestaltlichen Verlaufs des Curven- 
systems in der Umgebung dieser Stellen vergleiche man einen Aufsatz des 
Verf. in den Sitz. Ber. der bayr. Akad. vom J. 1891, insbes. Tafel I—III 
daselbst.] Dabei ist die Anzahl dieser im allgemeinen stets auftretenden 
singulären Stellen an eine bestimmte Relation geknüpft, in welche die 
Zusammenhangszahl (Charakteristik) des hyperbolisch gekrümmten Teiles 
der Fläche eingeht [Vergl. a. a. 0. $ 4]. 

Geometrisch lassen sich diese singulären Stellen der Haupt- 
tangentencurven dadurch charakterisiren, dassinihnen die para- 
bolische Curve einen Wendeberührpunkt besitzt, in welchem die 
Schmiegungsebene der parabolischen Curve zusammenfällt mit 
der Tangentialebene an die Fläche. 

Sei 
O0 = u HET II FE 
die Gleichung der Fläche, bezogen auf ein Coordinatensystem, für welches 
der Nullpunkt ein parabolischer Punkt, die xy-Ebene Tangentialebene der 
Fläche ist, so hat man für die Gleichung der Schmiegungsebene an 
die parabolische Curve im Nullpunkte: 

(2) IPOR LG HERE Su ni HER Y+Vz = 0, 
wo 
Kran 


2,1712 
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und 
in — gan 1111 Nager Eh, Di 1112 Er 
A . A ee Ei u 11:12 ae at 22 IST I 5 
f f 0 


111 112 
Die Bedingung, dass dieser Punkt Wendeberührpunkt der parabolischen 
Curve ist, lautet (Clebsch, Crelle’s J. Bd. LXIM): 
(4) Dez SN.ALU 

(wo A’ die zu f,,, gehörige Unterdeterminante von A bedeutet). Sieht 
man ab von dem eine höhere Singularität bildenden Falle f,,—0, für 
welchen mehr als zwei Haupttangentenrichtungen den betreffenden Flächen- 
punkt durchsetzen, so zeigt die Gleichung (4), dass je nach dem Ver- 
schwinden von f,,,, A, A’ dreierlei Gattungen von Wendeberührpunkten 
der parabolischen Curve zu unterscheiden sind. 

Die erste Gattung der Wendeberührpunkte, f,, =, ergiebt 
— für sie fällt wegen U=0 die Schmiegungsebene der parabolischen 
Curve mit der Tangentialebene z=0 der Fläche zusammen — die 
singulären Punkte des Systems der Haupttangentencurven. 
Für die beiden anderen Gattungen von Wendeberührpunkten, A 0 
bez. A'— 0, ist das Verhalten der Haupttangentencurven das allgemeine 
(Spitzen). 








Ueber volle Invariantensysteme. 
Von 
David Hilbert (Königsberg). 

Wenn wir eine binäre Form nter Ordnung betrachten und das System 
der ganzen rationalen Invarianten dieser Grundform untersuchen wollen, 
so ergeben sich zunächst aus der allgemeinen von mir entwickelten 
Theorie die folgenden drei prineipiellen Sätze. 1. Der Satz von der End- 
lichkeit der Invarianten des vollen Systems. 2. Der Satz von der End- 
lichkeit der irredueiblen Syzygien. 3. Der Satz vom Abbrechen der 
Syzygienkette (vgl. meine Arbeit „Ueber die Theorie der algebraischen 
Formen“, Math. Annalen Bd. 36). Es ist nun die weitere Aufgabe der 
Theorie, über diese allgemeinen Sätze hinaus für die Gradzahlen der In- 
varianten und des durch die Invarianten bestimmten Functionenkörpers ein 
allgemeines Gesetz zu finden. Zu einem solchen Gesetze gelangen wir, 
wenn wir aus dem Systeme der Invarianten n—2 Invarianten J,, J,, ..., Jn—a 
auswählen derart, dass jede andere Invariante eine ganze algebraische 
Function dieser n—2 Invarianten ist. Die Möglichkeit der Bestimmung 
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solcher Invarianten sowie die Eigenschaften derselben habe ich in den 
Göttinger Nachrichten 1891 entwickelt. Die Grade der Invarianten 
I» Ia5 - =, Ina bezeichnen wir mit v,, Ygs «+ ., Va-a. Dielübrigen 
Invarianten sind die ganzen Functionen eines algebraischen Functionen- 
körpers. Der Grad dieses Körpers sei g. DBezeichnen wir die Anzahl 
aller derjenigen Invarianten, deren Grad = p ist, mit @(p), so zeigt sich, 


en: 


dass > für unendlich wachsende p sich einer endlichen Grenze nähert. 


Es gelingt, diese Grenze auf zwei verschiedene Weisen auszuwerten, und 
durch Gleichsetzen dieser beiden Ausdrücke gelangen wir zu der folgen- 
den Formel: 


IQ 


Vayı za vne 9 


IN (") | n I | n )) 
DI — oo — —— — ...o d 
%.n! ( 2 ) Haer ERBE 4n—1 ueeeiez 


ee 


(n ungerade). 





Dieselbe bestätigt sich in der That, wie man leicht sieht, in den beiden 
bisher berechneten Fällen: denn es wird: 

fürn), w=4, v8 v—]2 ger 
und 
=» 


fürn n=b, WIR N ei et Val) 


je) 


Ueber Configurationen, welche sich aus gegebenen Raum- 
elementen durch blosses Schneiden und Verbinden ableiten 


lassen. 
Von 
A. Schönflies (Göttingen). 
Es handelte sich darum — im Anschluss an den Vortrag des Herrn 
Wiener — zu prüfen, ob die Configuration 9,, welche durch ein in 


zwei Gerade einbeschriebenes Sechseck bestimmt wird, unter den genann- 
ten Configurationen auftreten kann. Sind die Raumgebilde, von denen 
man ausgeht, in allgemeiner Lage, so ist dies nicht der Fall. Um dies 
zu zeigen, genügt es, als erzeugende Raumgebilde allein Punkte voraus- 
zusetzen; jedes andere Gebilde kann nämlich durch die es erzeugenden 
Punkte ersetzt werden. Dies hat deshalb auf den Beweis keinen Ein- 
fluss, weil die folgende Untersuchung sich nicht auf die ganze räum- 
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liche Configuration, sondern vielmehr auf jede in ihr enthaltene Teilfigur 
erstreckt. 

Für den Beweis fassen wir die Configuration als einen Cyklus von 
drei einander ein- und umbeschriebenen Dreiecken auf. 

Die erzeugenden Raumpunkte bezeichnen wir durch 1, 2, 3, ..., 
die durch ihre Verbindung entstehenden Geraden durch 12, 13, ..., 
allgemein den Raum (A—1)ter Dimension, welcher durch die Punkte 
Be2r22r,X geht, durch 

RE, NEN G 

so folgt sofort, dass je A—1 der Zahlen 1, 2, ..., A einen in R,_ı 
liegenden R,_a darstellen, und dass alle durch R;_, laufenden R, die 
Zahlen 1, 2, ..., A, und ausserdem noch eine von ihnen verschiedene 
Zahl enthalten. Diese sämtlichen Raumgebilde mögen jetzt den Processen 
des Schneidens und Projieirens beliebig unterworfen werden, so ist die 
Frage, ob sich dabei die ebene Configuration 9, ergeben kann. Ent- 
steht nun irgend einer ihrer Punkte aus einem R,_,, so gilt 
dies von allen Punkten, und es geht jede Gerade aus einem 
R, hervor. 

Bezeichnen wir die Punkte und Geraden durch dieselben Zahlen, 
wie die Rj_, und R,, aus denen sie hervorgehen, so gelten folgende 
zwei Sätze: 1. Zwei verbundene Punkte unterscheiden sich nur in einem 
Element. 2. Ist ein Punkt Schnittpunkt zweier Geraden, so enthält er 
die gemeinsamen Elemente beider Geraden. 

Nun sei ... 123, wo ... beliebive, von 1, 2, 3, 4 verschiedene 
Elemente andeuten, eine Dreieckseite, und ... 12, ... 15 seien die Ecken 
des Dreiecks, so muss die dritte Ecke von der Form ... 14 sein. Die 
bezüglichen Dreieckseiten sind daher von der Form ... 154 und ... 124. 
Der dritte auf ... 123 liegende Punkt sei... 23. Damit ist die Be- 
zeichnung festgelegt. Aus Satz 2 folgt nun, dass die mit letzterem Punkt 


verbundenen Punkte der beiden anderen Seiten nur ... 34 und ... 24 
sein können. Für die drei Verbindungslinien dieser Punkte würde sich 
daher das gemeinsame Symbol ... 234 ergeben, was unstatthaft ist. Da- 


mit ist der Beweis für beliebige Ausgangspunkte erbracht. 

Es folgt noch, dass keine ebene Configuration, welche einander um- 
schriebene Dreiecke enthält, durch Verbinden und Schneiden aus belie- 
bigen Punkten eines R, abgeleitet werden kann. 
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Ueber Geometrie der Zahlen. 
Von 
H. Minkowski (Bonn). 


Wenn man für den Raum rechtwinklige Coordinaten einführt, so 
entsprechen den Systemen von drei ganzen Zahlen discrete Punkte, welche 
derart über den Raum verstreut liegen, dass sie eine gewisse Nähe in 
Bezug auf jede beliebige Raumstelle erreichen. Den Inbegriff aller dieser 
Punkte mit lauter Coordinaten, die ganze Zahlen sind, nennt der Vor- 
tragende das dreidimensionale Zahlengitter; unter dem Titel „Geo- 
metrie der Zahlen“ begreift er geometrische Studien über das drei- 
dimensionale Zahlengitter und über das entsprechende Gebilde in der 
Ebene, und in weiterem Sinne auch die Ausdehnung der Ergebnisse sol- 
cher Studien auf Mannigfaltigkeiten beliebiger Ordnung. Natürlich besitzt 
jede Aussage über die Zahlengitter einen rein arithmetischen Kern. Das 
Wort „Geometrie“ erscheint aber durchaus am Platze im Hinblick auf 
Fragestellungen, zu welchen die geometrische Anschauung verhilft, und 
auf Untersuchungsmethoden, welche fortwährend durch geometrische Be- 
griffe ihre Richtung angewiesen erhalten. 

Der Vortragende hat sich in Betreff der Zahlengitter hauptsächlich 
zwei Fragen gestellt; sie ergänzen einander in gewisser Beziehung, und 
Folgendes ist ihnen gemeinsam: Es handelt sich, wenn speciell vom Raume 
gesprochen wird, jedesmal um eine sehr allgemeine Kategorie von Kör- 
pern, welche so construirt werden, dass sie einen bestimmten Punkt des 
Zahlengitters — es sei dies etwa der Nullpunkt — in gewisser Weise 
umschliessen, und es soll dann jedesmal bei diesen Körpern eine gewisse 
Eigenschaft in Bezug auf das Zahlengitter allein durch die Grösse des 
Inhalts der Körper zu Stande kommen. 

Die erste Kategorie von Körpern besteht aus allen denjenigen Kör- 
pern, welche im Nullpunkte einen Mittelpunkt haben, und deren Begren- 
zung nach aussen hin nirgends concav ist; und die fragliche Eigenschaft 
für diese Kategorie lautet: Wenn der Inhalt eines Körpers dieser Kate- 
gorie —2° ist, so schliesst der Körper notwendig noch weitere Punkte 
des Zahlengitters ausser dem Nullpunkte ein. 

Die zweite Kategorie von Körpern ist noch umfassender; sie besteht 
aus allen Körpern, welche den Nullpunkt enthalten, und deren Oberfläche, 
vom Nullpunkte aus gesehen, nach jeder Richtung hin nur einen Punkt 
darbietet; und die fragliche Eigenschaft für diese zweite Kategorie lautet: 
Wenn der Inhalt eines Körpers dieser Kategorie 
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ist, so können stets Deformationen des Körpers angegeben werden, bei 
welchen der Inhalt sich nicht ändert, der Nullpunkt fest bleibt und ge- 
rade Linien gerade Linien bleiben, und nach deren Ausführung alle 
Punkte des Zahlengitters mit Ausnahme des Nullpunkts ihren Ort ausserhalb 
des Körpers finden. 

Der Vortragende weist auf die ausserordentliche Tragweite dieser, 
in ihrer Allgemeinheit ebenso einfach wie plausibel klingenden Sätze hin. 


Ueber das Kowalevski’sche Rotationsproblem. 
Von 
F. Kötter (Berlin). 

Im XI. Bande der Acta Mathematica hat Frau von Kowalevski eine 
Abhandlung veröffentlicht, welche einen wesentlichen und bedeutenden 
Fortschritt in der Lehre von der Bewegung eines schweren Körpers um 
einen festen Punkt bezeichnet. Den beiden altberühmten integrablen Fällen 
dieses Problems wird hier ein neuer hinzugefügt, in welchem die Euler’- 
schen Differentialgleichungen ausser den drei allgemeinen Integralen ein 
besonderes viertes algebraisches Integral besitzen. 

Dieser Fall ist dadurch charakterisirt, dass zwei der Hauptträgheits- 
momente einander gleich und doppelt so gross wie das dritte werden, 
und dass der Schwerpunkt in der Ebene der Axen gleichen Trägheits- 
momentes liegt. Vermittelst der vier algebraischen Integralgleichungen 
hat Frau von Kowalevski die Componenten der Rotationsgeschwindigkeit 
und die Richtungscosinus zwischen den Axen des Körpers und der Ver- 
ticale durch hyperelliptische Functionen ausgedrückt, deren beide Argu- 
mente sich als lineare Functionen der Zeit ergeben. Bezüglich der sechs 
anderen Richtungscosinus giebt Frau von Kowalevski an, sie habe sich 
überzeugt, dass dieselben sich rational durch Thetafunctionen darstellen 
lassen; sie verzichtet jedoch auf eine wirkliche Darstellung derselben in 
Anbetracht der zu erwartenden Schwierigkeiten der Rechnung. 

Diese Schwierigkeiten lassen sich beseitigen, wenn man die Aus- 
drücke der Frau von Kowalevski einer Umformung unterzieht. Der Aus- 
druck, welchen Frau von Kowalevski für den Richtungscosinus y’’ der 
ausgezeichneten Axe des Körpers erhält, ist ein verhältnismässig einfacher 
Bruch, dessen Zähler und Nenner homogene lineare Aggregate von je drei 
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hyperelliptischen Functionen sind. Weniger einfach sind die Brüche, 
welche die beiden anderen Richtungscosinus y und y’ darstellen. Sie 
haben im Nenner das Quadrat des Nenners von y’’, im Zähler recht ver- 
wickelte Aggregate zweiten Grades verschiedener hyperelliptischer Func- 
tionen. Nun lässt sich aber der Nenner dieser beiden Ausdrücke in ein 
Product zweier linearen Aggregate derselben sechs hyperelliptischen Func- 
tionen zerlegen. Dasselbe gilt von den Zählern der Ausdrücke x, = y-Hiy' 
und x, —y—iy', und zwar kommt jeder der beiden Factoren des ge- 
meinschaftlichen Nenners in einem der beiden Zähler vor; es sind also 
x, und x, Brüche, deren Zähler und Nenner homogene lineare Aggre- 
gate derselben sechs Functionen sind. Genauer beschrieben, stellen sich 
die beiden Zähler als Summe und Differenz zweier aus je drei Functionen 
gebildeten Bestandteile, und die Nenner als Summe und Differenz zweier 
ähnlichen Bestandteile dar, welche sich von den ersteren nur durch die 
Coefficienten unterscheiden. 

Die genaue Betrachtung dieser Ausdrücke lehrt nun, dass es vor- 
teilhaft ist, statt der Bewegung des mit dem Körper verbundenen Üoor- 
dinatensystems diejenige eines dritten Coordinatensystems zu untersuchen, 
dessen eine Axe stets mit der ausgezeichneten Axe des Körpers zu- 
sammenfällt. Die relative Bewegung des Körpers gegen dieses Coordi- 
natensystem ist also eine Drehung um eine Axe; die Geschwindigkeit 
dieser Drehung ist halb so gross wie die Componente der Rotationsge- 
schwindigkeit des Körpers nach der gemeinschaftlichen Axe des Körpers 
und des neu eingeführten Coordinatensystems. Die Richtungscosinus dieses 
neuen Systems sind Brüche, deren Zähler und gemeinschaftlicher Nenner 
linear und homogen aus je drei hyperelliptischen Functionen zusammen- 
gesetzt sind. Die Componenten der Rotationsgeschwindigkeit des Systems 
nach seinen eigenen Axen erhält man aus den entsprechenden Richtungs- 
cosinus, indem man im Zähler die Coefficienten durch -andere ersetzt. 

Ganz wesentlich ist nun, dass die Coefficienten der in Frage stehen- 
den Ausdrücke sich ebenfalls durch hyperelliptische Functionen darstellen 
lassen, deren Argumente naturgemäss constante Grössen sind. So erhält 
man die Richtungscosinus und die Componenten der Rotationsgeschwin- 
digkeit als Functionen von vier Argumenten; die Form dieser Ausdrücke 
führt auf die gerechtfertigte Vermutung, dass die drei Richtungscosinus 
Yo Yo» Y, As Functionen der beiden Wertepaare v,, v, und v/, v, den- 
selben partiellen Differentialgleichungen genügen, welche auch für die 
Bewegung eines festen Körpers in einer Flüssigkeit von Wichtigkeit sind. 

Die Existenz dieser Differentialgleichungen ermöglicht nun eine Be- 
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stimmung der noch fehlenden Richtungscosinus in derselben Weise, welche 
ich bei der Bewegung eines gewissen festen Körpers in einer Flüssigkeit 
angewendet habe. 

In den nachfolgenden Formeln haben wir die Bezeichnungsweise des 
Herrn Weierstrass angewendet, und zwar bedeuten a, %,, a,, ß, y die 
fünf Indices 0, 1, 2, 3, 4 in einer passend gewählten Anordnung. Die 
Zeichen i, und i, stellen Potenzen von i mit ganzen positiven Expo- 
nenten vor. Von den Argumenten der Thetafunctionen sind v/, v/, con- 
stante Grössen, während v,, v,, ebenso wie v,, lineare Functionen der 
Zeit (a,t+-b,) sind. Durch die Theta ohne Argument zeigen wir die 
Nullwerte der betreffenden Thetafunetionen an, und endlich soll 

DI ot 
ge Fa 
sein. Dann ergeben sich folgende Formeln für die Bewegung des von uns 
eingeführten Coordinatensystems: 
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(In diesen, wie in allen folgenden Formeln bezieht sich das & auf a, 
welches die Werte «,, «,, %, durchläuft.) 
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Aus diesen Gleichungen erhalten wir die Ausdrücke für die Rich- 
tungscosinus und Componenten der Drehungsgeschwindigkeit des mit dem 
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Körper fest verbundenen Coordinatensystems, wenn 
VIR,%) = —2AAÜK,K)+2, AIR; %)+3, EX, x), 
Liogdrsapdızar BY, Y)ap V DV,» Va Jap 
Liu daB dısa, BY, Vy)ad(V: > V5)a 
Liaydizapdızayd(V,> Va)ar V Y(v,, V)ar 
I, DizapdıedlV UT. 


ist, vermittelst der Formeln: 
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N 





a ia! 
0,10, Ten 4,0, 
ee In 
Btiß, WR; u+iv ’ B = 3? 
at: 7 
YıtıYa > a se %, 
r ee | 
Ä ey! 
PpH= a eh 


Bemerkenswert ist, dass die Grösse, welche zu y, in derselben Beziehung 
steht wie u und v zu y\ und y,, den Wert Null hat. 





Mitteilung über das Dreikörperproblem. 
Von 
A. Piltz (Jena). 

Der Vortragende befasste sich seit einer Reihe von Jahren mit dem 
Dreikörperproblem von einer andern Seite her, als es gewöhnlich geschieht. 
Die Untersuchungen sind inzwischen zum Abschluss gekommen und haben 
zu einer vollständigen demnächst zu veröffentlichenden Theorie geführt, 
die eine Uebersicht über das ganze System der möglichen Bewegungen 
punktförmiger Körper gewährt, die sich nach dem Newton’schen Gesetz 
anziehen, woran sich auch die notwendigen Rechnungen anschliessen. 
Ein vereinfachter Fall giebt ungefähr eine Vorstellung von den einzufüh- 
renden neuen Begriffen: 

Von den drei gegebenen Körpern befindet sich der eine (1) in Ruhe. 
Um seinen Ort als Mittelpunkt bewegt sich Körper (2) gleichmässig in 
einer Kreisbahn. Körper (3) wird von beiden angezogen, jedoch so, dass 
die Masse m,, mit der Körper (2) anzieht, sehr klein ist. Dann kann 
man sich eine unendliche Menge verschiedener ebener Bewegungen denken, 
die sich folgendermassen aus „Gliedern“ zusammensetzen. Nach je einem 
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endlichen Zeitabstand kommt Körper (3) immer wieder in eine Nähe des 
Körpers (2) von der Ordnung m,. In der Zwischenzeit bewegt sich 
Körper (3) zufolge der gemachten Voraussetzungen in einem annähern- 
den Kegelschnittbogen um Körper (1). Bei Gelegenheit der räumlichen 
Annäherung von (3) an (2) in der angegebenen Ordnung bewirkt (2) 
in einem Zeitteil von der Ordnung m, eine endliche Abänderung der Ge- 
schwindigkeit des Körpers (3) in Grösse und Richtung, sodass jene aufein- 
ander folgenden Kegelschnittbogen wesentlich verschiedenen Kegelschnitten 
angehören. Die relative Bewegung des Körpers (3) um Körper (2) in 


. einem Zeitabschnitt der Grössenordnung m, um einen Zeitpunkt der gröss- 


ten Annäherung beider Körper herum geht in einer annähernden Hyperbel 
vor sich, deren Linearmasse von der Ordnung m, sind und deren Asympto- 
ten die Tangenten jener anderen Kegelschnittbogen sind. Solche Be- 
wegungen kann man sich willkürlich zusammensetzen: Jene aufeinander 
folgenden (annähernden) Kegelschnittbogen werden, bis auf die Grössen- 
ordnung m, genau, willkürlich vorgeschrieben, nur dass das Bestehen der 
schon Jacobi bekannten einen algebraischen Integralgleichung eine ein- 
zige Bedingung auferlegt. Dann bleibt für das Mass der Annäherung des 
Körpers (3) an (2) nach je einem solchen „Glied“ der Bewegung ge- 
rade noch die Mannigfaltigkeit übrig, dass in der besprochenen Weise 
der Uebergang aus jedem Glied in das nächstfolgende bewirkt werden 
kann. Es kommt darauf an, ein vollständiges System der möglichen Glie- 
der auch für das allgemeinere Problem aufzustellen mit geeigneten Defi- 
nitionen, die für alle Parameter des Problems, namentlich der Massen m;x, 
womit je ein Körper i den Körper k anzieht, passen. Dies gelingt, und 
zwar auch in der Verallgemeinerung auf die allgemeinsten Massen m;, und 
auf die Bewegung im Raum. Jene besonderen erwähnten Glieder sind 
natürlich nur sehr specielle. Complexe Bewegungen müssen zunächst mit 
berücksichtigt werden. Die Definitionen der „Glieder“ und der „Abschnitte“, 
in denen sie zusammenstossen, enthalten teils topologische, teils quantitative 
Bestimmungen. Die hauptsächlichsten zu überwindenden Schwierigkeiten 
bestanden im Beweis, dass man bei dieser Vereinzelung sämtlicher ver- 
schiedenen Bewegungen auch sämtliche möglichen Bewegungszustände erhält, 
d. h. das vollständige System aller Bewegungen. Die Schwierigkeiten be- 
treffend Convergenzbeweise von Reihen fallen hier weg, da Reihenentwicke- 
lungen nicht zu den Definitionen benutzt werden, sondern erst nachträglich 
zu Zahlen- und Tabellenberechnungen, wenn der Charakter des Verlaufs der 
Bewegungen schon vorher feststeht. 

Der Vortragende beabsichtigt mit diesen sehr weithin anwendbaren 
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Begriffen eine Theorie der nichtlinearen Differentialgleichungen, bez. -Glei- 
chungssysteme, die bisher unmöglich war, zu entwickeln. Er wies auch 
auf die Notwendigkeit der Einführung ähnlicher Begriffe wie dieser „Glie- 
der“ in die analytische Zahlentheorie hin. 


Ueber bedingte Biegungen krummer Flächen. 
Von 
P. Stäckel (Halle a. S.). 

In der von Gauss begründeten Theorie der Biegung krummer Flächen 
handelt es sich zunächst um die Untersuchung der beiden Probleme: 
Wie erkennt man, dass zwei gegebene Flächen in einander durch Biegung 
übergehen können? und: Welches sind alle Biegungsflächen einer gege- 
benen Fläche? In neuerer Zeit sind aber auch Probleme anderer Art auf- 
getreten, bei denen Flächen daraus ermittelt werden sollen, dass sie 
Biegungen zulassen, welche gewissen Bedingungen genügen. Eine solche 
Aufgabe findet sich in meiner Inauguraldissertation: Ueber die Bewegung 
eines Punktes auf einer Fläche (Berlin. 1885). Es ist gegeben eine 
Flächenschar U(x, y,z) = a, und es wird gefragt, ob es eine Fläche giebt, 
die sich stetig so biegen lässt, dass ihre Punkte bei der Biegung stets auf 
der Fläche der Schar bleiben, auf der sie ursprünglich lagen. Die Lö- 
sung dieser Aufgabe ist für die Dynamik von Wichtigkeit. Fasst man 
nämlich U(x, y, z) als Kräftefunction auf, so gilt der Satz, dass bei den- 
selben Anfangsbedingungen ein bewegter Punkt auf der gebogenen Fläche 
gerade die Bahn durchläuft, die aus der Bahn auf der ursprünglichen 
Fläche durch die Biegung hervorgeht. 

Den Fall, dass die Flächenschar U=u aus parallelen Ebenen be- 
steht, habe ich in meiner Dissertation erledigt. Ein weiteres Beispiel sol- 
cher Biegungen giebt der bekannte Satz von Herrn Schwarz, dass jede 
Minimalfläche sich stetig so biegen lässt, dass sie Minimalfläche bleibt. 
Wird ein Punkt der Fläche festgehalten, so beschreiben die anderen bei der 
Biegung Ellipsen, die in Ebenen liegen, welche durch jenen Punkt gehen. 
Es lässt sich nun, wie ich an anderer Stelle ausführlich beweisen werde, 
das Umgekehrte behaupten. Lässt sich eine Fläche, während einer ihrer 
Punkte festgehalten wird, so biegen, dass alle ihre Punkte Bahnen be- 
schreiben, die in Ebenen durch diesen Punkt liegen, so ist die Fläche not- 
wendig eine Minimalfläche, und diese Eigenschaft bleibt bei den Biegun- 
gen der verlangten Art erhalten“. Andere Umkehrungen des Schwarz’schen 
Satzes findet man bei Darboux, Theorie des surfaces, T. I. Livre III. Chap.V. 


2 
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Ueber die Abwickelung von Rotationsflächen mit constantem 
negativen Krümmungsmass auf einander. 
Von 
A. Wangerin (Halle a. S.). 


Zur Aufstellung der endlichen Formeln für die Abwickelung einer 
Rotationsfläche mit constantem negativen Krümmungsmass auf der Pseudo- 
sphäre mit gleichem Krümmungsmass bedurfte es bisher einer langen und 
umständlichen Rechnung, die sich auf die Theorie der geodätischen Polar- 
coordinaten stützte. Der Vortragende giebt zur Ableitung der in Rede 
stehenden Formeln eine einfachere Methode an, welche die Kenntnis der 
geodätischen Linien jener Flächen nicht voraussetzt. Die Methode besteht 
darin, zunächst die allgemeinsten Gleichungen für die conforme Abbildung 
beider Flächen auf einander zu suchen; und diese kann man unmittel- 
bar aus den Formeln für die Bogenelemente der Flächen ablesen. Die 
Abwickelung aber kann als ein specieller Fall der conformen Abbildung 
aufgefasst werden; um die Formeln für die Abwickelung zu erhalten, ist 
es daher nur nötig, die bei der Abbildung auftretenden willkürlichen 
Functionen passend zu bestimmen. Diese Bestimmung nun lässt sich 
auf die Ermittelung zweier Funetionen F(£) und F,(n) mit den von ein- 
ander unabhängigen Argumenten £, rn) zurückführen, welche der Functional- 
gleichung 

(1)  1-FOEM) = EEHmMVFOF, m) 
genügen. Dabei bezeichnen F' und F’, wie üblich, die Ableitungen von 
F und F,. Es gelingt ohne Schwierigkeit, die der Bedingung (1) genü- 
genden Functionen zu finden, und danach bedarf es nur noch einer Zer- 
legung eines complexen Ausdrucks in seine Bestandteile, um zum Ziele 
zu gelangen. Als Resultat der Rechnung ergiebt sich folgendes: Für die 


1 
Pseudosphäre mit dem Krümmungsmass u sei p der Radius eines 
Parallelkreises, @ der Winkel, den p mit einer festen Meridianebene bildet. 
| 1 
Für eine andere Rotationsfläche mit dem Krümmungsmass SahrT; mögen 


die analogen Grössen mit r, vd bezeichnet werden. b sei die in 
der Gleichung der zweiten Fläche neben a auftretende Constante, und 
zwar sei zunächst b<<a (während für die Pseudosphäre b=a ist). 
Dann bestehen zwischen p, © einerseits, r, v andererseits folgende Glei- 
chungen: 
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Diese Formeln sind die allgemeinsten für die Abwickelung der beiden in 
Rede stehenden Flächen auf einander, da sie drei willkürliche Constanten 


2, d,, a enthalten. Für den Fall b>a gelten die Formeln (2) eben- 
falls, nur hat dann die willkürliche Constante «& einen rein imaginären 
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Wert. Setzt man « = m Ya?—b?, so kann man auch zu dem Falle b=a 
übergehen, d. h. zur Abwickelung der Pseudosphäre auf sich selbst. Die 
Gleichungen (2) lassen sich leicht nach p und — 9, auflösen, und durch 
Combination beider Formen jener Gleichungen gelangt man unmittelbar 
zu den allgemeinsten Formeln für die Abwickelung zweier beliebigen 
Rotationsflächen mit constantem negativen Krümmungsmass auf einander. 
Die hier an einem Beispiel entwickelte Methode lässt sich auch in ande- 
ren Fällen mit Nutzen verwenden. 


Ueber die Differentialgleichungen der hy perelliptischen 
Thetafunetionen. 
Von 
E. Wiltheiss (Halle a. S.). 
Das Integral 
il dx 
YAx‘ ABIT HOT Zw, 
hat Hr. Weierstrass durch die lineare Substitution auf die Form 
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gebracht, wo g, und g, die Invarianten von Ax*+4Bx?+60x?+4Dx-+E 
sind: 
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ist, dass 
A B c+2. in 
(A) un. B G— _ı D 
GEBE 1) ai 
Durch weiteres Differentüren ergiebt sich: 
el) +6 


Diese beiden Gleichungen (A) und (B) gelten nicht nur für die ungera- 
den Thetafunctionen, sondern für alle Thetafunctionen, da 

O’lgd(u+v;)) _ O1g9;(u) 

Ou? 0 Qu? 








ist. 

Zwischen den partiellen Ableitungen zweiter, dritter und vierter Ord- 
nung der hyperelliptischen Thetafunctionen bestehen nun bekannt- 
lich ebenfalls partielle Differentialgleichungen. Ich habe kürzlich gefun- 
den, dass sich dieselben, wenn die Thetafunctionen die durch 
Herrn Klein eingeführten Invarianteneigenschaften haben, auf 
eine den Gleichungen (A) und (B) ganz analoge Form bringen 
lassen. Diese möchte ich hier mitteilen. 

Falls den Thetafunctionen die Gleichungen 
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f(x) = Ax’+6Bx’+150x*+20Dx’+15Ex’+6Fx +6 
ist, zu Grunde liegen, so hat man die Determinante R —= 
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notwendig. DBezeichnet man nämlich die Subdeterminanten hiervon mit 
R,., so bestehen die Gleichungen 
0°?1g0 0°1g0 
— ll __1\4/-+H1 
(An) | Our Balne ou du DREI EEE 
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welche als der Relation (A) entsprechend angesehen werden müssen. 
Die Uebersichtlichkeit der Differentialgleichungen lässt sich noch da- 
durch bedeutend vermehren, dass man sie mit Hülfe der vollkommen be- 
liebigen Variabeln v und w zusammenfasst: 
0°1g0 0°1g0 03180 0°1g0 ) 
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Dazu kommt noch die bemerkenswerte Differentialgleichung: 
Bat); 

zu welcher eine analoge bei den elliptischen Functionen nicht besteht. 

Die Differentialgleichungen für die vierten partiellen Ableitungen der 

Thetafunetionen will ich sogleich mit Hülfe der beliebigen Variable w zu- 


sammenfassen. Dadurch erhalte ich: 
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eine Gleichung, die (B) entspricht. 
Die Gleichungen (AI), (Ala) und (BI) gelten für alle geraden und 


ungeraden Thetafunctionen. 
Zum Schlusse möchte ich noch bemerken, dass ich diese Differential- 
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gleichungen aus den Relationen: 
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abgeleitet habe. 


Ueber eine elementare Frage der Mannigfaltigkeitslehre. 
Von 
Georg Cantor (Halle a. S.). 

In dem Aufsatze, betitelt: Ueber eine Eigenschaft des Inbegriffs aller 
reellen algebraischen Zahlen (Journ. für Math. Bd. 77, S. 258), findet sich 
wohl zum ersten Male ein Beweis für den Satz, dass es unendliche 
Mannigfaltigkeiten giebt, die sich nicht gegenseitig eindeutig auf die Ge- 
samtheit aller endlichen ganzen Zahlen 1, 2, 3, ..., v, ... beziehen 
lassen, oder, wie ich mich auszudrücken pflege, die nicht die Mächtigkeit 
der Zahlenreihe 1, 2, 3,...,v,... haben. Aus dem in $ 2 Bewiesenen 
folgt nämlich ohne weiteres, dass beispielsweise die Gesamtheit aller reellen 
Zahlen eines beliebigen Intervalles (@...ß) sich nicht in der Reihenform: 

ee LA R var ER LPR 
vorstellen lässt. 

Es lässt sich aber von jenem Satze ein viel einfacherer Beweis liefern, 
der unabhängig von der Betrachtung der Irrationalzahlen ist. 

Sind nämlich m und w irgend zwei einander ausschliessende Charak- 
tere, so betrachten wir einen Inbegriff M von Elementen: 


NEN OTREEE ERLEN 
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welche von unendlich vielen Coordinaten X,, X,, ..., Xy, ... abhängen, 
wo jede dieser Coordinaten entweder m oder w ist. M sei die Gesamtheit 
aller Elemente E. 

Zu den Elementen von M gehören beispielsweise die folgenden drei: 


Eleges2 in mn e 
BE mW. ws. 
EIN ey mw m, wenn 


Ich behaupte nun, dass eine solche Mannigfaltigkeit M nicht die Mächtig- 


keitrderiheilie 1,r2%.., Vremahar: 
Dies geht aus folgendem Satze hervor: 
„Ist E,E,..., E,, ... irgend eine einfach unendliche Reihe von 


Elementen der Mannigfaltigkeit M, so giebt es stets ein Element E, von M, 
welches mit keinem E, übereinstimmt.“ 
Zum Beweise sei: 


E, == (a ee 
Bi Fr (ag; AQg2y +, Mr) BEE 
Eu = (an ara 


Hier sind die a,, in bestimmter Weise m oder w. Es werde nun eine 
Reihe b,, b,,..., b,, ..., so definirt, dass b, auch nur gleich m oder w 
und von a,,, verschieden sei. 

Ist also a,,=m, so ist b,—w, und ist a,,„—=w, so ist b, =m. 

Betrachten wir alsdann das Element: 

N en 
von M, so sieht man ohne weiteres, dass die Gleichung: 
EB = E 

für keinen positiven ganzzahligen Wert von uw erfüllt sein kann, da sonst 


‘ 


für das betreffende u und für alle ganzzahligen Werte von v: 
b, = Au,» 


also auch im besondern: 


wäre, was durch die Definition von b, ausgeschlossen ist. Aus diesem 
Satze folgt unmittelbar, dass die Gesamtheit aller Elemente von M sich 
nicht in die Reihenform: E, E,, ..., E,,.... bringen lässt, da wir 
sonst vor dem Widerspruch stehen würden, dass ein Ding E, sowohl Ele- 
ment von M, wie auch nicht Element von M wäre. 

Dieser Beweis erscheint nicht nur wegen seiner grossen Einfachheit, 


u at 
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sondern namentlich auch aus dem Grunde bemerkenswert, weil das darin 
befolgte Princip sich ohne weiteres auf den allgemeinen Satz ausdehnen 
lässt, dass die Mächtigkeiten wohldefinirter Mannigfaltigkeiten kein Maxi- 
mum haben oder, was dasselbe ist, dass jeder gegebenen Mannigfaltig- 
keit L eine andere M an die Seite gestellt werden kann, welche von 
stärkerer Mächtigkeit ist als L. 

Sei beispielsweise L ein Linearcontinuum, etwa der Inbegriff aller 
reellen Zahlgrössen z, die O0 und —=1 sind. 

Man verstehe unter M den Inbegriff aller eindeutigen Functionen f(x), 
welche nur die beiden Werte 0 oder 1 annehmen, während x alle reellen 
Werte, die Z0 und = 1 sind, durchläuft. 

Dass M keine kleinere Mächtigkeit hat als L, folgt daraus, dass sich 
Teilmengen von M angeben lassen, welche dieselbe Mächtigkeit haben, 
wie L, z. B. die Teilmenge, welche aus allen Functionen von x besteht, 
die für einen einzigen Wert x, von x den Wert 1, für alle andern Werte 
von x den Wert O haben. 

Es hat aber auch M nicht gleiche Mächtigkeit mit L, da sich sonst 
die Mannigfaltigkeit M in gegenseitig eindeutige Beziehung zu der Verän- 
derlichen z bringen liesse, und es könnte M in der Form einer eindeu- 
tigen Function der beiden Veränderlichen x und z: 

9X, 2) 

gedacht werden, so dass durch jede Specialisirung von z ein Element 
f(x)=o(x,z) von M erhalten wird und auch umgekehrt jedes Element 
f(x) von M aus o(x, z) durch eine einzige bestimmte Specialisirung von z 
hervorgeht. Dies führt aber zu einem Widerspruch. Denn versteht man 
unter g(x) diejenige eindeutige Function von x, welche nur die Werte 
0 oder 1 annimmt und für jeden Wert von x von @(x,x) verschieden . 
ist, so ist einerseits g(x) ein Element von M, andererseits kann g(x) 
durch keine Speeialisirtung zz, aus 9(x, z) hervorgehen, weil »(Zz,, z,) 
von g(z,) verschieden ist. 

Ist somit die Mächtigkeit von M weder kleiner noch gleich derjenigen 
von L, so folgt, dass sie grösser ist als die Mächtigkeit von L. (Vgl. 
Crelle’s Journal, Bd. 84 8. 242.) 

Ich habe bereits in den „Grundlagen einer allgemeinen Mannigfaltig- 
keitslehre“* (Leipzig 1883; Math. Annalen Bd. 21) durch ganz andere 
Hülfsmittel gezeigt, dass die Mächtigkeiten kein Maximum haben; dort 
wurde sogar bewiesen, dass der Inbegriff aller Mächtigkeiten, wenn wir 
letztere ihrer Grösse nach geordnet denken, eine „wohlgeordnete Menge“ 
bildet, so dass es in der Natur zu jeder Mächtigkeit eine nächst grössere 
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giebt, aber auch auf jede ohne Ende steigende Menge von Mächtigkeiten 
eine nächst grössere folgt. 

Die „Mächtigkeiten“ repräsentiren die einzige und notwendige Ver- 
allgemeinerung der endlichen „Cardinalzahlen“, sie sind nichts anderes 
als die actual-unendlich-grossen Cardinalzahlen, und es kommt ihnen die- 
selbe Realität und Bestimmtheit zu, wie jenen; nur dass die gesetzmässi- 
gen Beziehungen unter ihnen, die auf sie bezügliche „Zahlentheorie* zum 
Teil eine andersartige ist, wie im Gebiete des Endlichen. 

Die weitere Erschliessung dieses Feldes ist Aufgabe der Zukunft. 
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Vorwort. 


Als ich vor nunmehr anderthalb Jahren seitens des Vorstandes der 
Deutschen Mathematiker-Vereinigung den Auftrag übernahm, einen Be- 
richt „über die Fortschritte der projeetiven Invariantentheorie im letz- 
ten Vierteljahrhundert“ zu verfassen, glaubte ich eine ungefähre Vorstel- 
lung von den Schwierigkeiten der Aufgabe zu haben. Diese Schwierig- 
keiten sind aber im Laufe der wirklichen Durchführung in einem Masse 
gestiegen, dass mich mehreremale das ermüdende Gefühl beschlichen 
hat, einer solchen Last nicht gewachsen zu sein. 

Das vorliegende Werk leidet demgemäss an manchen Unvollkommen- 
heiten. 

In erster Linie wird man finden, dass die Besprechungen der ein- 
zelnen Untersuchungen der nötigen Kritik entbehren. Ich habe aber 
geglaubt, dem mathematischen Publicum einen grösseren Dienst zu er- 
weisen, wenn ich unter Zurückhaltung der eigenen Persönlichkeit im Zu- 
sammenhange darlegte, was die verschiedenen Forscher im wesentlichen 
geleistet haben, und nicht, was dieselben hätten leisten sollen. Zudem 
habe ich versucht, Lücken in unserem gegenwärtigen Wissen durch die 
Art der Anordnung des Stoffes, wie in der Form von Aufgaben hervor- 
treten zu lassen. 


Dass die citirte Litteratur, trotzdem ich gerade auf sie viel zeitrau- 
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IV Vorwort. 


bende Mühe verwandt habe, auf Vollständigkeit noch immer keinen An- 
spruch machen kann, wird die Fülle des Stoffes entschuldigen. Die 
Litteratur der allerneuesten Zeit insbesondere ist mir zum Teil nicht zu- 
gänglich gewesen. 

In der Verteilung des Materials auf den knappen, mir zu Gebote 
stehenden Raum habe ich mir manche Freiheit gestattet. Auf den In- 
halt mancher Abhandlung sind mehrere Seiten verwendet worden, auf 
den von mancher andern, vielleicht ebenso wichtigen oder noch wichti- 
geren, nur einige Zeilen. 

Man möge das einmal einer gewissen parteiischen Liebhaberei zu 
Gute halten, andererseits aber auch berücksichtigen, dass es nahezu un- 
möglich erscheint, etwa den Gedankengang einer symbolischen Rechnung 
zu zergliedern, wenn man nicht geradezu einen, mit dem Wesen jener 
Rechnung völlig vertrauten Leser voraussetzen will. 

Aufrichtig bedauere ich, aus Mangel an Raum von den so zahlrei- 
chen und anregenden Anwendungen der Formentheorie auf die Geometrie 
fast gar keine Notiz genommen zu haben, sodass ein Abschnitt, wie der 
über Combinanten, ein sehr einseitiges Gepräge erhalten hat. 

Möchte dieser Bericht zu einer gesammelten Bearbeitung der gemein- 
ten Anwendungen Anlass geben, die, wie ich glaube, von den Algebrai- 
kern wie Geometern mit oleicher Freude begrüsst werden würde. 

Bezüglich der Nomenclatur habe ich noch Einiges zu bemerken. 

Die Wörter „Grad“ und „Ordnung“ werden nach dem vorwiegenden 
Sprachgebrauch dahin geschieden, dass das erstere sich auf die Dimen- 
sion einer Form bezüglich gewisser Coefficienten, das letztere auf die- 
jenige bezüglich gewisser Variabeln bezieht. 

Ich habe mir indessen auch die weitere Consequenz. gestattet, bei 
algebraischen Gleichungen mit einer Unbekannten die bisher übliche Be- 


zeichnung „Grad“ durch „Ordnung“ zu ersetzen. 
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Vorwort. 2 


- In der Formentheorie betrachtet man gewisse Formen als gegeben, 
aus denen dann eine unbegrenzte Reihe weiterer durch invariante Pro- 
cesse abgeleitet werden. 

Die ersteren nenne ich durchweg „Ur-“ oder „Stamm“formen, wäh- 
rend ich das sonst promiscue gebrauchte Wort „Grundformen“ für die 
Individuen eines „vollen Systems“ in Gordan’schem Sinne reservirt habe. 

Hinsichtlich der abgeleiteten Formen habe ich es bei der etwas um- 


ständlichen Benennung „invariante Bildung“ 


bewenden lassen, da das 
von Sylvester vorgeschlagene Wort „Concomitante“* bisher nicht rechten 
Eingang gefunden hat, die kürzere Bezeichnung „Invariante* hingegen in 
dieser Verallgemeinerung leicht zu Missverständnissen führt. 

Eine binäre Form nter Ordnung bezeichne ich durchweg mit f, oder 
©, eine ternäre mit O,„, eine quaternäre oder höhere mit F,. 

Auf ein Autorenregister ist aus naheliegenden Gründen Verzicht ge- 
leistet worden; ein Sachregister erschien überflüssig, mit Rücksicht auf 
das Inhaltsverzeichnis, sowie die Rückverweisungen im Texte, nament- 
‚lich zu Anfang jedes einzelnen Abschnittes. 

Noch habe ich mit Dankbarkeit der vielfachen Unterredungen zu ge- 
denken, welche ich über das vorliegende Thema mit den Herren Klein, 
Gordan, Brill und vielen andern gepflogen habe, sowie der wertvollen 
Unterstützung, ‚welche mir durch bereitwilligste Ueberlassung von Litte- 
ratur seitens zahlreicher Fachgenossen und der Göttinger Universitäts- 
bibliothek zuteil geworden ist, endlich auch der Mühe, welche sich Herr 
Lampe um die Ueberwachung der Correctur und um die geschäftlichen 
Verhandlungen mit der stets entgegenkommenden Verlagsbuchhandlung 


gegeben hat. 


Clausthal, August 1892. 
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Rückblick*) auf die ältere Periode von 1841—186\. 


Wir feiern zur Zeit das fünfzigjährige Jubiläum der Invariantentheorie. 
Wohl reichen die Wurzeln derselben in frühere Zeiten hinein: es sei hier er- 
innert einmal an die von Lagrange und Gauss”*) begründete Theorie der 
quadratischen (ganzzahligen) Formen von zwei und drei Veränderlichen, ande- 
rerseits an die durch Poncelet insLeben gerufene, durch Chasles, Möbius, 
Plücker und Steiner weiter ausgebildete projectivische Geometrie”””). 


*) Eine Reihe von Litteraturnachweisen findet sich in Salmon’s Modern 
higher Algebra, 4. Edition, Dublin 1885. Vgl. die erweiterte deutsche Aus- 
gabe von Fiedler, 2. Auflage, Leipzig 1877. Im Folgenden mit „Salmon“ resp. 
„Fiedler“ eitirt. Eine Zusammenstellung der auf die binären Formen bezüg- 
lichen Litteratur findet sich auch in der von Walter und Nöther besorgten 
deutschen Ausgabe von Faä di Bruno’s „Theorie der binären Formen“. Leipzig 
1881. Im Folgenden mit „Bruno“ eitirt. 

”®) Lagrange constatirt in den Berliner Abhandlungen 1773 S. 265 die 
Invarianz der Discriminante von ax?—+2bxy-+-cy? beim Uebergange von x zu 
x-+-Ay, vgl. Salmon S. 343. Bei Gauss, Disquisitiones Arithm. (1801), bildet 
die allgemeine lineare Transformation die Grundlage der binären und ternären 
quadratischen Formen, deren Discriminanten als Invarianten nachgewiesen wer- 
den. In den art. 267, 268 wird gezeigt, wie die Reciproke (forma adjuncta) 
der ternären Form bei der „transponirten“ Substitution ungeändert bleibt. 
(Vgl. Salmon S. 344.) 

Die ersten Anfänge der symbolischen Darstellung kann man nach Gordan 
(Math. Ann. VII S. 38) in Arbeiten von Cauchy, Boole, Pfaff, Jacobi verfolgen; 
weitere Analogien bot die Variationsrechnung (l. ce. S. 37). 

Der von Cauchy 1812 in voller Allgemeinheit aufgestellte Multiplications- 
satz der Determinanten lässt sich ungezwungen als Beispiel für den invarian- 
ten Charakter einer heutzutage als identisch bezeichneten Covariante auffassen. 
In der That ist dies der Ausgangspunkt der Cayley’schen Betrachtungen. 

Eine andere Art von Vorstufe zur Invariantentheorie bildet die Darstel- 
lung quadratischer Formen als Summen von Quadraten vermöge orthogonaler 
Transformationen, bezüglich derer man Baltzer’s Determinantentheorie ver- 
gleichen mag (Lagrange, Laplace, Cauchy, Lebesgue, Jacobi). Endlich gehören 
hierher noch eine Reihe von vorbereitenden Sätzen Joachimsthal’s über die 
Diseriminante, die Taylor’sche Reihe u. s. w., sowie einige Beispiele von „Diffe- 
rentialinvarianten“ bei Cauchy. 

”**) Als die beiden Hauptmomente, welche hier in Betracht kommen, 
gelten wohl einmal die Rolle, welche das Doppelverhältnis als (irrationale) ab- 
solute Invariante spielt, sodann die Theorie der Polarreeiproeität. Eine be- 
sondere Würdigung jener Geometer, vom Standpunkt der Algebra aus, giebt 
Clebsch in seiner Plücker-Biographie, Göttinger Abh. XVI S. 1—32. 
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Indessen datirt man doch die eigentliche Invariantentheorie erst seit 
jener Arbeit des Engländers Boole*) vom Nov. 1841, in der nicht nur 
allgemein die Invarianteneigenschaft der Discriminanten nachgewiesen, son- 
dern auch ein einfaches Princeip angegeben wird, wie man über die letz- 
teren hinaus zu simultanen Invarianten von Formen gelangt. 

Kurz darauf (Februar 1842) zeigt Boole**), dass die Polaren einer 
Form f zu einer ausgedehnten Klasse von Covarianten, d. i. zu invarianten 
Bildungen führen, welche ausser den Coefficienten von f (und denen von 
linearen Hülfsformen) noch die Variabeln enthalten. 

Drei Jahre darauf (1845) hat sich Cayley*”*) der neuen Richtung 


*) Cambr. Math. Journ. III S.1—20. Die Arbeit ist datirt vom 28. April 1841. 

Boole verallgemeinert die orthogonale Transformation quadratischer For- 
men dahin, dass er nach den Bedingungen fragt, unter welchen zwei vorge- 
legte Paare von homogenen Formen gleicher Ordnung q, Q; q’, @’' vermöge 
linearer Substitution der Variabeln in einander übergeführt werden können. 
Als notwendige (wenn auch durchaus nicht immer hinreichende) Bedingung 
ergiebt sich ihm, dass die gleich Null gesetzten Discriminanten von q+AQ, 
q’-+AQ’ zu den nämlichen Gleichungen in A führen müssen. Daraus fliesst 
als Corollar, dass die Disceriminanten von q und q’ nur um eine Potenz der 
Substitutionsdeterminante differiren (l.c. p. 19). Der vollständige Beweis hier- 
für nebst der genauen Angabe des bez. Potenzexponenten wird von Boole erst 
drei Jahre später geliefert, Cambr. Math. Journ. IV (Nov. 1844), S. 167—171. 

Es ist nicht ausser Acht zu lassen, dass im Jahre 1841 auch die Ab- 
handlung Jacobi’s über Functionaldeterminanten erschien, Journ. für Math. 
XXII S. 319— 559. Dieselbe trägt kein Datum, indessen ist die voraufgehende 
grosse Determinantenarbeit von Jacobi mit dem Datum des 17. März 1841 ver- 
sehen, eine kleinere, später folgende Arbeit desselben Verfassers mit dem des 
18. März 1841. 

In der erstgenannten Abhandlung erscheint als eine fundamentale Eigen- 
schaft der Functionaldeterminanten, dass sie sich bei ganz allgemeinen Trans- 
formationen der Variabeln bis auf einen Factor, der selbst wiederum eine 
Functionaldeterminante ist, reproduciren. Hiervon wird eine Anwendung auf 
die Transformation vielfacher Integrale gemacht. Als specieller Fall des ge- 
nannten Satzes tritt die Combinanteneigenschaft der Resultante zweier binärer 
Formen f, g gleicher Ordnung hervor, d. i. die Aenderung der Resultante um 
eine Potenz von Au’—Ap, wenn f, g durch Af+ug, Xf-+-u’g ersetzt werden. 
Vgl. darüber den ersten Band der Gordan’schen Vorlesungen hg. von Kerschen- 
steiner, Leipzig 1885. 

**) Cambr. Math. Journ. III S. 106—119. Hier werden die Ergebnisse der 
ersten Abhandlung auf mehr als zwei Formen, die auch von ungleicher Ordnung 
sein können, ausgedehnt. Durch totale Differentiation der vorgelegten Formen- 
äquivalenzen wird die Aufgabe auf die Aequivalenz von Differentialformen 
gleicher und dabei möglichst niedriger Ordnung zurückgeführt. Der Meinung Sal- 
mon’s (8.344), dass Boole hiermit den Satz begründet habe, dass Invarianten von 
Polaren Öovarianten der Grundform seien, kann sich der Referent nichtanschliessen. 

*##) Collected Math. Papers Vol. I, S. 80—94, 95—112. Die zweite dieser 
Arbeiten erschien 1846. 

Dielnvarianz der betrachteten Formen tritthier durchgängig 
als eine Erweiterung des Multiplicationssatzes der Determinan- 
ten auf. Die Erweiterung selbst geht in doppelter Richtung vor sich: ein- 
mal werden Determinanten höheren Ranges gebildet, die sich aus (x!)n Glie- 


Rückblick auf die ältere Periode von 1841—67. 83 


bemächtigt, und baut sogleich eine systematische Symbolik auf, den von 
ihm so genannten „Hyperdeterminantencaleül“, mittels dessen es gelingt, 
auch für eine einzelne Form beliebig zu vermehrende Reihen von Invarian- 
ten zu bilden. 

„Aus diesem Caleül ist“, nach den Worten von Salmon*), „die mo- 
derne Algebra entsprungen“. 

Etwas früher (1844) hatte schon Eisenstein**) die einfachsten In- 


dern zusammensetzen, andererseits wird ein ganzes Aggregat von Determi- 
minanten unter der Form einer Matrix zusammengefasst. Die Determinanten 
höheren Ranges sind von Cayley bereits 1843 (l. c. 63—79, zweite Hälfte) ein- 
geführt; die "Abkürzung in der Bezeichnung ist eine erste Art von Symbolik. 
Die Anwendung dieser Ideen auf eine vorgelegte Urform nter Ordnung in m 
Variabeln vollzieht sich in der Weise, dass dieselbe zunächst ersetzt wird 
durch eine Form, welche in n Reihen von m Variabeln je linear ist, welche 
alle verschiedenen Substitutionen unterworfen werden können. Der Boole’- 
sche Discriminantensatz erscheint jetzt in dem Lichte, dass sich die ursprüng- 
liche und die transformirte Discriminante um eine Potenz des Productes sämt- 
licher n Substitutionsdeterminanten unterscheiden. 

Nachträglich lassen sich einige oder alle n Variabelnreihen wieder-identi- 
fieiren, nur nicht in den für die Invarianten aufgestellten linearen partiellen 
Differentialgleichungen (S. 84), welche wiederum der Ausdruck für eine elemen- 
tare Determinanteneigenschaft sind. 

In der erstgenannten Abhandlung S. 80—94 ist die Methode soweit aus- 
gebildet, dass man erkennt, wie jede binäre Form gerader Ordnung eine qua- 
dratische Invariante besitz. Am Schlusse wird Boole als der Entdecker der 
ersten kubischen Invariante (einer biquadratischen Form) genannt, cf. Salmon 
S. 343, vgl. indessen unten bei Eisenstein. 

Die zweite Abhandlung bietet wesentliche Fortschritte. Vgl. Salmon, 
Lesson 14. Der Grundgedanke ist, dass man die Functionaldeter- 
minante von n Functionen von n Variabeln auffassen kann als 
das Resultat eines Differentiationsprocesses, welcher auf eine 
einzige Function ausgeübt wird, nämlich auf das Product jener 
n Functionen, jede in einer andern Variabelnreihe geschrieben; 
nachträglich ist die Verschiedenheit der n Variabelnreihen wieder aufzuheben. 
Dies gewährt den Vorteil, den Differentiationsprocess zu iteriren und ver- 
schiedene Iterationen zu combiniren. Sämtliche, so entstehende Processe, 
auf ganze homogene Functionen angewandt, sind invariantiver Natur, d.h. 
sie erzeugen aus den Functionen simultane Covarianten. 

Die hiermit verknüpfte Symbolik ist in Wirklichkeit nur eine 
Abkürzung in der Darstellung realer Processe. Anders später bei 
Gordan, wo sich diese Processe auf symbolische Formen erstrecken. Der 
Cayley’sche Differentiationsprocess („Q-Process“) ist heutzutage von grosser 
Bedeutung geworden. Cf. I. C, b, a. 

*) Salmon S$. 343. 

“=, Journ. für Math. XXVIIl. Die quadratische Covariante und die Diserimi- 
nante einer binären kubischen Form figuriren bereits in der Note 8. 75—79, da- 
tirt Dez. 1843, vgl. dazu die Arbeit S. 82—104, gleichfalls dat. Dez. 1843; die 
beiden Invarianten i, j der biquadratischen Form in der bekannten Note über die 
Auflösung der Gleichungen von den ersten vier Ordnungen 8. 8S1—83, dat. 1. Jan. 
1844. Salmon (S. 343) bestreitet zwar, dass Eisenstein die Interane jener 
Formen bekannt gewesen sei. Eisenstein verweist indessen ausdrücklich am 
Schlusse der letztgenannten Note auf eine künftige Notiz über „die sehr merk- 
würdigen Eigenschaften und Umformungen der betr. homogenen Ausdrücke“. 
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und Covarianten einer kubischen und biquadratischen binären Form erkannt; 
es hatte Hesse *), in eleganter Handhabung des von Jacobi zur Vollendung 
gebrachten Determinantenapparats, der nach ihm benannten Covariante 
ein eingehendes Studium gewidmet und die Rolle aufgedeckt, welche 
dieselbe in der Theorie der ebenen Curven, insonderheit derer von der 
3. Ordnung spielt. 

Nicht unerwähnt darf bleiben, dass im gleichen Jahre (1844) Grass- 
man uns mit seiner Ausdehnungslehre hervortrat, dessen Ideen über Lücken- 
ausdrücke und mehrstufige Coordinaten den Keim zu der modernen Ge- 
staltung unserer Theorie in sich tragen. 

Indireet hat auch Galois***) durch seine Theorie von der Gruppe 
einer Gleichung eingegriffen (1846). 

Während Aronholdyr) der Erste ist, der im ternären Gebiete die In- 
varianten der kubischen Form und ihre Beziehung zur Diseriminante auf- 
findet (1849), sehen wir in dem Cyklus Sylvester’scherff) Publicationen 





Diese Notiz ist in der That im gleichen Journalbande S. 319--321 erschienen, 
wo mit voller Präcision den beiden Covarianten nebst der Discriminante 
der kubischen Form die Invarianteneigenschaft zugesprochen wird. 

Dagegen hat unzweifelhaft Boole zuerst die Diseriminante der biquadra- 
tischen Form als ganze Function der beiden Invarianten ji, J ausgedrückt, 
Cayley I S. 94, Salmon S. 848. 

*) Journ. für Math. XX VIII 8. 68—107. Die BEER Gestalten der 
binären kubischen und biquadratischen Formen und ihre Verwendung zur Auf- 
lösung der bez. Gleichungen sind im gleichen Journ. dargestellt; die Invarian- 
ten treten freilich hierbei nur implicite auf. 

Wegen der Bedeutung Hesse’s für die moderne Algebra siehe Nöther in 
Schlömilch Z. XX und Klein im Programm des Münchener Polytechnikums. 1875. 

*") Grassmann’s bez. Verdienste sind übersichtlich von Sturm in der Bio- 
graphie Math. Ann. XIV, siehe insbes. S. 25, geschildert worden. Vgl. Math. 
Ann. VII S.12. 

Von Schlegel ist der Versuch gemacht worden, eine Algebra im Sinne 
Grassmann’s herauszugeben, Leipzig 1875, desgleichen von Schendel, Halle 1885. 

=) Die Galois’schen Untersuchungen waren zwar schon 1829. publieirt, 
sind aber erst 1846 (Liouv. J. XI) allgemein zugänglich geworden. Ihr Einfluss 
auf die Invariantentheorie tritt übrigens erst in der neueren Periode hervor. 

7) Journ. für Math. XXXIX 8. 140—159. Zwei Jahre später überreichte » 
Aronhold der Königsberger philosophischen Facultät ein Manuscript (welches 
niemals publieirt wurde), in dem er die Invariantentheorie auf einheitlicher 
Grundlage entwickelte. Seinen brieflichen Mitteilungen an Cayley zufolge 
muss er damals auch bereits im Besitze der Differentialgleichungen für die 
Invarianten gewesen sein. Cf. Salmon 8. 344. 

7) Cambr. and Dublin Math. J. VI S. 186—200, 289—293 (1851); Bd. VII 
S8.52—97 (1852); Bd. VIII S.62—64, 256—269 (1853); Bd.IX 8.85— 108 (1854) ; 
cf. Cayley, Bd. VII 40—51, 97—98. 

Den Sylvester’schen Aufsätzen gehen voran zwei solche von Boole Bd. VI 
87—106, 107—113 (1851), in welchen die früheren Ergebnisse des Verf. zu- 
sammengefasst und durch einige wesentliche Zusätze vervollständigt werden, 
vgl. Salmon S. 344. Zu den letzteren gehört ein sehr fruchtbares Prineip zur 
Erzeugung von neuen invarianten Bildungen. Für zwei homogene Variable x, y 
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or 





wird bewiesen, dass, wenn diese durch eine Substitution mit der Determinante & 
in x’, y’ übergehen, durch genau dieselbe Substitution die partiellen Ablei- 


tungen (einer arbiträren Function) Zn en übergeführt werden in 
x 
A ’ : 
— —— , — — —— . Eine Wiederholung des Beweisverfahrens (was indessen, 
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die ne (27 ; = Ei el ar Sr) d.h. jedes Product von 
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der Art ) (-—) ist in Wahrheit zu ersetzen durch Bu und ent- 


sprechend für die gestrichenen Buchstaben. 

Es erscheint einem nicht symbolisch veranlagten Leser merkwürdig, dass 
Boole von dem viel näher liegenden Satze keine Notiz nimmt, dass die Iden- 
tität @ ( „— ) = ar i ee) auch in realem Sinne gültig 
ist, sodass die ursprünglichen Variabeln durch die wirklichen Ableitungen 
einer Function ersetzt werden. Das Letztere hat erst Sylvester bemerkt. (Siehe 
folgende Seite.) 

Boole erweitert seinen Satz auf das Gebiet von drei Variabeln, jedoch nur 
für orthogonale Transformationen. 

In der zweitgenannten Arbeit verwendet Boole sein Prineip dazu, um aus 
gewissen Klassen von Gleichungen in vier homogenen Variabeln die Product- 
glieder vermöge linearer Transformation zu entfernen. 

Sylvester beginnt damit, die Ergebnisse seiner Vorgänger unter einem 
einzigen Gesichtspunkte zu vereinigen. Dazu dient ihm der wichtige Satz: 
„Die Resultante von n homogenen Formen p(x) mit n Variabeln x, ist nach 
Ersetzung der letzteren durch n andere Formen db (x), das Product von (leicht 
bestimmbaren) Potenzen der Resultante der #(x) und der Resultante der 
b(x)“ (Bd. VI S. 187). Die Resultante erscheint so als eine Invariante in 
höherem Sinne, d. h. höheren Transformationen gegenüber. Sind die b(x) 
linear, so kommt man zur gewöhnlichen Invariantentheorie zurück. Nimmt 
man andererseits die ıb(x) beliebig, dagegen die p(x) linear an, so ist damit 
die Combinanteneigenschaft der Resultante ausgesprochen, d.i. die Resultante 
von n linearen Verbindungen der b ist gleich der ursprünglichen Resultante 
der db, bis auf eine Potenz der Verbindungsdeterminante. 

Das hierbei implieite zu Grunde gelegte Beweisprineip lautet: „Wird eine 
ganze Function f von n Variabeln für alle Wertsysteme derselben gleich 
Null, für welche eine zweite solche Function F verschwindet, so ist fin F als 
Factor enthalten.“ Dies Prineip bedarf jedoch selbst eines Beweises, vgl. z.B. 
Hölder, Böklen math. naturw. Mitt. I S.60 (1884); Study, „Methoden zur Theorie 
der ternären Formen“, Leipzig 1889 S. 31. 

Die weiteren Entwickelungen Sylvester’s gipfeln (Bd. VII S. 56) in dem 
Hauptgedanken, dass eine Linearform ux = 1X +UgXg ++ UnXn ungeän- 
dert bleibt, wenn man die x irgend einer linearen Substitution und gleich- 
zeitig die u, die „contragredienten Variabeln“, der inversen Substitution unter- 
wirft. Adjungirt man einer Form f(x) die Linearform ux, so führen die simul- 
tanen In- resp. Covarianten bez. der x zu Contrayarianten resp. gemischten 
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(1851— 1854) bereits die Grundzüge einer allgemeinen Theorie erstehen, 
welche die Elemente von den verschiedenartigsten Zweigen der späteren 
Diseiplin umfasst. 

In zielbewusster Weise werden neben den ursprünglichen Veränder- 
lichen die zu ihnen dualistischen eingeführt und damit die Lehre von den 
Contravarianten und Zwischenformen geschaffen. Eine Reihe neuer Pro- 


cesse zur Erzeugung invarianter Formen wird angegeben, insbesondere 


das Prineip*) der — symbolischen, wie unsymbolischen — gegenseitigen 
Differentiation. | 
Sylvester begründet ferner (1851) die Lehre von den canonischen **) 





Coneomitanten („Zwischenformen“ nach Aronhold) von f, und vice versa für eine 
Form (u). 

Sämtliche invarianten Bildungen („Concomitanten“), die aus einer Ur- 
form oder einer Reihe von solchen entspriessen, führen somit auf den engeren 
Begriff der Invarianten zurück. 

Eine besondere Gattung von Contravarianten, die „formes adjointes“, treten 
schon vorher bei Hermite auf, Journ. für Math. XL, S. 265 (1851). Sylvester 
nennt sie „Evectanten“, Bd. VII S. 181. 

Die Namen „Invariante, Covariante, Contravariante, Concomitante“ treten 
bei Sylvester zum ersten Male Bd. VI S. 290 auf; die Ausdrücke „cogredient, 
contragredient“ Bd. VII S.53, „Discriminante* Phil. Mag. 1851 S.406, „Combi- 
nante* Bd. VIII S. 63. 


*) Aus der Thatsache, dass die xi und die cogredient sind, d.h. 


oui 
den nämlichen Substitutionen unterliegen, folgt zunächst (cf. oben bei Boole), 
dass die Einsetzung der realen Ableitungen einer Form »(u) nach den ui statt 
der Variabeln x einer Form f(x) zu einer simultanen Contravariante von f und 
» Veranlassung giebt (Bd. VII S. 194). Da aber weiterhin auch die Potenzen 
on 


au” An 
so lässt sich auch diese Ersetzung in einer Form f(x) der nten (oder auch 
höhern) Ordnung vornehmen (Bd. VI S.96, 179). Die so entstehende Contra- 
variante heisst später nte Ueberschiebung von f über » (ef. Salmon S. 346). 
Den letzteren Process bezeichnet Sylvester als symbolische Einführung 





: n —l] . . 
und Producte x),x] Xa,... cogredient sind zu den . 


der statt der xi. 





9) 
oui 


Das Entsprechende gilt natürlich für die ui und 





1 

In der Geometrie stellt das Verschwinden des erstgenannten Gebildes, 
wenn etwa die Anzahl der Variabeln gleich drei genommen wird, die Enve- 
loppe der (linearen) Polaren dar, welche die Punkte von f=0 bezüglich der 
Curve g=0 besitzen. Derartigen Polargebilden (und ihren Verallgemeine- 
rungen) hat Steiner ein eingehendes Studium gewidmet. 

Die Ueberschiebungen sind geometrisch hauptsächlich im Falle ihres iden- 
tischen Verschwindens untersucht worden; f heisst dann apolar zu g. Vgl. die 
späteren Arbeiten von Reye. 

=") Phil. Mag. Nov. 1851 S. 391—410, auch separat erschienen London, 
bei Bell. (1851). 

Vgl. Cambr. and Dublin Math. J. VI S. 193, 194, 198, 293; auf S. 123 
wird erwähnt, dass der Name „canonische* Form von Hermite stammt. 


. 
\ 
| 
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Formen und wendet sie auf die Darstellung der binären Formen ungerader 
(speciell der fünften) Ordnung als Potenzsummen an: für den wichtigen 
Fall der quadratischen Formen von beliebig vielen Variabeln bahnt er durch 
die Formulirung des „Trägheitsgesetzes“*) neue Wege. 

Bei ihm finden wir auch schon die Erkenntnis von der Bedeutung des 
„Elementarteilerprineips“ **) (1851) wie des „Combinanten“-Begriffs””*) 
(1853). 

Ohne Beweis teilt er die Cayley-Aronhold’schen grundlegenden Diffe- 
rentialgleichungen F) für invariante Bildungen binärer Formen mit (1852). 

Als äusseres Zeichen für den Umfang der vorgeschrittenen Ent- 
wickelung mag die ausgedehnte, grösstenteils von Sylvester selbst her- 
rührende Terminologie dienen, die sich am Ende seiner grossen Abhand- 
lung über Sturm’sche Functionen (1853) zusammengestellt findetff). 


Für die binären Formen gerader Ordnung fon werden gelegentlich speeci- 
fische canonische Darstellungen erwähnt, z.B. 1.c. S.123, 293; damit fen als 
Summe von .n vollen Potenzen (A— a;)?n darstellbar ist, muss die „Catalecticante“ 
verschwinden: Phil. Mag. S. 394. 

Bei den binären Formen ungerader Ordnung fan+ı wird übrigens nur 
der allgemeine Fall der Darstellung als Summe von n--1 vollen Potenzen 
(A— a)2a+1 in Betracht gezogen (l. c. S. 392), d.h. solange die Discriminante 
der „Canonizante“*, deren Wurzeln die « sind, von Null verschieden ist. 

Die quaternäre kubische Form als Summe von fünf Kuben wird zuerst 
wohl in Cambr. and Dubl. Math. J. VI S. 199 erwähnt... Vgl. die Angaben in 
der Clebsch-Biographie Math. Ann. VII S. 17. 

*) Phil. Mag. 1852 II S. 138; Phil. Trans. 1853 S. 407—548. Borchardt 
erwähnt im Journ. für Math. LIII S. 275—285 (1857), dass Jacobi das in Rede 
stehende Gesetz bereits 1847 bekannt gewesen sein müsse. Vgl. Hermite’s Be- 
weis, ebenda S. 271. Siehe „Fiedler“ S. 471. In den Phil. Trans. 1853 (l. c.) 
macht Sylvester von dem Trägheitsgesetz eine fundamentale Anwendung auf 
die sog. „Bezoutiante“, d.i. eine aus der Discriminante einer binären Form f 
nter Ordnung abgeleitete quadratische Form von n—1 Variabeln, von deren 
Discussion die Realitätsverhältnisse der Wurzeln von f=0 unmittelbar ab- 
hängen. Vgl. Hermite, Journ. für Math. LII S. 359—51 (1856). 

**) Phil. Mag. Mai 1851 S. 119—140, wo auf Grund des Principes alle 
möglichen Ausartungen in den Schnittverhältnissen von zwei Öurven, bezw. 
Flächen 2. Ordnung aufgezählt werden. 

Sylvester verwendet auch das nämliche Prineip bereits zur Untersuchung 
der Aequivalenz von quadratischen Formen, Phil. Mag. April 1851 S. 295— 805; 
vgl. die Berichtigung dazu, Mai 1851, S. 415. 

*##) Cambr. and Dublin. Math. J. VIII S.63 (vgl. damit das oben über die Re- 
sultante Bemerkte), sowie S. 256 u. ff., Bd. IX S. 85 u. ff. Es werden Differen- 
tialgleichungen für die Combinanten aufgestellt: ferner wird gezeigt, dass die 
letzteren nur von den Determinanten abhängen, die man aus den ursprünglichen 
Coefficienten bilden kann. Als Anwendung wird die Resultante von drei quadra- 
tischen ternären Formen in Function von zwei einfachen Combinanten dargestellt. 

In den Annali di Mat. (1) I 1858 S. 344—348 hat Betti ein System charak- 
teristischer Differentialgleichungen für die Combinanten abgeleitet. 

7) Vgl. das oben bei Aronhold S.84 Anm.) Bemerkte (Salmon 8. 344). 

{r) Phil. Trans. 1855 S. 545—548. 
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Das Jahr 1854, mit dem Sylvester diese erste Reihe von invarianten- 
theoretischen Arbeiten abschliesst, ist überhaupt als eines der bedeutungs- 
vollsten unserer ersten Periode anzusehen. Wir haben da vor allem der 
Leistungen von Hermite zu gedenken, der übrigens schon vorher (1851) 
die Theorie durch Einführung des „Eveetanten“-Begriffs*) bereichert und 
in zahlentheoretischen Arbeiten mannigfache Keime**) zur Formenbildung 
ausgestreut hatte. 

Hermite stellt das „Reciprocitätsgesetz“ auf***), welches die invarian- 
ten Bildungen im binären Gebiete in einer merkwürdigen Art zu Paaren 
anordnet. 

Indem er im Falle einer binären Form ungerader Ordnung zwei 
lineare) Covarianten als neue Veränderliche einführt, vermag er die 
erstere in eine „typische“ Gestalt zu bringen, in der die Coefficienten 
selbst Invarianten sind. 

In unmittelbarem Zusammenhange damit stehen die Systeme „asso- 
ciirter“ Formen, von denen jede weitere, zur ursprünglichen Form gehörige 
Bildung in rationaler Weise+f) abhängt. 


*, Journ. für Math. XL S. 263. Cambr. and Dublin Math. J. VI S. 292. 

**) Bei Hermite ist das Ausgangsproblem ein rein zahlentheoretisches, 
nämlich nachzuweisen, dass die Anzahl der verschiedenen „Klassen“, in welche 
die binären (und höheren) Formen gegebener Ordnung mit vorgeschriebenen 
Werten für die Invarianten zerfallen, eine endliche ist. Vgl. insbesondere 
die Aufsätze im XL. und XLI. Bande des Journals für Math. (1850, 1851). 

*#*) Gambr. and Dublin Math. J. IX S. 172—217, vgl. speciell S. 173— 175. 
Wie sich die Ausdehnung auf höhere Formen vollzieht, ist erst in neuester 
Zeit (1892) von Deruyts gezeigt worden. 

7) Hierbei sind zwei Fälle von einander zu trennen. Die beiden, ur- 
sprünglich von Hermite behufs Transformation eingeführten linearen Covarian- 
ten sind irrational, nämlich die Linearfactoren einer quadratischen Co- 
variante 9. Geht die Form f dabei über in die „eanonische* Form F, so 
ist jede ganze Function der Coefficienten von F, welche bei denselben Sub- 
stitutionen unverändert bleibt, die jene Covariante @ in sich überführen, eine 
ganze rationale Invariante von f, bis auf eine Potenz der Discriminante von 
im Nenner (l. c. 8.179). Dies ermöglicht z. B. die Aufstellung der Invarianten 
einer Form 5. Ordnung. 

Erst im weiteren Verlauf wird von der Transformation mittels zweier 
linearen rationalen Covarianten Gebrauch gemacht S. 190: dadurch geht f 
(se. von ungerader Ordnung) in eine „typische“ Form über. 

fr) Journ. für Math. LII S. 1—38. Die Bezeichnung „associirte Formen“ 
ist auf S. 23 eingeführt. Die Entstehung derselben sieht man am einfachsten 
so ein: f(x, y) sei die vorgelegte Form nter Ordnung, g(x,y) und h(x, y) 
seien zwei Covarianten von f. Nach Boole sind x und y cogredient mit 
rer und a also auch mit 1 und we wo X, Y zu- 
nächst willkürliche Parameter sind. Aal ist auch der Ausdruck 

oh 
G-sX- N yX+5 7) 
für alle Werte von X, Y eine Covariante von f, d.h. die einzelnen Coeffi- 
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Bei der Durchführung für den Fall fünfter Ordnung ergiebt sich ihm 
das erste Beispiel einer „schiefen“ Invariante*) und ihr Ausdruck durch 
die drei anderen. Eine schöne Anwendung davon bieten die Inva- 
riantenkriterien für die Realität**) der Wurzeln einer Gleichung fünfter 
Ordnung. 

In einer weiteren, ebenfalls 1854 erschienenen Arbeit””*) behandelt 
Hermite (wiederum zunächst von zahlentheoretischen Gesichtspunkten aus- 
gehend) das Problem, eine quadratische, ternäre Form durch lineare Sub- 
stitutionen der Variabeln in sich selbst überzuführen: die Coefficienten der 
fraglichen Substitution werden als rationale Functionen von einer Anzahl 
willkürlicher Parameter dargestellt, was für den wichtigen Specialfall einer 
Summe von Quadraten Cayley bereits 1846) allgemein ausgeführt hatte. 
Umgekehrt hat Cayley bald nach Hermite (1855) dessen Formeln auf 
allgemeine quadratische Formen von n Variabeln ausgedehnt ff). 

Aber noch in anderer Richtung erweist sich das Jahr 1854 als ein 
fruchtbares. Auf der einen Seite erbringt Cayley den Nachweis Fff) für die 
(oben schon erwähnten) linearen partiellen Differentialgleichungen, denen 
die Invarianten binärer Formen als Functionen der Coefficienten genügen, 


cienten der Potenzen und Producte der X,Y sind Covarianten von f: 
der erste ist offenbar f selbst. Man fasse jetzt X, Y als neue Variabeln auf, 
die von den alten linear abhängen. Da die Substitutionsdeterminante (bis auf 
einen Zahlenfactor) gleich h selbst ist, so stimmt jede In- oder Covariante von G 
mit der ursprünglichen bis auf eine Potenz von h überein. 

Nimmt man speciellg=h=1f, so geht f vermöge der angegebenen Sub- 
stitution über in eine Form F mit den Coefficienten f, 0, fa, fa, . . ., fn, 1. e. 
den zu f associirten Formen, und irgend eine In- oder Covariante von f wird 
darstellbar als eine ganze Function der fi, bis auf eine Potenz von fim Nenner. 

Bei Hermite dienen diese associirten Formen vor allem zur Lösung der 
zahlentheoretischen Aufgabe, die binären kubischen und biquadratischen Formen 
in „Ordnungen“ einzuteilen (l.c. S.31 u. f.). 

Setzt man übrigens in den fi y=(0, x=|, so fällt der Uebergang von f 
zu F zusammen mit dem in der elementaren Gleichungstheorie üblichen Ver- 
fahren, den Coefficienten der zweithöchsten Potenz zum Verschwinden zu 
bringen. 

Als eine andere Anwendung der fi erscheint die Cayley’sche Relation 
zwischen den Covarianten einer biquadratischen Form, und diese Relation wird 
wiederum zu einer eleganten Transformation des elliptischen Integrals 1. Gat- 
tung verwandt (l. c. S. 8). 

*) Cambr. and Dublin Math. J. IX S. 186 u. f. Die Rolle,. welche diese 
Invariante bei der Auflösung der Gleichungen fünfter Ordnung spielt, ist von 
Hermite im Journ. für Math. LIX S. 394—305 besonders betont worden. 

=») ]. c. p. 198 u.f. Eine Ausführung im einzelnen hat Hermite später 
gegeben: C. R. 1865, 1866. 

*#**) Cambr. and Dublin Math. J. IX S. 63—67. Vgl. Brioschi, Journ. für 
Math. LII S. 133—141 (1856). 

7) Journ. für Math. XXXII S. 119—123. 

Tr) Journ. für Math. L S. 288—299. 

{rrf) Journ. für Math. XLVII S. 109—124. 
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während Brioschi*) die entsprechenden Gleichungen bezüglich der Wurzeln 
jener Formen herleitet. 

Endlich beginnt mit dem Jahre 1854 die Reihe der Cayley’schen”*) 
Memoirs upon Quantics, die 1861 (VII. Mem.) ein vorläufiges Ende er- 
reicht. In ihrer Vielseitigkeit, verbunden mit der erschöpfenden Behand- 
lung einzelner Fälle, sind sie noch heute für den Algebraiker, wie für 
den Geometer eine reiche Fundgrube. 

Indem Cayley die invarianten Bildungen binärer Formen als die ganz- 
rationalen Lösungen ihrer Differentialgleichungen auffasst***), tritt er schon 
in der zweiten jener Arbeiten (1856) der wichtigen Frage näher), ob 
sich nicht bei gegebener Urform die Anzahlen der zugehörigen (linear unab- 
hängigen) Formen a priori angeben lassen. In der That erhält er, wenn 





*) Annali di Tortolini V S. 207—211, spec. S. 209. Vgl. Betti, Annali di 
Mat. (1) 1 S. 129—134 (1859). Im derselben Zeitschrift Bd. IX S. 82 (1859) 
giebt Brioschi einen strengen Beweis für die Cayley’schen Differentialgleichun- 
gen der Invarianten im Falle binärer Formen, in den Annali di Mat. (1) I 
(1858) einen solchen S. 160 im Falle von Formen mit n Variabeln. 

**) Die ersten sechs Memoirs befinden sich im zweiten Band der Coll. 
Papers: S. 221—234 (1854); 250—275 (1856); 310—335 (1856); 513—526 
(1858); 527—557 (1858); 561—599 (1859). 

Das Wort „Quantic“ entspricht genau dem deutschen Worte „Form“. 

"er, Ist f(x], Xa,...,Xn) eine vorgelegte Form, so ist das Ergebnis des 


ersetzbar durch einen, nur auf die Coefficienten von f aus- 





Processes xi 
OXk 


geübten Differentiationsprocess, der nach Brioschi mit Is 


n(n—|]) 

2 
ea ) 
eine Covariante von f definiren, durch re —xXi—— 0 gegeben. Die 
OXk f OXk 
Erweiterung auf mehrere Formen und mehrere -Variabelnreihen ist leicht vor- 
zunehmen (l. c. S. 224). Cayley zeigt mit Hülfe des (von Lie so genannten) 
Poisson’schen Klammerausdrucks, dass die mittels seiner früheren Symbolik 
definirten Covarianten in der That jenen Gleichungen genügen. Dass aber 
umgekehrt die letzteren die bei linearer Transformation unzerstörbaren Bil- 
dungen genau charakterisiren, hat allgemein erst Aronhold 1863 nachgewiesen 
(Journ. für Math. LXII). 

Bei binären Formen hat man zwei solcher Gleichungen: bildet man aus 
ihnen wiederum den Poisson’schen Klammerausdruck, so gelangt man unmittel- 
bar zu dem Satze, dass das passend normirte „Gewicht“ eines jeden Terms 
einer Covariante constant ist. 

Im II. Memoir S. 254 wird der wichtige Satz begründet, dass durch einen 
einfachen Differentiationsprocess und dessen Wiederholung aus dem ersten 
Coefficienten einer Covariante succ. die übrigen .ableitbar sind. 

7) Cayley geht dabei von den Begriffen der „asyzygetischen* und „irredu- 
cibeln“ Oovarianten aus (S. 250). . Asyzygetisch heisst eine Reihe von Co- 
varianten, die nicht durch eine lineare Relation (Syzygie) mit numerischen 
Factoren verknüpft sind; eine irreducible Covariante ist eine solche, die nicht 
durch solche von geringerem Grade ganz und rational ausgedrückt werden kann. 





C bezeichnet 
OXk 


wird. Dann sind die gemeinten Differentialgleichungen, welche 


En 
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Grad und Ordnung solcher Formen vorgegeben sind, die bez. Anzahl als 
bestimmten Coefficienten in der Potenzreihe einer „erzeugenden Func- 
tion“*®), wie sie schon Euler bei der Zerlegung von Zahlen benutzt hatte. 
Die Herleitung dieser Potenzreihe stützt sich freilich auf eine, nicht völlig 
bewiesene Abzählungsformel*). 

Hiermit allein schon hat Cayley eine Fülle neuer Anregungen gege- 
ben, die sich bis in die neueste**) Zeit fortgepflanzt haben. £ 

Dagegen vermag er nicht, das später so berühmt gewordene Problem 
(das hier zum ersten Male gestellt wird) allgemein zu erledigen, die von 
einer binären Urform bedingte unbegrenzte Reihe von invarianten Formen 
auf ganze, rationale Functionen einer endlichen*”*) Anzahl unter ihnen 
zu reduciren. 

Im IV. Mem. (1858) wird der fundamentale Begriff der Ueberschie- 
bung}) zweier Formen eingeführt und ein einfacher, unsymbolischer Aus- 
druck dafür gegeben, dessen Bedeutung wiederum in den letzten Jahren 
stärker hervorgetreten: ist. 

Ein wesentlicher Anstoss zur Verbreitung der jungen und ziemlich 
spröden Diseiplin geht von der eleganten, invariantentheoretischen Auf- 
lösung) der Gleichungen dritten und vierten Grades aus (1858). Nicht 


”) Der Satz auf S. 257: „Die Anzahl der asyzygetischen Covarianten, 
für eine binäre Form der Ordnung n, von der Ordnung (in den Variabeln) u. 
und vom Grad (in den Coeffieienten) % ist gleich der Anzahl von Gliedern des 
Grades $ und des Gewichtes w=4(n®— pn), vermindert um die Anzahl der 
Glieder des Grades 3 und des Gewichtes w—1“ setzt stillschweigend die lineare 
Unabhängigkeit eines Systems linearer Gleichungen voraus. Der Beweis für 
die Gültigkeit dieser Voraussetzung ist erst weit später Sylvester gelungen 
(Phil. Mag. 1878). 
Die eben erwähnte, auf 9 und w bezügliche Anzahl ist gleich der Anzahl 
der Möglichkeiten, die Zahl w als eine Summe von % Zahlen der Reihe (0,1,...,n) 
zu bilden, und somit (vgl. S. 243) gleich dem Coefficienten von xWzY in der 
Entwickelung der „erzeugenden Function“ (S. 260): 


(1— z)(1—xz)(1—x?z)...(1—x"z) 

Nach geeigneter Umformung liefert aber diese erzeugende Function noch mehr, 
nämlich die Totalanzahl der irreducibeln Covarianten. So erhält man fürn =3: 
1—x® 
ANA AIR’ 
von den resp. Graden 1, 2, 3, 4 existiren, die indessen durch eine Syzygie 

vom sechsten Grade verknüpft sind (S. 262). 

BoeNVol. ILFA!; c. 

”) Vgl. S. 252, 253, 268, 270. 

DEV S, 917, 

Andererseits ist die Ueberschiebung bereits unter den von Cayley 1846 
eingeführten symbolischen Bildungen als specieller Fall enthalten. 

17) Diese Auflösung (V. Memoir) ist ein unmittelbarer Ausfluss der einen, 
bei der kubischen resp. biquadratischen Form existirenden Syzygie. Uebrigens 


was angiebt, dass vier irredueible Bildungen 
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die geringste Leistung endlich ist die Durchdringung der für die Binär- 
formen ausgebildeten algebraischen Methoden mit der projectischen Geo- 
metrie*) der einstufigen Grundgebilde. 

Insbesondere ist Cayley’s projectivische Massbestimmung für Ebene 
und Raum (VI. Mem., 1859) späterhin für die Ausbildung der „nicht- 
euklidischen“ Geometrie*”*) als grundlegend erkannt worden. 

Im Zusammenhange mit diesen systematischen Arbeiten stehen noch 
weitere von dem gleichen Verfasser, von denen hier kurz erwähnt sein 
mögen: die Untersuchungen über Teilungen von Zahlen***) (1855, 1856); 
die grosse Abhandlung über symmetrische Functionen?) (1857) (mit den 
einfachen Regeln für Grad und Gewicht derselben), die als eine Einleitung 
in die spätere Theorie der Halbinvarianten angesehen werden kann; fer- 
ner die fruchtbare Umgestaltungff) der Bezout’schen Eliminationsmethode 
(1857), sowie die Ausdehnung der Sylvester’schen Canonisirungsmethode 
auf binäre Formen gerader Ordnung trr) (1857). 

Als unmittelbare Fortsetzung dieser Arbeitsrichtung erscheint die weit- 
tragende Entdeckung von M. Robertsffrf) (1861), wonach eine (binäre) 
Covariante bereits durch ihr Leitglied (source, leading term) völlig charak- 
terisirt ist, sodass alle Relationen (Syzygien) zwischen Covarianten un- 
mittelbar durch dieselben Relationen zwischen den Leitgliedern ersetzt 





sind hier die Vorarbeiten von Boole (Cambr. Math. J. III S. 116), Eisenstein 
(Journ. für Math. XXVII S. 89), Hesse (Journ. für Math. XXXVIII S. 262) und 
Sylvester (Cambr. and Dublin Math. J. VD) nicht ausser Acht zu lassen. 

Indessen ist der Wert dieser Auflösungsmethoden wohl vielfach über- 
schätzt worden: in der That dürfte die Formentheorie erst dann einen inte- 
grirenden Bestandteil des Auflösungsproblems bilden, wenn man nach dem 
Vorgange von F. Klein die zur Gleichung gehörende Gruppe als eine Gruppe 
von Collineationen in einem höheren Raume auffasst. 

*) Dieser Teil ist ausführlicher von Fiedler bearbeitet worden (Leipzig 
1862). 

*") Es gebührt wohl F. Klein das Verdienst, zuerst die bez. Cayley’schen 
Ergebnisse in ihrer fundamentalen Bedeutung erkannt zu haben; vgl. Math. 
Ann. IV und VI. 

“#h) Papers II S. 235—249 (1855), 47—52 (1858). Vgl. dazu besonders 
Sylvester Quart. Math. J. 1 S. 141—152 (Juli 1855), sowie Brioschi und Syl- 
vester in Annali di Tort. VIII (1857), Bellavitis in Annali di Mat. II (1859), Bruno 
im Journ. für Math. LXXXV und Math. Ann. XIV. Bellavitis giebt 1. c. S. 147 
eine Uebersicht über die frühere Litteratur. Eine kurze Zusammenstellung 
der bez. Hauptsätze giebt Hagen in seiner Synopsis der höheren Math. Berlin, 
1891 S. 1—3. 

7) Papers II S. 417—439, cf. S. 454—464. 

+7) Journ. für Math. LIII S. 366—367 oder Papers IV S. 38—39. 

ff) Journ. für Math. LIV S. 48—58 und 292 oder Papers IV S. 43—53. 

+rrr) Quart. J. IV (1861) S. 168—178, 324—328. Der Fundamentalsatz 
dieser Theorie sagt aus, dass das Leitglied des Productes zweier Covarianten 
gleich dem Product der einzelnen Leitglieder ist. 





| 
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werden können und umgekehrt. Ein solches Leitglied ist immer noch (wie 
die Invarianten) eine symmetrische Function der Wurzeldifferenzen, hat 
aber im wesentlichen nur noch einer Differentialgleichung zu genügen. 
Roberts selber hat gleichzeitig die Fruchtbarkeit seiner Methode an dem 
Beispiel der Formen fünfter Ordnung”) ausführlich dargelegt. 

Wir mögen hier gleich anschliessen, was innerhalb des soeben durch- 
laufenen Zeitraumes (1854—1861) für die Theorie der letzteitirten For- 
men resp. der Gleichungen fünfter Ordnung, soweit es hier in Frage kommt, 
geschehen ist. 

Auch da ist es wiederum Hermite, der die neuen Wege vorzeichnet, 
die dann von Brioschi und Cayley weiter verfolgt werden. Hatte 
Hermite sich schon 1856 einer rationalen Transformation der Variabeln, 
bei der der Nenner eine Covariante des Zählers war, bedient, um ein ellip- 
tisches Integral erster Gattung in eine typische Normalform überzuführen **), 
so unternimmt er es zwei Jahre darauf, die seit langem in der Algebra ver- 
wendete Tschirnhausen-Transformation allgemein in invariante Form***) 
umzusetzen derart, dass damit zugleich der invariante Charakter der trans- 
formirten Gleichung, die überdies von möglichst wenigen Parametern ab- 
hängen soll, deutlich hervortritt. 

Daran reiht sich von selbst die Durchführung der entsprechenden 
Forderung für die verschiedenen Resolventen einer vorgelegten Gleichung. 
Im Falle der fünften Ordnung sind solche Resolventen bekanntlich die bei 
der Transformation fünfter Ordnung der elliptischen Functionen auftretende 
Modular- und Multiplicatorgleichung). 

Eine systematische Bearbeitung der Gleichungen fünfter Ordnung in 


*) Annali di Mat. (1) III (1860) S. 340—344. 
*#) Journ. für Math. LII S.8. Vgl. Brioschi in Annali di Mat. (1) IV 
S. 192 (1861). 
==) 0, R. XLVI p. 961 (1858). Ist f(x)=0 die vorgelegte Gleichung, 
a eine Wurzel derselben, und p(@)= . ‚ so schreibt Hermite die der 
za} 
Wurzel « zugeordnete Wurzel der transformirten Gleichung in der Gestalt 





ta), wo die Potenzen z°, zl, ..., za-2 durch n—1 willkürliche 


Parameter t zu ersetzen sind. Die Coefficienten der transformirten Form 
werden Polarenbildungen von Covarianten von f: insbesondere verschwindet 
der zweite Coeffiecient, während der nächstfolgende die sog. „Bezoutiante“ wird, 
eine quadratische Form der t, von der die Realitätsverhältnisse der Wurzeln 
von f=0 abhängen. Im übrigen bietet die Hermite’sche Modification der 
Tschirnhausen-Transformation den grossen Vorteil, dass die neuen Coefficienten 
von möglichst geringem Grade in denalten ausfallen. Vgl. dazu noch 
Cayley, Journ. für Math. LVIII (1861) S. 259 oder Papers IV S. 259—269. 
7) Man sehe etwa in Clebsch „binäre Formen“ nach $$ 114, 115. 
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dieser Hinsicht hat Hermite allerdings erst später”) geliefert (1865 bis 
1866). 

Den drei bisher am meisten hervorgetretenen Forschern Cayley, Syl- 
vester und Hermite tritt von 1854 an Brioschi”*) zur Seite, in den ver- 
schiedensten Richtungen deren Schöpfungen vervollständigend und weiter- 
führend. Um einige Hauptmomente anzuführen, stellt er (1857) für die 
Resultante und Discriminante einer binären Form ein merkwürdiges System 
von, für dieselben charakteristischen Differentialgleichungen auf”**), von 
dem eine Anwendung erst neuerdings in der Theorie der hyperelliptischen f) 
Functionen gemacht worden ist. 

Sodann verdankt man ihm wesentliche Erweiterungen der Hermite’- 
schen Theorie der typischenff) Darstellungen, namentlich auch auf ternäre 
Formen. 

Nehmen wir so wahr, wie die Einzelergebnisse unseres Gebietes all- 
mählich einen bemerkenswerten Umfang erreicht haben, so müssen wir 
es um so dankbarer anerkennen, wenn es Salmon — der schon vorherfff) 
nach der Seite der Rechnung, wie der geometrischen Anwendungen hin 
schätzenswerthe Beiträge geliefert hatte — unternahm, das weitschichtige 





*), C.R. 1863, 1864. Hier wird die Tschirnhausen-Transformation noch 
weiterhin umgestaltet, sodass sogar die einzelnen Coefficienten der Potenzen von «& 
(vgl. oben) invariante Bildungen werden, allerdings unter Verzicht auf die ur- 
sprüngliche Eleganz. 

”*) Vgl. vor allem die zusammenhängende Darstellung einer binären Formen- 
theorie in den Annali di Mat. 1. Serie: I (1858) S. 296—309, 349— 362; II 
(1859) S. 82—85, 265—277; III (1860) S. 160—168; VI (1861) S. 186—194. 
Der in Rom 1861 erschienene Separatabdruck ist vergriffen. 

*#=") Journ. für Math. LIII S. 372—376. 

Diese Differentialgleichungen lassen sich im Falle der Resultante in drei 
Gruppen zerlegen. Die erste besagt, dass die Resultante eine gewöhnliche 
Invariante ist, die zweite, dass der Resultante zugleich die Combinanteneigen- 
schaft zukommt, die dritte endlich, dass dieselbe auch höheren Transforma- 
tionen gegenüber in dem Sinne Invarianteneigenschaft besitzt, dass sie sich 
nach der Transformation bis auf einen Factor reproducirt, der selbst noch 
von den Üoefficienten der beiden Urformen abhängt. 

Bei der Discriminante kommt natürlich die zweite der genannten Gruppen 
in Wegfall. Die letzte Gruppe lässt sich, wie Noether später gezeigt hat, 
auf eine einzige Gleichung redueiren, vgl. Bruno $ 25. 

7) Vgl. Wiltheiss in den Math. Ann. XXXIII S. 279 (1888). 

7) Annali di Mat. (1) I (1858) S. 158—163, spec. S. 163. (Typische Dar- 
stellung von Formen mit n Variabeln). Wegen der typischen Darstellung von 
drei quadratischen ternären Formen als Ableitungen einer kubischen, siehe 
2. B20, R21869. 

Trr) Wegen der geometrischen Anwendungen vgl. die (ohne Kenntnis von 
Hesse) geschriebene Note über Covarianten von Öurven und Flächen, Cambr. 
and Dublin Math. J. II S. 74. 

Schätzbares Material zur Cayley’schen Symbolik findet man Cambr. and 
Dublin. Math. J. IX S. 32. 
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Material in einer knappen Monographie”) zu ordnen (1859). Um die 
Verbreitung derselben in Deutschland hat sich Fiedler durch seine Aus- 
gabe**) (1863) verdient gemacht, der überdies schon kurz zuvor (1862) 
eine selbständige***), für Anfänger berechnete Darstellung gegeben hatte, 
die vor allem die Cayley’schen Anwendungen auf die projectivische 
Geometrie allgemein zugänglich machte. Um dieselbe Zeit (1862) er- 
schien auch die Bearbeitung von Brioschif), die der Invariantentheorie 
in Italien einen ausgedehnten Kreis von Anhängern gewonnen hat. 

Während die genannten englischen, französischen und italienischen 
Mathematiker in regem Ideenaustausch mit einander standen, und dadurch 
unserem Gebiete stets neue Impulse zuführten, bleibt dasselbe in Deutsch- 
land lange unbeachtet. 

Inhaltlich freilich berühren sich die projeetivischen Methodenff) und 
Sätze eines Hesse und Steiner auf's engste mit der invariantiven Denk- 
weise der fremden Algebraiker, aber noch hat der Gedanke nicht die 
ihm adäquate Form gefunden, auf die hier mehr, als wohl in anderen 
Teilen der Mathematik, Gewicht zu legen ist. 

Diesen Uebergang hat erst Aronhold an einem klassischen Bei- 
spielyfr) bewerkstelligt (1858), indem er aus der Hesse’schen Theorie 
der ternären kubischen Formen die invarianten Fasern blosslegt, und ihr 
so eine, von allem Künstlichen und Zufälligen befreite, abgeschlossene 
Gestalt giebt. 

Da die prineipiellen, hierbei zu Grunde gelegten Ideen in einer spä- 
terenyyrr) Arbeit Aronhold’s (1863) in organischem Zusammenhange 
und in voller Allgemeinheit ausgeführt sind, so mag eine Besprechung der 
letzteren gleich vorweg genommen sein. Die Ausführlichkeit derselben 
rechtfertigt sich vielleicht dadurch, dass jene Ideen auf die Anordnung des 
vorliegenden „Berichtes“ einen massgebenden Einfluss ausgeübt haben. 


In der ersten Auflage seiner „Higher plane curves“ 1852, berechnet er zu- 
erst In- und Covarianten binärer Formen mittels symmetrischer Functionen. 
In der zweiten Auflage der „Algebra“, 1865, giebt er die neue Aufstellung 
der „vollen Systeme“ für die einfachsten simultanen Binärformen. 
*) Dublin 1859. 
Die vierte Auflage erschien 1885. 
=) Leipzig 1863. Die zweite Auflage erschien 1877. 
*#") Leipzig 1862 
7) Siehe oben S. 94 Anm. **). Eine elementar gehaltene Bearbeitung der 
Theorie stammt von Battaglini, Atti di Napoli 1867, vgl. die Fortsetzungen im 
Giorn. di Mat. 
1) Vgl.die mehrfach genannten Biographien von Plücker, Hesse, Clebsch. 
Tr) Journ. für Math. LV S. 97—191. 
irfr) Journ. für Math. LXII S. 281— 345. 
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Aronhold’s Bestreben geht dahin, die so verschiedenartigen Gebilde 
invariantiver Natur unter einem einzigen Gesichtspunkte zu erfassen, und 
auf diese Weise nicht nur ihren gegenseitigen Zusammenhang, sondern 
überhaupt erst ihre Existenzberechtigung zu ergründen. Als Ausgangs- 
punkt dient ihm zu dem Behuf eine Problemstellung*), die er selbst 
folgendermassen formulirt: 

„Es seien F(xja), F’(£]a’) zwei beliebige und beide ganz 
allgemeine homogene Functionen der pten Ordnung resp. von 
den n Variabeln x, bis x, und &, bis &n; man soll die Bedin- 
gungen zwischen ihren Coefficienten a und a’ finden, unter 
welchen beide Functionen durch lineare Substitutionenin ein- 
ander transformirt werden können.“ 

Die beiden Worte „ganz allgemeine“ sind hier durch den Druck her- 
vorgehoben worden, da ihre Nichtbeachtung zu Missverständnissen **) 
geführt hat; darin, dass über die Coefficienten a und a’ jedwede Verfügung 
vorbehalten bleibt, liegt schon ausgesprochen, dass unter den fraglichen 
Bedingungen nur die in allen Fällen notwendigen, keineswegs aber die für 
irgendwie ausgeartete Formen F, F’ hinreichenden verstanden werden sollen, 
wie dies auch Aronhold im Falle einer ternären kubischen Form in der 
Abhandlung von 1858 an mehreren Stellen**”) deutlich zu erkennen giebt. 

Aus den Transformirbarkeitsbedingungen denke man sich bereits die 
Substitutionscoefficienten 6 eliminirt, dann lassen sich die entstehenden End- 
gleichungen so anordnen, dass ihre rechten Seiten von den 6 unabhängig 
sind. Diese Thatsache findet ihren Ausdruck in dem Bestehen von n? 
linearen partiellen Differentialgleichungenf), welche so umgestaltet wer- 
den, dass die Grössen 6 in ihnen gar nicht mehr auftreten. Hieraus lässt 
sich rückwärts schliessen, dass die algebraischen Transformationsrelationen 
als Gleichheiten von Brüchen geschrieben werden können, von denen 
immer der eine genau dieselbe rationale Function der Coefficienten a von 





”) 8. 282, 283. Dieselbe Problemstellung für zwei und mehrere Paare 
von Formen findet sich bereits, wenn auch nicht so exact formulirt, bei Boole 
Cambr. Math. J. III und IV. Boole giebt auch ein Beispiel für ein einziges 
Formenpaar; dann repräsentirt eben eine der linearen Substitutionsgleichun- 
gen ein zweites Paar (l.c. Bd. III S. 115). 

=") Ein solches Missverständnis scheint dem Referenten bei dem Angriffe 
vorzuliegen, den Veltmann in Schlöm. Z. XXII S. 277—298 (1877) und XXXIV 
S. 321— 350 (1889) gegen das Aronhold’sche Beweisverfahren gerichtet hat. 


*#%) 2. Bi Jöurn. In Mathe DV. 1.0582160, 


7) Bd. LXII S. 287-288, 293. Inwieweit umgekehrt ein Teil eines der- 
artigen Systems Invarianten zu definiren vermag, hat später Maurer unter- 
sucht, Münch. Ber. 1888 S. 103—150. 
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F ist, wie der andere bezüglich der Coefficienten a’ der transformirten 
Form F'. 

Mit diesen Brüchen — den rationalen Lösungen jener Differential- 
gleichungen — ist die Existenz der „absoluten“ Invarianten von F fest- 
gestellt. Aber auch die Anzahl der rational unabhängigen unter ihnen 
wird daraus ermittelt, da der weitere Aufbau der Theorie den wichtigen 
Schluss erlaubt, dass die n? Differentialgleichungen linear von einander 
unabhängig sind”). 

Die gewöhnlichen Invarianten, von denen man vor Aronhold empirisch 
ausging, erweisen sich a posteriori als Zähler und Nenner der absoluten: 
sie genügen einem entsprechenden System von n” Differentialgleichungen. 

Dieses System ist (wie auch das kurz vorher erwähnte) nach dem 
Beweise von Clebsch (1865) ein „vollständiges“, d. h. es ist nicht mög- 
lich, durch Differentiation und Elimination der höheren Ableitungen dem 
System neue lineare Gleichungen hinzuzufügen”). 

Während die Ausdehnung auf ein System***) von Urformen keine 
prineipiellen Schwierigkeiten darbietet, gelingt es Aronhold durch Auffin- 
dung merkwürdiger Eigenschaften?) der zugehörigen Formen (Contra- 
varianten) und Zwischenformen (gemischten Concomitanten), die tieferen 
Beziehungen zwischen den verschiedenerlei invarianten Bildungen aufzu- 
decken. 

Da es bei diesen Entwickelungen von Bedeutung ist, dass zwischen 
den Coefficienten der Urform keine lineare Relation bestehen darf, so darf 
auch an Stelle eben der Urform die bezügliche Potenz einer Linearform ff) 
gesetzt werden, wodurch vor allem das Operiren mit den Differentiations- 
processen glatt von statten geht. 





*) Einen directen und einfachen Beweis dafür hat Aronhold im Journ. 
für Math. LXIX S. 185—189 geliefert. Der von Christoffel ebd. Bd. LXVII 
S. 246—252 geführte Beweis ist vom Verfasser selber später zurückgezogen 
und durch einen andern ersetzt worden, vgl. Math. Ann. XIX 8.280— 290 (1881). 

Auf die Frage der höheren Abhängigkeiten zwischen den n? Differential- 
gleichungen der Invarianten ist erst später Study eingegangen, der nachweist, 
dass alle Gleichungen Folgen von nur zweien derselben sind. Siehe „Metho- 
den zur Theorie der ternären Formen“ Leipzig, 1889 S. 167. 

##) Journ. für Math. LXV S. 257—268. 

***). Bd. LXII $ 8. 

Der schon von Boole benutzte, nach Aronhold benannte Process, der aus 
der Invariante einer einzigen Form simultane Invarianten mehrerer Formen 
vermöge Differentiation nach den Coefficienten abzuleiten lehrt, wird in $ 10 
als systematische Grundlage der Theorie simultaner Bildungen eingeführt (vgl. 
Journ. für Math. XXXIX S. 150 u. flgd.). 

ZEBO. LATS 11, 818 

Tr) S. 292—293. 
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Die damit eingeführte Symbolik ist zwar in formaler Hinsicht nicht 
wesentlich von der durch Cayley gehandhabten verschieden, sie hat aber 
doch erst auf Grund der eigenartigen Begründung innerhalb der Aronhold’- 
schen Theorie die Fähigkeit zu der Entwickelung gewonnen, welche ihr 
seitdem in Deutschland zu Teil geworden ist. 

Hier ist der Punkt, wo Clebsch mit grossem Erfolge eingegriffen hat, 
indem ihn die Abhandlung Aronhold’s von 1858 veranlasste, die gemeinte 
Symbolik zur ausschliesslichen Grundlage der Theorie zu machen*) (1861), 
und den Gedanken, die Bildungen höherer Formen auf die von linearen 
zu reduciren, rein durchzuführen. 

Während die Symbolik der Engländer sich damit begnügte, invariante 
Formen in beliebiger Anzahl zu erzeugen, führt bei Clebsch die symbo- 
lische Darstellung in ihren Determinantenaggregaten nicht nur umgekehrt 
zu sämtlichen Invarianten, sondern ist geradezu als Definition der letz- 
teren anzusehen, vorläufig allerdings nur unter der Beschränkung auf For- 
men, welche höchstens eine Reihe von Veränderlichen und die zu ihnen 
dualistischen enthalten. 

Auf Grund dieser Allgemeingültigkeit der Symbolik leitet Clebsch 
unter anderem das bekannte „Uebertragungsprineip“ **) her, welches einen 
unmittelbaren Zusammenhang zwischen Gebieten verschiedener Stufe 
herstellt. 

Eine Reihe von interessanten Anwendungen auf die Geometrie von 
algebraischen Curven und Flächen gab Clebsch ebenfalls um diese Zeit; 
als besonders charakteristisch sei etwa die Behandlung des Normalenpro- 
blems***) für Gebilde zweiter Ordnung genannt. 

Im übrigen darf sich die gegenwärtige — und auch spätere — 
Besprechung von Clebsch’s Leistungen auf das Notwendigste beschränken, 
da eine ausführliche und lichtvolle Schilderung derselben, die zugleich 
die Beziehungen zu verwandten Gebieten berücksichtigt, bereits existirt f). 

Nach unserer Auffassung führen Clebsch und Aronhold auf Grund 
der hervorgehobenen Arbeiten von 1861 und 1863 eine neue Zeit herauf, 
die dadurch gekennzeichnet ist, dass nunmehr erst eine systematische 
Entwickelung unserer Wissenschaft Platz greift, womit zugleich die Führung 
in derselben an Deutschland übergeht. 





*) Journ. für Math. LIX S. 1—62. 
a TE 
”=e®) Journ. für Math. LXII S. 64—109 (1863). 
y) Math. Ann. VII S. 1—50, vgl. insbesondere 8. 37—50 (1874). 
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Zwei Hauptrichtungen machen sich hier allmählich geltend und heben 
sich zum Teil scharf von einander ab. 

Die eine, von Clebsch inaugurirte, stellt sich die Aufgabe, eben mit 
Hülfe seiner Methoden, die das erst ermöglichen, eine vollständige Ein- 
sicht in den unendlichen Kreis der invarianten Formen und deren gegen- 
seitige Verwandtschaft zu gewinnen; die andere nimmt das von Aronhold 
gestellte Problem der „Aequivalenz“, d. i. der linearen Transformirbarkeit 
einer Form in eine andere, zum Vorwurf. 

Indessen vergehen doch einige Jahre, bis auf beiden Seiten ein wirk- 
licher Aufschwung erfolgt: man datirt einen solchen zweckmässig vom 
Jahre 1868 an, in welches einmal der Gordan’sche Beweis eines „end- 
lichen Systems“ für binäre Formen fällt*), sodann die Weierstrass’sche 
Untersuchung der Aequivalenz von bilinearen (resp. quadratischen) Formen 
und Formenscharen mit Hülfe der Lehre von den Elementarteilern **). 

Es mag daher auch gestattet sein, die hier einschlägigen Abhand- 
lungen***) von Clebsch und Gordan (1867) über typische Darstellung 
von binären Formen, von Kroneckerf) und Christoffelyr) über bili- 
neare Formen — trotzdem sie äusserlich noch der älteren Periode ange- 
hören — erst später, im Zusammenhange mit den anschliessenden For- 
schungen der neuen Epoche zu würdigen. 


Uebergang zur neueren Periode von 1868 bis zur Gegenwart. 

Das Jahr 1868 bietet (ausser den beiden, soeben betonten) noch 
einige andere bedeutungsvolle Momente dar. 

Vor allem ist für den Berichterstatter von Bedeutung, dass erst von 
da ab mit Hülfe der durch Ohrtmann und Müllerfrf) begründeten „Fort- 
schritte der Mathematik“ — eine in der mathematischen Litteratur einzig 
dastehende Schöpfung — eine vollständige Uebersicht über die einschlä- 
gigen Leistungen ermöglicht wird. 

Im gleichen Jahre erscheinen Plücker’sftf}) „Neue Geometrie des 
Raumes“ und Reye’s „Geometrie der Lage“, zwei Werke, denen es wesent- 
lich zu verdanken ist, wenn die Geometrie in höherem Masse, als vor- 





*) Journ. für Math. LXIX S. 323—354. 
*#) Berliner Ber. 1868 S. 310-338. 
”*#) Annali di Mat. (2) I, 23—79. 
7) Kronecker, Journ. für Math. LX VIII, 273— 285. 
tr) Christoffel, ebd. S. 253—272. 
itf) Das erste Heft des ersten Bandes, welcher über den Jahrgang 1868 
referirt, erschien Febr. 1871. 
irrt) Der zweite Band erschien im folgenden Jahre, von F. Klein heraus- 
gegeben. 
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dem, von sich aus auf die Algebra zu wirken und ihr neue Quellen zu- 
zuführen beginnt. Als ein Muster dieser Art kann die Anwendung an- 
gesehen werden, welche F. Klein*) (ebenfalls 1868) von der eitirten 
Weierstrass’schen Reduction einer quadratischen Formenschar macht, um 
die Liniencomplexe zweiten Grades in verschiedene Arten einzuteilen. 

Nachdem einmal durch Gordan die Endlichkeit einer Klasse von 
Formensystemen erwiesen war, war damit die Aufgabe gegeben, weitere 
besondere Formen in dieser Richtung zu beherrschen. Die Fülle der da- 
durch angeregten Arbeiten, an denen Olebsch und Gordan selbst in erster 
Linie beteiligt sind, machen die Gründung einer neuen Zeitschrift, der 
„Mathematischen Annalen“, notwendig (deren erstes Heft im Dez. 1868 
ausgegeben wird), die seitdem unserer Disciplin stets eine besondere Pflege 
hat angedeihen lassen. 


Abgrenzung des Stoffes**). 

Als obersten Einteilungsgrund für die Bewältigung des vorliegenden 
Materiales nehmen wir, wie bereits bemerkt, die Gesichtspunkte der Aequi- 
valenz und der Formenverwandtschaft. 

Nun giebt es wohl kaum ein Gebiet der Mathematik, in das nicht 
die Theorie der linearen Transformationen mit Erfolg eingegriffen hätte, 
und es stellt sich somit die Notwendigkeit heraus, den Kreis unserer Be- 
trachtungen in angemessener Weise abzugrenzen. 

Klein und Lie haben seit dem Anfang der siebziger Jahre darauf hin- 
gewiesen ***), wie die Eigenschaften von Ausdrücken, welche irgend einer 
Klasse von Transformationen gegenüber ein invariantes Verhalten zeigen, 
wesentlich durch den „Gruppencharakter“ der letzteren bedingt sind, d.h. 
durch die Eigenart der geschlossenen Mannigfaltigkeit der Transformationen, 
welche sich bei beliebiger Zusammensetzung derselben stets nur reproduecirt. 

Bei den linearen Transformationen insbesondere ist die Gruppeneigen- 
schaft am schärfsten ausgeprägt, da es ja von vorn herein klar ist, dass 
zwei lineare Transformationen, hinter einander ausgeübt, immer wieder 


*) Dissertation Bonn, wiederabgedruckt Math. Ann. XXIII S. 539—578. 
”*) Den Citaten dieses und des nächstfolgenden Abschnitts ist nur eine 
provisorisch orientirende Bedeutung beizulegen. 

“**) Siehe etwa Math. Ann. IV S. 50—84 (1872), sowie besonders Klein’s 
Erlanger Programm von 1872. 

Im folgenden wird wiederholt auf Lie’s „Theorie der Transformations- 
gruppen“ Bd.I und II, Leipzig (1888, 1890), bearbeitet von Engel, hingewiesen 
(kurz mit „Lie-Engel“ eitirt). 

Es ist von Interesse, damit den Standpunkt zu vergleichen, den Kronecker 
in dieser Grundfrage einnimmt, vgl. Berliner Ber. 1890 S. 99 u. flgde. 
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eine solche ergeben. Zu jeder Gruppe von linearen Substitutionen der 
Variabeln wird, genau genommen, auch eine besondere*) Invariantentheorie 
gehören; indessen seien hier nur die hauptsächlichsten Klassen in Betracht 
gezogen. 

In der Algebra handelt es sich vorwiegend um Formen, deren Coeffhi- 
cienten entweder als ganz unabhängig variabel, oder doch als stetig ab- 
hängig von einer Anzahl willkürlicher Parameter angesehen werden: in 
demselben Sinne werden auch die Coefficienten der linearen Substitutionen, 
denen die Variabeln unterworfen werden, als stetig veränderliche Grössen 
gedacht. Man wird es also hier mit „endlichen continuirlichen“ Gruppen **) 
zu thun haben. 

Es giebt aber auch wichtige Ausnahmen dieser Regel. So treten 
bei Formen mit linearen Transformationen in sich Substitutionen auf, 
deren Anzahl eine endliche ist, und deren Coefficienten infolgedessen 
numerisch feste Werte besitzen. Auch solche Gruppen, die kurz als 
„Galois’sche“ bezeichnet seien, werden uns vom Aequivalenzproblem aus 
beschäftigen müssen. Sie vermitteln zugleich den Zusammenhang mit der 
Gleichungstheorie. 

In der Zahlentheorie dagegen und in verwandten Gebieten (wie in der 
modernen Theorie der automorphen Functionen) werden die Coefficienten 
der angewandten Transformationsgruppen in ihrer Veränderlichkeit durch 
arithmetische Gesetze geregelt, gehören also dem Gebiete der discontinuir- 
lich-variabeln Grössen an. 

Die (arithmetischen und transcendenten) Invarianten, welche sich der- 
artigen „discontinuirlichen“ ***) Gruppen zuordnen lassen, erfordern zu ihrer 
Behandlung wesentlich andere Methoden, als die in der Algebra auftreten- 
den; da überdies die damit verknüpften Fragestellungen in anderer Rich- 
tung vorgehen, werden wir das gemeinte Gebiet nur gelegentlich flüchtig 
streifen. 

Aehnlich verhält es sich mit den ausgedehnten Untersuchungen über 


*) In dieser Richtung ist freilich noch wenig geschehen, da die bisher 
ausgebildeten invariantentheoretischen Methoden, sei es direct oder indirect, 
stets Differentiationen nach den Substitutionscoefficienten verwenden, also letz- 
tere zunächst als allgemein voraussetzen. 

Eine allgemeine Charakterisirung verschiedener Klassen von besondern 
Substitutionsgruppen hat in neuester Zeit Maurer gegeben, Journ. für Math. 
CVII 8. 89—116 (1890). 

=) Wegen der Einteilung der Transformationsgruppen, vgl. den einlei- 
tenden Abschnitt bei Lie-Engel I. 

‘  *s) Es kann hier nur kurz auf die bez. Leistungen von Poincare und 
Picard einerseits, Klein, Hurwitz, Fricke u. a. andererseits hingewiesen werden. 
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Differentialformen und Differentialgleichungen, die daraus erwachsen sind,, 


dass man die unabhängigen Variabeln ganz beliebigen Transformationen 
unterworfen hat. Allerdings transformiren sich dabei die Differentiale 
der Variabeln linear — und insofern wird die algebraische Invarianten- 
theorie bis zu einer gewissen Grenze eingreifen”) — aber die Substi- 
tutionscoefficienten enthalten Functionen der Veränderlichen selbst, deren 
Willkürlichkeit nur durch gewisse Integrabilitätsbedingungen einge- 
schränkt ist. 

Auch solchen „unendlichen“ Gruppen werden wir höchstens da ein 
Interesse widmen dürfen, wo ihr speeifischer Charakter verhältnismässig 
zurücktritt, und dafür formentheoretische Entwickelungen in den Vorder- 
grund treten. 

Aber selbst innerhalb der eigentlichen Algebra sind noch Beschrän- 
kungen geboten. 

In der Theorie der algebraischen Curven und Flächen (d.i. der alge- 
braischen Functionen von einer und zwei Variabeln) giebt es, seit den 
bahnbrechenden Arbeiten von Gremona einerseits, von Riemann anderer- 
seits, eine Reihe von wichtigen Erscheinungen, deren Gesetze nicht so- 
wohl von linearen, als überhaupt von eindeutigen (algebraischen) Trans- 
formationen der Veränderlichen abhängen. | 

Nun lassen sich freilich die letzteren im Princip doch wieder auf 
rein lineare (nämlich der sogenannten »-Gebilde)**) zurückführen; in- 
dessen ist eine Durcharbeitung derartiger Fragen im projectiv-invarianten- 
theoretischen Sinne erst in der neuesten Zeit und in vereinzelten Fällen 
geleistet worden. 

Umgekehrt wird es nicht zu umgehen sein, nach einer anderen Rich- 
tung hin die Grenzen der Algebra zu überschreiten. 


Eines der wichtigsten, von Lie herrührenden Theoreme sagt aus, 


dass man den Bereich einer endlichen, continuirlichen Transformations- 
gruppe stets dadurch „erweitern“***) kann, dass man diejenigen Trans- 
formationen mit aufnimmt, welche die (bis zu einer beliebigen Ordnung 
hin gebildeten) Ableitungen der als abhängig betrachteten Variabeln nach 
den unabhängigen erfahren. Invarianten solcher erweiterten Gruppen oder 
kurz „Differentialinvarianten“ zeigen, im Falle die ursprüngliche Gruppe 


*) Lie selbst, der das in Rede stehende Problem am weitesten geführt 
hat, geht auf die formentheoretischen Beziehungen nicht näher ein. 

”*) Man vgl. etwa die bez. Entwickelungen in Klein-Fricke’s Modulfunc- 
tionen (Leipzig, 1890), III. Abschn. 2. Cap., sowie die besonderen Ausführungen 
von Wiltheiss für das Geschlecht p=3 Math. Ann. XXXVII S. 1—13 (1891). 

"=e#) Lie-Engel I Cap. 25. 
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eine projective war, eine weitgehende Verwandtschaft mit den gewöhn- 
lichen Invarianten. Insofern wird ein Hereinziehen hierauf bezüglicher 
Arbeiten von Halphen, Sylvester und der von Letzterem angeregten 
Schule gerechtfertigt sein. 

Was endlich die Anwendungen unseres Gebietes auf andere Zweige 
der Mathematik angeht — deren Umfang einen eigenen Bericht erheischen 
würde — so kann es sich nur darum handeln, einiges, was dem Bericht- 
erstatter gerade von Interesse schien, herauszugreifen, um den Text zu 
illustriren und zu beleben. 

Wenn sich so das Feld der projectiven Substitutionen als ein ver- 
hältnismässig enges erweist, so zeigt sich seine Bedeutung doch in zwie- 
facher Richtung. 

Einmal kann die hier ausgebildete, specifische Methodik geradezu als 
ein Muster für andere Disciplinen gelten. 

Sodann bildet die Lehre von den linearen Substitutionen und ihren 
Invarianten nicht nur die natürliche Vorstufe zu derjenigen von den Trans- 
formationen überhaupt, sondern es bildet sich auch umgekehrt bei der 
Behandlung der letzteren immer stärker das Bestreben aus, hervorragende 
Probleme auf jene erste Stufe zurückzubringen. 

Es sei in dieser Hinsicht etwa angeführt, dass zu jeder endlichen 
continuirlichen Transformationsgruppe eine projective existirt, welche auf 
die gegebene isomorph bezogen werden kann, sowie, dass die Aufgabe 
der Bestimmung aller Gruppen von bestimmter Zusammensetzung geradezu 
der gewöhnlichen Invariantentheorie gewisser trilinearer Formen angehört. 


Die stufenweise Entwickelung des Invariantenbegriffs. 

Ist ein System von Formen vorgelegt, und man unterwirft die ver- 
schiedenen Variabelnreihen einer gewissen Gruppe von linearen Substitu- 
tionen, so induciren die letzteren eine (holoedrisch isomorphe) Gruppe von 
Substitutionen der gegebenen Coefficienten. Eine jede homogene Inva- 
riante dieser Coefficientengruppe, d. i. eine analytische Function der Coeffi- 
cienten, die zugleich hinsichtlich jeder Coefficientenreihe homogen ist, welche 
den Umformungen der Gruppe gegenüber unveränderlich ist, würde eine „ab- 
solute Invariante“ des Formensystems in allgemeinstem Sinne des Wortes sein. 

Insbesondere sind die rationalen Invarianten der Coefficientengruppe, 
falls die ursprüngliche Variabelngruppe die allgemeine projective war (und 
auch die Coefficienten allgemeiner Natur), die von Aronhold zu Grunde 
gelegten Brüche, deren Zähler und Nenner sich mit den gewöhnlichen 
(oder relativen) ganz-rationalen Invarianten des Formensystems decken. 
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Wünscht man indessen, dass auch die letzteren Bildungen (und die 
relativen Invarianten überhaupt) in obiger Definition mit einbegriffen seien, 
so hat man nur die Variabelngruppe durch diejenige Untergruppe zu er- 
setzen, die entsteht, wenn man der Substitutionsdeterminante der ersteren 
den festen Wert Eins beilegt. 

Nach dieser Formulirung des Invariantenbegriffs, die ausreicht, um 
die vielen Einzelerscheinungen des Folgenden von einem Gesichtspunkte 
aus zu umfassen, wenden wir uns zur historisch vorliegenden Entwicke- 
lung desselben zurück, und geben die sich hier in erster Linie aufdrän- 
senden Fortschreitungsmomente in Kürze an. 

Man ging naturgemäss von den ganz-rationalen Functionen der Coeffi- 
cienten einer oder mehrerer Urformen aus, die sich bei linearer Trans- 
formation der Variabeln um eine (ganze) Potenz der Transformations- 
determinante ändern. Der Kreis derartiger Formen wurde bald dahin 
erweitert, dass neben den Coefficienten auch die ursprünglichen Variabeln 
und die zu ihnen contragredienten als Argumente zugelassen wurden. 

Neben diese mehr formale Definition der invarianten Formen stellt 
sich später die mehr materielle Cayley’sche als ganz-rationaler Lösungen 
ihrer Differentialgleichungen. 

Als dritte Definition tritt dann bei Clebsch das Aggregat gewisser 
symbolischer Producete auf. 

Weiterhin hat man die erste Erklärung der Invarianten von der un- 
nötigen Specialität befreit, dass der bei Transformationen hinzutretende 
Factor von vorn herein eine Potenz der Substitutionsdeterminante sein 
müsse, und hat nur verlangt, dass derselbe überhaupt won den Coefficien- 
ten der Substitution (nicht aber von denen der Formen selbst) abhängen 
soll; dies hat bereits, wie eine Reihe”) von Autoren bewiesen haben, die 
ersterwähnte Eigenschaft zur Folge. 

Frühzeitig wurden ferner die vorzulegenden Urformen mit mehreren 
Reihen von Veränderlichen ausgestattet, die indessen nur cogredienten 
resp. contragredienten Transformationen unterlagen. 

Olebsch führte 1872**) planmässig alle diejenigen Variabeln neben 





*) Clebsch, Binäre Formen S. 306 (1872); Gram, Math. Ann. VII S. 234 
(1874); d’Ovidio Batt. G. XV S. 187—192 (1877); Capelli, Mem. d. Line. 1882 
5.082 (1882); Hölder, Böklen Mitt. I S. 59—65 (1884); Elliott, Mess. XVI 
S.5--8 (1885); Mansion, Mess. XVI S. 127—129; Brux. S. se. XIIA S. 47—49 
(1887— 88); Study, Methoden (1889) S.32 u. ff.; Deruyts, Theorie gen. des formes 
algebriques, Liege 1891 S. 49. 


**) Göttinger Abh. XVII S. 1—62. 
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einander ein, welche im n-fach ausgedehnten Gebiete den verschiedenen 
linearen Stufen desselben entsprechen. 

Gordan*) und Gapelli”) wurden sodann zu solchen Formenbildun- 
gen geführt, die entstehen, wenn auf mehrere Variabelnreihen von einan- 
der unabhängige Substitutionen ausgeübt werden. 

So lange die verschiedenerlei invariantiven Bildungen, die sich aus 
einem vorgegebenen Formensystem ableiten lassen, in den Coefficienten, 
sowie in den einzelnen Variabelnreihen ganz-rational sind, lassen sie sich 
nach Aronhold und Clebsch leicht aus dem ursprünglichen Begriff der 
Invarianten (in engerem Sinne) entnehmen: man braucht zu dem Behuf 
nur dem gegebenen Formensystem lineare Hülfsformen zu adjungiren. 

Prineipielle Erweiterungen drängen sich erst dann auf, wenn man 
jenen Grundbegriff der Invariante über das Rationale hinaus auf das 
irrationale und das transcendente Gebiet überträgt. Bleiben wir hier 
innerhalb algebraischer Grenzen, so haben wir in der Hauptsache nur 
Wurzeln von irredueibeln Gleichungen zu berücksichtigen, deren Coefficien- 
ten ganz-rationale Invarianten sind. Neuere Untersuchungen von Hilbert, 
Klein und Gordan, sowie von Frobenius haben erkennen lassen **), 
wie sich derartige irrationale Formenbildungen naturgemäss darbieten, wenn 
man sich die Urformen in gewisser irrational-canonischer Art vorgelegt 
denkt, oder, was auf dasselbe hinauskommt, wenn der ursprüngliche 
Rationalitätsbereich der Coefficienten in passender Weise erweitert wird. 

In übersichtlicher, organischer Entwickelung hat Study***) 1887 die 
allmählich aufsteigenden Stufen des Invariantenbegriffs aus einander her- 
vorgehen lassen, indem er sie in unmittelbare Parallele setzt zu der von 
Kronecker herrührenden arithmetischen Begründung der verschiedenen 
Arten von algebraischen Grössen. 

Insbesondere gelingt es ihm, dem delicaten Begriff der irrationalen 
Covariante eine präcise Fassung zu geben. 

Nach anderer Richtung hin haben Christoffely) und neuestens 
Maurer?) eine Erweiterung angestrebt, insofern sie solche Invarianten 
in Betracht ziehen, für welche zwar die Gruppe der Coefficienten immer 





*) Gordan bei der Auflösung der Gleichungen fünfter Ordnung, Math. 

Ann. XIII S. 5375—404, insbes. S. 379 (1878). 
Capelli beim Studium der doppelt quadratischen binären Formen, Batt. 

G. XVII S. 69—148 (1879). 

Davol. IB: 
”##) Leipzig. Ber. Vgl. Die Einleitung zu seinen „Methoden“ ..., Leip- 

zig 1889. 

+) Christoffel, Math. Ann. XIX S. 280—290 (1881); Maurer, Münch. Ber. 

1888 S. 103—150 und Journ. für Math. CVII S. 89—116 (1890). 
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noch eine projective ist, während die die Transformation der Variabeln 
vermittelnden Ausdrücke rational werden. Die charakteristische Form der 
Differentialgleichungen für die Invarianten bleibt auch dann noch bestehen. 

Endlich ist noch die Bestimmung der ganz-rationalen invarianten Bil- 
dungen auf Grund ihrer Leitglieder anzuführen. Die letzteren sind die 
Invarianten einer gewissen Untergruppe der ursprünglichen und genügen 
daher nur noch einem Teile der Differentialgleichungen für gewöhnliche 
Invarianten. 

Speciell für binäre Formen haben in neuerer Zeit MacMahon und 
Cayley eine selbständige Theorie derartiger „Seminvarianten“ geschaffen, 
die vermöge eines eigentümlichen Symbolismus mit der Lehre von den 
symmetrischen Functionen in engstem Zusammenhange steht”). Anderer- 
seits haben Sylvester und Perrin die genannten Bildungen auf noch 
einfachere redueirt”*). 

Die Bedeutung dieser Leitglieder reicht indessen noch weiter, insofern 
man aus ihnen nach Faa di Bruno***) und Hilbert) die zugehörigen 
vollständigen Formen mit Hülfe eines einzigen Processes unmittelbar her- 
stellen kann: man hat nur die Coefficienten der einzelnen Urformen durch 
die bezüglichen (mit gewissen Zahlen multiplieirten) Ableitungen der letz- 
teren nach der nicht homogenen Variable zu ersetzen, ein Verfahren, das 
auch auf höhere, als binäre Formen, ausgedehnt werden kann. 


Das Aequivalenzproblem der quadratischen und bilinearen 
Formen. 

Wir wenden uns jetzt zu der linearen Transformation der quadra- 
tischen und bilinearen Formen. Diese zeichnen sich vor den übrigen 
Formen dadurch aus, dass zwei allgemeine Individuen derselben Art stets 
linear in einander überführbar sind. 

Das specielle, wegen seiner Anwendungen so wichtige Problem, eine 
oder auch simultan zwei quadratische Formen von n Variabeln als Aggre- 
gat von möglichst wenig Quadraten linearer Ausdrücke darzustellen, ist 
schon in früherer Zeit vielfach (von Lagrange, Cauchy, Gauss, Ja- 
cobi, Plücker, Hesse u. a.) behandelt worden ff). 

*) Oayley, Quart. J. XIX S. 131-138 (1883), Am. J. VII 8.125, 
99—73 (1884); MacMahon, Am. J. VI S. 131—164 (1883), Am. J. VII S. 26—47 
(1884), Am. J. VIII S. 1—18 (1885). 

**) Sylvester im Amer. J. V S. 79—137 (1882); Perrin in den S.M.F. 
Bull. XI S. 88—107 (1883). 

=") Amer. J. III S. 154—164 (1882) oder Journ. f. Math. XC S. 186— 188; 
cf. Stroh, Math. Ann. XXII S. 402 (1885). 


r) Math. Ann. XXX S. 15—29, spec. S. 17. 
tr) Siehe Baltzer’s Determinanten, 
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Weierstrass zeigte 1858*), wie die Cauchy-Jacobi’schen Darstel- 
lungsformeln für die simultane „Reduction“ zweier quadratischen Formen 
bei Eintritt des „Ausnahmefalles* zu modificiren seien, dass die Anzahl der 
Quadrate unter die der Variabeln sinkt, wenn also die Wurzeln der „cha- 
rakteristischen“ Gleichung (von der die Bestimmung jener Quadrate abhängt) 
nicht mehr sämtlich unter einander verschieden sind. Insbesondere wird 
die reelle Transformation reeller Formen untersucht. 

Der Cayley-Hermite’schen Formeln für die Schar der Transforma- 
tionen, welche eine quadratische Form in sich selbst zulässt, ist schon 
im ersten Abschnitte gedacht worden”). 

Weierstrass’sche Forschungen über Transformationen allgemeiner 
©-Functionen (bei Invarianz der Parameter) führten auf die algebraische 
Aufgabe, eine bilineare Form von je 2n Variabeln auf die canonische Ge- 
stalt einer gewissen Summe von Producten zu bringen. ! Kronecker er- 
kannte 1866***) mittels Einführung der sogenannten „beigeordneten“ Form, 
dass die verlangte Reduction bei nicht verschwindender Determinante der 
Form nach Lösung einer charakteristischen Resolvente nten Grades (mit un- 
gleichen Wurzeln) ausführbar sei, und gab zugleich an, wie hierauf die all- 
gemeinere Aufgabe zurückkomme, die bilineare Form vermöge der näm- 
lichen Substitutionen beider Variabelnreihen in sich’ zu transformiren. 

Im nächsten Jahre bestätigt Christoffely) diese Ergebnisse auf dem 
Aronhold’schen Wege und begründet den wichtigen Satz, dass die Anzahl 
der in den Substitutionscoeffieienten enthaltenen willkürlichen Parameter 
mit derjenigen der absoluten Invarianten der Form übereinstimmt. Als 
Hülfsmittel dient ihm dabei die wirkliche Aufstellung der invarianten 
Bildungen. 


*) Berliner Ber. 1858 S. 207—220. Als eine weitere Ausführung dieser 
Arbeit ist diejenige von 1868 zu betrachten. 
RB 
#=#=*) Journ. für Math. LXVIII S. 273—285 oder auch Berliner Ber. Oct. 
1866. (Vgl. den Abschnitt über die lineare Transformation der #-Functionen 
in Glebsch-Gordan’s „Abel’schen Functionen“ Leipzig 1866.) 
Der Begriff der beigeordneten Form wird S. 279 aufgestellt, derjenige der 
„Normalform“, in welche jede bilineare Form transformirt werden kann, S. 275. 
Die Kronecker’sche Transformation ist von Frobenius für #-Functionen 
mehrerer Variabeln weiter verfolgt worden, Journ. für Math. XCV S. 264 u. ff. 
(1883). Vgl. Weber, Annali di Mat. (2) IX 8.126 u. ff. (1880) und Wiltheiss, Math. 
Ann. XXVl S. 127 u. ff. (1886). 
7) Journ. für Math. LXVII S. 253—272. Der angeführte Satz steht auf 
S. 262. 
Die absoluten Invarianten einer bilinearen Form, deren beide Variabeln- 
reihen zu einander dualistisch sind, treten schon in einer Abhandlung von Bor- 
chardt auf: Journ. für Math. XXX S. 58, vgl. S. 270—271 (1846), 
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Zu Beginn der neuen Periode (1868, wie schon weiter oben erwähnt 
wurde) nimmt Weierstrass*) die Aequivalenz von zwei linearen „Scha- 
ren“ bilinearer resp. quadratischer Formen in allgemeinerer Fassung \wie- 
der auf”), | 

Durch Einführung der „Elementarteiler“***) werden die Resultate 
sehr durchsichtig. Man bilde die successiven Differenzen der Anzahlen, 
welche angeben, wie oft irgend ein Linearfactor der Determinante einer 
vorgelegten Formenschar f+A» noch in sämtlichen Unterdeterminanten 
resp. der ersten, zweiten u. s. f£ Ordnung aufgeht. Erhebt man dann 
jeden Linearfactor der Reihe nach auf Potenzen, deren Exponenten eben 


jene bezüglichen Differenzen sind, und multiplieirt sie sämtlich, so ist 


damit die ganze Determinante in das Product ihrer Elementarteiler zerlegt. 

Das Kriterium für die gegenseitige lineare Ueberführbarkeit zweier 
Scharen f+A» und F--A® lautet nun einfach dahin, dass die beider- 
seitigen Determinanten in ihren Elementarteilern überein- 
stimmen müssen"***). 

Ein Elementarteiler ist offenbar eine irrationale Invariante der Schar; 
indessen lässt sich dem genannten Kriterium, wie das Kronecker später 
(1874) vorgezogen hat, eine rationale’) Formulirung dadurch erteilen, 
dass man die Elementarteiler ersetzt durch die grössten gemeinschaftlichen 
Teiler aller Unterdeterminanten je der nämlichen Ordnung. 

Um nunmehr zwei vorgelegte Formenscharen bezüglich ihrer Aequi- 


valenz mit einander zu vergleichen, reducirt Weierstrass dieselben auf 


geeignete canonische fr) Gestalten, deren neue Variabeln allein von den 
Elementarteilern abhängen. 

Der Begriff des „Canonischen“, dem sonst leichtFff) eine gewisse 
Willkür anhaftet, ordnet sich hier dem höheren Probleme der Aequivalenz 
unterfff7), und erhält dadurch einen bestimmten Charakter. 


*) Berliner Ber. 1868 S. 310—338. Die Elementarteiler werden auf 
S. ll eingeführt. 

”*) Vgl]. hiermit die Behandlung des Problems bei Stickelberger, Dissert. 
Berlin 1874 und Maurer, Dissert. Strassburg 1887, sowie bei Ed. Weyr (Jub. 
fond der böhm. Ges. d. W. 1889 oder Wiener Monatshefte 1890 Bd.I), der die 
Cayley’sche Theorie der Matrices zu Grunde legt. 

=") Wegen des Vorkommens derselben bei Sylvester siehe S. 87. 

?*##) 5. 312,314, 326. 
7) Berliner Ber. 1874 S. 60. 
N 1.048.819 
rt) Vgl. die Bemerkungen von Kronecker darüber Berl. Ber. 1874 S. 72. 
trrr) Bei Formen höherer Ordnung ist freilich bisher überwiegend das um- 
gekehrte Verfahren eingeschlagen worden, cf. Sylvester in Cambr. and Dublin 
Math. J. VI S, 193: 
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Die einzige Einschränkung, die Weierstrass macht, ist die, dass Ele- 
mentarteiler überhaupt existiren, d. h. dass die Determinante der Formen- 
schar nicht identisch verschwindet. 

Wie selbst dieser extreme Ausnahmefall zugänglich gemacht werden 
kann, hat Kronecker unmittelbar darauf*) dargethan, indem er vermöge 
Teilung der Variabeln in zwei verschiedenartige Gruppen auch hier eine 
vermittelnde canonische Gestalt der Schar herstellt. 

In derselben kurzen Note weist Kronecker darauf hin, wie für qua- 
dratische Scharen, die wenigstens eine Form von unveränderlichem Vor- 
zeichen enthalten, das Weierstrass’sche Verfahren umgekehrt werden 
kann: es wird eine Methode angegeben, wie man direct zu einer geeigneten 
reducirten Schar gelangt, woraus sich rückwärts die Aequivalenz-Eigen- 
schaften der Elementarteiler ablesen lassen. 

Sechs Jahre später (1874) hat Kronecker”*) seine algebraischen 
Untersuchungen über den vorliegenden Gegenstand zu einem Ganzen ver- 
arbeitet, welches alle existirenden quadratischen oder auch bilinearen 
Scharen f+A» umfasst. 

Erweist sich hierbei, wie schon bemerkt, die rationale Methode des 
grössten gemeinschaftlichen Teilers von prineipieller Bedeutung — Kron- 
ecker betont***) den Vorzug dieser arithmetischen Fixirung von Invarian- 
ten gegenüber der üblichen litteralen Bildungsweise — so lehrt doch ein 
tieferes Eindringen, dass die Gleichheit jener Invarianten als Kriterium für 
die Aequivalenz zweier vorgegebener Scharen nicht in allen Fällen hin- 
reicht. Dies leistet erst der fundamentale Begriff der „elementaren“ 
Scharenf), nämlich solcher, deren Determinante entweder die volle Po- 
tenz eines linearen Ausdrucks ist oder aber identisch verschwindet. Eine 
beliebige Formenschar ist stets, und im wesentlichen nur auf eine Art 
als Aggregat von elementaren Scharen darstellbar: diese letzteren (nebst 
ihrer Anzahl) erscheinen als die wahren Invarianten der Aequivalenz. 

Zur wirklichen Durchführung der Reduction einer Schar auf ihre 
elementaren Teile bedurfte es der Ausdehnung der 1868 für Scharen 
mit wenigstens einer definiten Form gegebenen Methode auf beliebige 
Scharen; es wird das erst dadurch ermöglicht, dass nicht mehr succes- 
sive eine Variable nach der andern (wie bei Jacobi), sondern gleich ganze 
Gruppen derselben entfernt (und durch canonische Variabeln ersetzt) werden. 


*) Berliner Ber. 1868 S. 339— 346. 

**) Berliner Ber. 1874 S. 59—76, 149— 156, 206—232. 
=#150..8. 60. 

lrı8. 61, 


ae 
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C. Jordan*) war in einer kurz vorher erschienenen Arbeit zu an- 
dern Ergebnissen gelangt: in einer darüber entstandenen polemischen Aus- 
einandersetzung zwischen ihm und Kronecker legte Letzterer dar, dass 
bei der allmählichen Ersetzung gewisser Veränderlichen durch neue, wie 
sie Jordan ausgeführt hatte, in extremen Fällen der merkwürdige Umstand 
eintreten kann, dass früher schon entfernte Veränderliche im späteren Ver- 
lauf der Rechnung von selbst wieder zum Vorschein kommen. 

Als ein schönes Ergebnis der Kronecker’schen Untersuchung tritt 
hervor, dass die Weierstrass’sche Reductionsmethode bei geschickter An- 
ordnung der Variabeln selbst im Falle einer verschwindenden Determinante 
der Schar gültig bleibt””), während die Jacobi’sche eine unmittelbare 
Uebertragung nur auf die symmetrischen und alternirenden (bilinearen) 
Formen gestattet. 

Hatte Kronecker so eine ausnahmslose Theorie der unabhängigen 
(„incongruenten“) Transformationen bilinearer Formen und Formenscharen 
geschaffen, so wendet er sich nunmehr ausführlich zu seinem alten Probleme 
(von 1566) der für beide Variabelnreihen identischen („congruenten“) 
Transformationen einer bilinearen Form in sich selbst***), 

Hier bereitet wiederum der damals bei Seite gelassene Fall einer 
verschwindenden Determinante (resp. der noch weitergehenden Ausartungen) 
Schwierigkeiten. | 

Dann aber hängt die Form in Wirklichkeit nur von einer geringeren 
Anzahl von Variabeln ab, und kann als Function dieser so zubereitet 
werden, dass ihre Determinante (nunmehr „Discriminante*F) genannt) 
von Null verschieden ausfällt. 

Es lassen sich wiederum der Reihe nach gewisse einfachste cano- 
nische Formen, von denen vier („reducirte“) Typen ff) aufgestellt werden, 





”) C.R. Dez. 1873; auf die Entgegnung Kronecker’s (Berliner Ber. 1874 
S. 71—76) folgten die weiteren Mitteilungen Jordan’s in Liouv. J. (2) XIX 
S.35—54 und ©. R. März 1874. Eine ausführliche und definitive Antwort 
hierauf gab Kronecker in den Berliner Ber. 1874 S. 206--232. 
Insbesondere siehe S. 226. Die Behandlung der quadratischen Formen 
bei Jordan Liouv. J. (2) XIX 8. 397 —422 ist correct. 
#*) |. c. S. 156, 211, 212. Wegen der Jacobischen Transformation (Journ. 
für Math. LIT S. 265—270) siehe besonders S. 398 u. f. 
”=) Berliner Ber. S. 397—447. 
r)l.e. 8.410. f 
+PD l.c. S. 480. Diese Typen sind I. 2xk yk+(k=0,1,..,2m—1), 
k 


II. Ex yatı+eyksk+Hı)(k=0,1,..,2m —2, >21), IH. Z(—Imxk yk+ı 
k k 
+ (VE ykxk+1)(k=0,1,..,2m— 2), IV. x, +23 (xkyk-1ı+ (—1)E YEXk-ı) 
k 
k=1,2,..,n,0 0). 
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aussondern; der weitere Gang der Untersuchung wird dann dem bei in- 
congruenten Transformationen eingeschlagenen ähnlich. 

Die Invariantensysteme der Transformation werden abermals auf 
Grund des Begriffes vom grössten gemeinschaftlichen Teiler definirt*). 

Eine Reihe von Ergänzungen in diesem Sinne hat Kronecker in 
neuester Zeit”*) (1889 und 1890) geliefert. 

Standen sich so bis zuletzt der arithmetische und der formentheo- 
retische Gesichtspunkt fast unvermittelt gegenüber, so erschien eine Durch- 
dringung beider um so wünschenswerter. 

Ein erster Schritt in dieser Richtung ist jüngst von Rosenow””*) 
(1890) gemacht worden. Für den Fall von zwei Variabelntripeln wer- 
den einmal die Kronecker’schen Invarianten einer bilinearen Form auf- 


gestellt — die, abgesehen von deren Determinante, jeweils nur aus ge- 
wissen ganzzahligen Charakteren bestehen — und darnach die verschie- 


denen Formenklassen eingeteilt. Andererseits werden die nämlichen Klassen 
derart charakterisirt, dass immer einige der zugehörigen gewöhnlichen 
Formen (Invarianten, Covarianten, Contravarianten) identisch verschwinden. 

Indem wir uns zum Jahre 1874 zurückwenden, eitiren wir vor allem 
noch eine Abhandlung von Darbouxyr), in der die Weierstrass-Kron- 
ecker’schen Sätze von 1568 ebenso allgemein, wie elegant abgeleitet wer- 
den. Als systematisches Hülfsmittel dient die mit mehreren Reihen von 
willkürlichen Grössen geränderte Determinante einer resp. zweier Formen. 

Die Serie dieser Determinanten verhält sich, wenn man die ursprüng- 
liche den Wert Null passiren lässt, ähnlich wie die Reihe der Sturm’- 
schen Functionen beim Ueberschreiten einer Wurzel einer algebraischen 
Gleichung. 

Die Summendarstellung selbst wird gewonnen, indem die als Quotient 
zweier benachbarten Ränderungsdeterminanten ausdrückbare Form (oder For- 
menschar), in Anlehnung an das Jacobi’sche Verfahren, in Partialbrüche 
zerlegt wird, jedoch mit der Massgabe, dass die durch die Ausnahmefälle 
zu erheischenden Modificationen wirklich im einzelnen durchgeführt werden. 





*) l.e. 8. 435—438. 
**) Berliner Ber. 1889 S. 1225—1237, 1375—1388, 1890 S.I—17, 34—44. 
=#*) Journ. für Math. OVII S. 1—24, Beilage zum Programm der 4. höhe- 
ren Bürgerschule zu Berlin. Ostern 1891. 

Eine Weiterführung für Formen mit n Variabeln würde die Kenntnis 
der bez. (algebraischen) Invariantensysteme voraussetzen. Letztere sind in- 
dessen nur sehr unvollständig bekannt, cf. Mertens, Krak. Denkschr. X, XII 
(1885, 1886). 


$) Liouv. J. (2) XIX 8. 347—396. N 


112 Bericht über den gegenwärtigen Stand der Invariantentheorie. 


Unsere weiteren*) Darlegungen werden sich in der Hauptsache auf 
die Transformation einer quadratischen resp. bilinearen Form in sich selbst 
eoncentriren. 

Während man bis dahin von den Formen als dem Gegebenen aus- 
ging, und solche Substitutionen der Variabeln suchte, welche gewisse 
Transformationen der Formen bewirken, vollzieht sich nunmehr eine ent- 
scheidende Wendung dadurch, dass man umgekehrt aus der Gesamt- 
gruppe der Substitutionen diejenige Untergruppe zu erfassen sucht, welche 
überhaupt irgend eine quadratische (bilineare) Form in sich überzuführen 
im Stande ist, und die diesbezüglichen Formen erst nachträglich ermittelt. 
Die Formen selbst treten als etwas Secundäres in den Hintergrund und 
das Interesse wendet sich in erster Linie der selbständigen Gestaltung der 
Substitutionengruppe zu. Leider hat dies fruchtbare Princip in der 
übrigen Formentheorie bis heute nur erst vereinzelt**) Wurzel fassen 
können. 

nl Den ersten Anstoss in diesem Sinne giebt Rosanes”***) 1875, unter 
Beschränkung auf die quadratischen Formen von „allgemeinem“ Charakter. 
Nach Cayley gehen zugleich mit einer quadratischen Form, deren erste 
Ableitungen, also ein System linearer Formen in sich über, deren „Fun- 
damentalgleichung“ die wichtige Eigenschaft besitzt, reciprokf) zu sein. 
Rosanes weist die Umkehrung nach, sodass zu jeder reciproken Gleichung 
ein solches „asymmetrisches“ ff) System von linearen Formen gehört, und 
damit auch eine zugehörige quadratische Form. Von einer derart gefun- 
denen Lösung kann man zu den übrigen gelangen. 

In vollem Umfange hat das genannte Prineip für quadratische For- 
men Frobeniustrr) 1377 verfolgt, und auf diesem Wege die charakteristi- 





*) Vgl. zum Vorhergehenden noch die Reduction der bilinearen Form 
durch biorthogonale Substitutionen auf eine canonische Gestalt: Beltrami, Batt. 
G. XI 8. 89—107 (1873), sowie neuere Arbeiten (1889) von Cosserat, Toul. 
Ann. III S. 1—12 und Sylvester, C. R. CVIII S. 651—653, Mess. (2) XIX 
Ss. 1—5, 42—46. 

**) Vgl. indessen die Arbeit von Maurer im Journ. für Math. CVII S. 89 
bis 116 (1890), der die Invariantentheorie ausgearteten Formen gewissen Trans- 
formationsgruppen zuordnet. 

***) Journ. für Math. LXXX S. 52—72. 

7) Vgl. für den einfachsten Fall Brioschi, Annali di Tort. V S. 201—206 
(1854). 

Allgemein ist die Eigenschaft der Reeciprocität der Fundamentalgleichung 
von Kronecker 1866 bewiesen (Journ. für Math. LXVIII S. 276). 

ID Ir SITE 

frr) Journ. für Math. LXXXIV S. 1—63. Of. C.R. LXXXV S. 131—134. 
Im Zusammenhange damit stehen die weiteren Arbeiten desselben Verf. im 
Journ. für Math. LXXXVI S. 44—71, 146—208 (1879), und Bd. LXXXVIII S. 96 
bis 117 (1880). 
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schen Eigenschaften der Substitutionen, welche eine quadratische — oder, 
was im wesentlichen auf das Nämliche hinauskommt, eine symmetrische 
resp. alternirende bilineare — Form invariant lassen, mit Einschluss 
sämtlicher Ausnahmefälle aufgedeckt. 

Allerdings darf dabei nicht unerwähnt bleiben, dass bereits 1873 
Bachmann*) die ternären quadratischen Formen auf ihre Ausartungen 
hin direct untersucht und so die Hermite’schen Ergebnisse vervollstän- 
digt hatte, wogegen Hermite**) bald darauf nachweisen konnte, wie die 
Bachmann’schen Formeln bei correctem Grenzübergange aus den seini- 
gen hervorgehen. 

Frobenius geht von dem einfachen Grundgedanken aus, dass das 
Coeffieientensystem einer bilinearen Form eine bestimmte Substitution einer 
einzelnen Variabelnreihe repräsentirt. 

Dies setzt ihn in den Stand, die Transformationen bilinearer Formen 
überhaupt als „Zusammensetzungen“ von Substitutionen aufzufassen, und 
auf dieser Grundlage einen fruchtbaren Algorithmus aufzubauen, dessen 
Operationen sich geradezu mit gewissen, durch ihre Einfachheit ausge- 
zeichneten Arten der Multiplication von höheren complexen (oder „exten- 
siven*) Zahlen decken. Daraus fliessen die Kriterien für die Eigenart einer 
Substitution, die fähig sein soll, eine Form in sich zu transformiren. 

Ist die verlangte Form eine allgemeine, d. i. von nicht verschwinden- 
der Determinante, so müssen *”*) die Elementarteiler der charakteristischen 
Substitutionenfunction paarweise von gleichem Grade sein und für reci- 
proke Werte verschwinden (ausgenommen die Werte 1). 

Bei verschwindender Formendeterminante hingegen 7) muss, wenn m 
den höchsten Grad nicht verschwindender Unterdeterminanten bezeichnet, 
die charakteristische Function durch eine reciproke Function mten Grades 
teilbar sein. 

Sind darnach die Aequivalenzbedingungen vollständig ermittelt, so 
lassen sich nunmehr auch die Cayley-Hermite’schen Formeln für die 
Coefficienten der fraglichen Substitutionen mittels eines scharfsinnigen 
Grenzverfahrens auf alle Ausnahmefälle ausdehnen ff). 

Die merkwürdigen Anwendungen, welche der Verfasser von seiner 
Methode auf die Lehre von den complexen Zahlsystemen macht, müssen, 


*) Journ. für Math. LXXVI S. 331—341. Vgl. Tannery, Darboux Bull. 
XI 8. 221—233 (1876). 
*#*) Journ. für Math. LXXVIII S. 325—328 (1874). 
EEE. 81. 
#3.110.,8.:52/655. 
+) Le $1l. 
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als zu weit führend, hier übergangen werden; desgleichen die verwandten 
Untersuchungen von Lipschitz*) und Kronecker*) über den innigen Zu- 
sammenhang zwischen den Hamilton’schen Quaternionen (resp. Biquater- 
nionen) und den entsprechenden orthogonalen Substitutionen. 

Hingegen mag eine andere Anwendung”*), welche Frobenius von 
der Transformation der bilinearen Formen auf das sogenannte „Pfaff’sche 
Problem“ gemacht hat, hier um so lieber eine Stelle finden, als sie ein 
merkwürdiges Beispiel dafür liefert, wie die, wesentlich der Functionen- 
theorie angehörige Erforschung von Invarianten unendlicher Gruppen unter 
günstigen Umständen auf die rein algebraische von Invarianten einer pro- 
jectiven Gruppe zurückgebracht werden kann. 

Beim Pfaff’schen Problem handelt es sich darum, zu erkennen, ob 
und wann zwei vorgelegte n-gliedrige lineare Differential-Ausdrücke dadurch 
in einander übergeführt werden können, dass man die Variabeln „allge- 
meinen Punkttransformationen“ unterwirft. 

Frobenius lehrt zunächst, dass unter der Annahme der Möglichkeit 
jener Ueberführung gleichzeitig ein gewisses System”), bestehend aus einer 
alternirenden bilinearen und einer linearen Form in Folge gewisser con- 
gruenter (linearer) Substitutionen in ein ähnlich gestaltetes übergeht, wo- 
bei die Coefficienten der Formen, wie die der Substitutionen, trotzdem 
sie von den Variabeln des Problems abhängen, die Rolle blosser Con- 
stanten spielen. Nun zeigt sich aber, dass auch das Umgekehrte gilt, 
dass also das alleinige Erfülltsein der algebraischen Transformations- 
relationen dasjenige der für die transcendente Frage erforderlichen Inte- 
grabilitätsbedingungen von selbst nach sich zieht. Des weiteren ergiebt 
ein tieferes (formentheoretisches) Eingehen auf den Charakter der alge- 
braischen Relationen, dass diese nur die Gleichheit einer ganzzahligen 
Invariante p für beide Formenpaare verlangen, ein Satz, den kurz zuvor 
Lie auf gruppentheoretischem Wege nachgewiesen hatte. Die charak- 


”) Lipschitz, „Untersuchungen über die Summe von Quadraten“ Bonn 
1886, Journ. de Math. (4) II, 873—440 (1886), Berl. Ber. 1890. 

Kronecker, Berl. Ber. 1890 S. 525—541, 602—607, 691—699, 873—884, 
1065— 1080. 

**) Journ. für Math. LXXXII S. 230—315 (1877). 

Eine analoge Anwendung der Aequivalenz zweier quadratischen Formen 
findet sich schon bei Christoffel (1870), Journ. für Math. LXX S. 46—70, 
241—245, der auf algebraischem Wege die Aequivalenz zweier quadratischen 
Differentialformen gegenüber unendlichen Punktgruppen erledigt. Mittels Me- 
thoden der Variationsrechnung ist Lipschitz gleichzeitig zu denselben Ergeb- 
nissen gelangt, siehe Journ. für Math. LXX S. 71—102, 274—287, 288—295; 
Bd. LXXII S. 1—56, nebst Verallgemeinerungen auf höhere Formen. 

”=#) Dieses System ist später von Morera formentheoretisch genauer unter- 
sucht worden, Atti di Torino XVII S. 385—403 (1883). 
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teristische Invariante p ist, wie auch Frobenius zeigt, nichts anderes, 
als die Anzahl der in der „canonischen* Gestalt des Pfaff’schen nl, 
tialausdrucks vorkommenden unabhängigen Functionen. = 

An die Fragestellungen von Frobenius knüpft Stickelberger*) 
an, der die Stellung der orthogonalen, oder überhaupt der, eine definite 
(quadratische) Form invariant lassenden Substitutionen innerhalb des seit 
Weierstrass neu gewonnenen Gesichtskreises zu ermitteln sucht. Mittels 
Einführung einer geeigneten trigonometrischen Normalform für derartige 
Substitutionen erschliesst sich ihm das einfache Ergebnis, dass deren 
charakteristische Function ausschliesslich einfache Elementarteiler besitzt, 
und infolgedessen eine solche Substitution durch die Angabe ihrer charak- 
teristischen Function bereits völlig bestimmt ist. 

Stickelberger hat ferner eine wertvolle Ergänzung””) zu der Weier- 
strass’schen Reduction von Scharen bilinearer Formen geliefert, insofern 
er darlegt, wie die Eventualität, dass etwa der Nenner der in die Nor- 
malform eingehenden Coefficienten verschwinden — und damit die letztere 
illusorisch werden — könnte, stets vermieden zu werden vermag. 

Eine wichtige Aufgabe war noch im Rückstande geblieben, nämlich, 
die Frobenius’sche Theorie der congruenten Transformationen von qua- 
dratischen Formen in sich auf beliebig geartete bilineare Formen aus- 
zudehnen. 

Das hat in den letzten Jahren Voss”**) geleistet, und dabei zugleich 
die Methoden so weit vervollkommnet, dass die erforderlichen Hülfspro- 
cesse wirklich rational durchführbar werden. 

Indem er, gestützt auf den Kronecker’schen Begriff der beigeordneten 
Form, das vorliegende Problem auf das einfachere zurückführt, zwei ge- 
wisse Scharen von bilinearen Formen „congruent“ in einander zu trans- 
formiren, gelingt es ihm, das System der in den Coefficienten der Urform 
zunächst quadratischen Transformationsrelationen durch ein lineares 
zu ersetzen, wobei man deutlich erkennt, weshalb gerade die beiden 
Klassen der symmetrischen und der alternirenden Formen bei den Frü- 
heren, insbesondere bei Frobenius, ausgezeichnet sind. 





*) Programm des Polytechnikums Zürich, 1877, S. 1—16. 
=") Journ. für Math. LXXXVI 5.20—43 (1879). Vgl. die Dissertation dess. 
Verf. Berlin, 1874. 
' #®#) Göttinger Nachr. Aug. 1887 S. 425—433. 
Münchener Abh. XVII (1890) S. 3—121. 
Die besondere Transformation einer bilinearen Form in sich, bei der die 
beiden Variabelnreihen conjugirten Substitutionen unterworfen werden, ‚ist von 
Voss in den Münch. Ber. 1889 S. 175—211 verfolgt worden. 
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In den Endformeln prägt sich die augenfällige Analogie mit den 
Cayley-Hermite’schen Ergebnissen aus. 

Um von irgend einer gefundenen Substitution zu allen übrigen von 
der nämlichen Eigenschaft zu gelangen, hat man sämtliche, mit der ersten 
„vertauschbaren“ aufzusuchen, eine Aufgabe, die bereits Frobenius mit 
Hülfe seines Algorithmus erledigt hatte”). 

Auch die Stellung der Kronecker-Christoffel’schen Normalform 
innerhalb der ganzen Theorie tritt jetzt scharf hervor. 

Uebrigens ist zu bemerken, dass der Kern des hier von Voss ein- 
geschlagenen Verfahrens schon in einer älteren“*) Arbeit desselben Ver- 
fassers über orthogonale Substitutionen vorgebildet erscheint, die nahezu 
gleichzeitig mit der grossen Frobenius’schen Abhandlung 1877 erschien. 

Ein weiteres Verdienst hat sich Voss dadurch erworben, dass er 
die gemeinsame Quelle einer Reihe von zum Teil tief liegenden Elementar- 
teilersätzen, welche Frobenius, Siacci, Stickelberger und Stieltjes 
aufgestellt hatten, in einer einzigen Determinantenidentität”*") erkannte. 

Wir haben oben einer Polemik zwischen Kronecker und Jordan 
aus dem Jahre 1874 gedacht. Jordan musste damals die ihm gemach- 
ten Einwände in der Hauptsache als berechtigt anerkennen. 

Inzwischen hat er den Gegenstand wieder aufgenommen, und den 
ersten Teily) seiner neuen Studien 1888 in einer Arbeit über die Trans- 
formation quadratischer Formen in sich im Zusammenhange niedergelegt. 
Die durch die Elementarteiler der charakteristischen Function bedingte Ein- 
teilung der Formen in Klassen und Unterklassen wird auch hier auf die 
Substitutionen selbst übertragen. Für die letzteren wird am Ende ein Paar 
von einfachsten canonischen Typen gewonnen, während die zugehörigen 
quadratischen Formen a posteriori explieite construirt werden. Auffallend 
erscheint der Mangel an Bezugnahme auf die Untersuchungen anderer. 

Es darf aber wohl betont werden, dass die Aequivalenztheorie der 
bilinearen und quadratischen Formen, wie unsere Darstellung ergeben 
haben dürfte, ihre heutige Ausbildung fast ausschliesslich dem Scharfsinne 
deutscher Forscher verdankt. 





”) In den Münchener Ber. von 1889 S. 283—300 hat Voss den frag- 
lichen Satz auf einem andern Wege hergeleitet, der die Bildung sämtlicher 
Formen auf einen übersichtlicheren Process zurückführt, welcher zugleich die 
Untersuchung der charakteristischen Function der mit einer gegebenen 
Form vertauschbaren Formen gestattet. 

**) Math. Ann. XIII S. 520—374 (1878). 

==») Münchener Ber. 1889, S. 329—339. 

7) Journ. de Math. (4) IV, 349—368. Vgl. die vorhergehenden Mittei- 
lungen in den C. R. 
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Manches freilich haben wir unberücksichtigt gelassen, das, wie das 
speciellere Problem der Canonisirung einer Form, an sich wohl bedeut- 
sam genug, doch zurücktreten musste, wo es sich in erster Linie um 
die invarianten Eigenschaften der verwendeten Substitutionen handelte. 

Dahin gehört Gundelfinger’s“) Vereinfachung und Verallgemeine- 
rung der Jacobi-Plücker’schen Methode, eine quadratische Form auf eine 
Summe von Quadraten zu bringen, sodann eine Reihe von Beweisen für das 
Sylvester-Jacobi’sche Trägheitsgesetz”"), ferner die genaueren Untersu- 
chungen über die Abhängigkeit””*) der Relationen, welche erfüllt sein 
müssen, wenn eine quadratische Form von n Variabeln als Summe von weni- 
ger als n Quadraten darstellbar sein soll, sowie die verschiedenartigen For- 
mulirungen dieser Relationen; weiter der Ausdruck der canonischen Coeffi- 
cienten in geschlossener Determinantenformf), und Aehnliches mehr. 

Dagegen sei es gestattet, am Schlusse des vorliegenden Abschnittes, 
die Aufmerksamkeit auf einen Punkt von grösserer Bedeutung zu lenken. 

So vielfach auch in den eitirten Arbeiten der Gruppencharakter der 
Substitutionen, die eine quadratische oder bilineare Form invariant lassen, 
implicite verwendet worden ist, so sind wir doch noch von einer orga- 
nischen Eingliederung des transformationsgruppentheoretischen Prineips in 
die gemeinte Theorie weit entfernt. Dazu würde es vor allem eines 
vollständigen Studiums der in einer solchen Gruppe enthaltenen Unter- 
gruppen, und deren Nutzbarmachung für die Formen selbst bedürfen. 

Hinsichtlich des Ersteren hat in neuester Zeit WernerfTf) für quadra- 
tische Gebilde die Bestimmung der grössten Untergruppen durchgeführt, 
nachdem schon vorher Lierffr) einige Fälle behandelt hatte: es sind das 
solche Gruppen, welche entweder einen „Punkt“ oder aber eine „ebene 
Mannigfaltigkeit“ des (durch Nullsetzen der Form repräsentirten) Funda- 
mentalgebildes in sich überführen. Auf anderem Wege hat Killingrfffr) 
diesen Satz bestätigt. 

In der allgemeinen Lie’schen Theorie ist diejenige („dreigliedrige“) 
Gruppe von grösster Bedeutung, welche eine quadratische Form von drei 





*) Journ. für Math. XCI S. 221—237 (1881). 
*") Siehe z.B. de Presle, S. M. F. Bull. XV S. 179—181 (1887). 
***) Siehe z. B. Benoit, C. R. CI S. 869—871 (1885); Nouv. Ann. (3) V 
S. 30—36 (1885); de Presle, S. M. F. Bull. XIV S. 98—100 (1886); Andre, 
S. M. F. Bull. XV S. 188—192 (1887); Valyi, Hoppe Arch. (2) VI S. 445—448 
(1888). 
7) Siehe z. B. Studnicka, Prag. Ber. S. 256—265 (1888). 
y) Math. Ann. XXXV S. 115—160 (1889). 
+rr) Abhandl. der Ges. d. W. zu Christiania 1885. 
Trrr) Math. Ann. XXXVI S. 239—254 (1890). 
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Variabeln invariant lässt. Jenachdem eine solche in irgend einer Trans- 
formationsgruppe von n(=.3) Variabeln als Untergruppe enthalten ist oder 
nicht, zerfallen dieselben in zwei wesentlich verschiedene Klassen. Diese 
Einteilung deckt sich, wie Engel”) und Killing**) nachgewiesen haben, 
mit einer schon viel früher von Lie***) selbst getroffenen (und zur Inte- 
gration von Differentialgleichungen verwendete) in „integrable* und „nicht 
integrable* Gruppen. 

Eine Anwendung davon hat Scheffersf) zur Aufstellung der com- 
plexen Zahlensysteme gemacht, für deren Multiplicationsverknüpfung zwar das 
associative Gesetz, aber nicht mehr das commutative vorausgesetzt wird. 

u” 
Irbca 
Das Aequivalenzproblem der nicht-quadratischen Formen. 


Sieht man von den quadratischen (und bilinearen) Formen ab, so 
scheint Clebschf+f) zuerst (1870) die Frage aufgeworfen zu haben, ob 
denn die — nach Aronhold notwendige — Gleichheit der absoluten In- 
varianten stets auch hinreiche, um zwei vorgegebene Formen linear in 
einander zu transformiren und, wenn nicht, welche weiteren Bedingungen 
zu dem Behuf noch erfüllt sein müssen. In der That lassen sich einfache 
Beispielefff) construiren, welche die Unzulänglichkeit der ersteren An- 
nahme darthun. 

Ein Mittel, um der Frage überhaupt näher zu treten, bot ihm die 
typische Darstellung der Formen, bei der die Coefficienten bereits selbst 


*) Leipz. Ber. S. 95 —99 (1887), cf. F.d.M. XIX S. 356 (1887). 
**) Math. Ann. XXXVI S. 172 (1890). 
==), Norweg. Archiv III S. 112—116 (1874). 

7) Math. Ann. XXXIX S. 295—390 (1891). 

+r) Math. Ann. II, S. 373—382. 

irr) Das einfachste Beispiel der Art ist wohl eine binäre Form 6. Grades 
mit einem dreifachen Elemente. [Auf eine Nichtbeachtung des bezeichneten Um- 
standes ist die irrtümliche Zählung zurückzuführen, welche Cayley für die Mo- 
duln einer „Klasse“ ternärer Formen veranstaltet hatte. Siehe Cayley Math. Ann. 
III S.268— 271 (1870)]. Denn obgleich sich die Kriterien für das Auftreten einer 
dreifachen Wurzel durch Invariantenrelationen ausdrücken lassen, so lassen 
sich doch die verschiedenen dabei noch möglichen Unterfälle nicht mehr durch 
Invariantenkriterien von einander trennen. 

Dagegen hat Bolza (Math. Ann. XXX, S.546—552, 1887) nachgewiesen, dass 
für alle Binärformen 6. Grades, deren Ausartung die einer dreifachen Wurzel 
nicht erreicht, die Gleichheit der absoluten Invarianten in der That zur Aequi- 
valenz hinreichend ist, Insbesondere hat er vier Fälle angegeben (l.c. S.549), 
in denen die Ölebsch’sche Methode versagte; freilich verzichtet er dabei auf 
die Rationalität der Transformationsformeln. 

Ueberdies versagt das Kriterium bez. der Gleichheit der absoluten Invarian- 
ten dann, wenn alle Invarianten jeder von zwei Formen verschwinden, also die 
absoluten Invarianten unbestimmt werden. 
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Invarianten sind. Da leuchtet ohne weiteres ein, dass, falls zwei For- 
men auf die nämliche typische Gestalt durch lineare Substitutionen ge- 
bracht werden können, auch sicher eine Substitution existirt, welche den 
Uebergang von der einen Form in die andere ermöglicht. Es wird sich 
demnach darum handeln, eine Grenze zu ermitteln, "bis zu welcher eine 
typische Darstellung der in Rede stehenden Art erzielt werden kann. So 
ergiebt sich, dass die Aequivalenz zweier binären Formen (se. gleich hoher 
Ordnung) jedenfalls dann statthat, wenn (ausser gleichen absoluten In- 
varianten) noch jeweils ein Paar übereinstimmender und unabhängiger, 
linearer, beziehungsweise quadratischer Covarianten vorhanden ist, je nach- 
dem die Ordnung der Formen eine ungerade oder gerade war”). 

Indessen scheint dieser Weg nicht geeignet zu sein, um zu einem 
System von sowohl notwendigen, wie hinreichenden Bedingungen für die 
Lösbarkeit der Aufgabe zu gelangen; zudem sind unsere Kenntnisse von 
den typischen Gestalten höherer Formen noch sehr dürftige. 

Eine direete Handhabe bietet dagegen die früher besprochene Aron- 
hold’sche Behandlung der Aequivalenz, und so haben denn auch die wei- 
teren Bearbeiter des Problems fast alle an Aronhold angeknüpft. 

Zuvörderst galt es, die absoluten Invarianten selbst auf direct alge- 
braische Weise, ohne Hinzuziehung der Differentialgleichungen abzuleiten. 
Dies gelang Gram”*) (1874) in einfacher Art, indem er den Gruppen- 
charakter der Substitutionen, welche die Formen ein und derselben 
Klasse nur unter einander vertauschen, in den Vordergrund rückt, ganz, 
wie es zuerst Gauss mit durchschlagendem Erfolge bei den ganzzahligen 
Substitutionen in Anwendung auf die quadratischen Formen that. ’ 

Die von Aronhold gebildeten Resultanten aus den Transformations- 
relationen werden einmal für ein Formenpaar F, F’, sodann für ein zwei- 
tes F, F’’ aufgestellt, und, werden nunmehr aus diesem Doppelsysteme 
von Beziehungen die Coefficienten von F eliminirt gedacht, so erschliesst 
man unmittelbar die Gleicheit der absoluten Invarianten für F’ und F'. 

Um nun die umgekehrte Frage zu beantworten, werden die einzelnen 
Colonnen der Substitutionscoefficienten als selbständige Variabelnsysteme 
angesehen, und in Bezug auf diese die gegebenen Formen Polarisations- 

Hier ist der einfachste Fall der von zwei biquadratischen Formen, von 
denen die eine ein dreifaches, die andere ein vierfaches Element aufweist. 

*) Die Beispiele aus der Theorie der Formen fünfter und sechster Ord- 
nung stützen sich auf die Abhandlung von Clebsch und Gordan in den Annali 
di Mat. (2) I S. 23—79 (1867). 

”") Math. Ann. VII S. 230—241. Vgl. damit die Darstellung Gundel- 


finger’s bei „Fiedler“ S. 452—458 (1877), sowie die Betrachtungen von Study, 
„Methoden“ ... (1889) S. 104 u. flgd. 
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processen unterworfen. Dann ergiebt sich der Satz, dass jede zugehörige 
In- und Covariante aus derartigen Polarenbildungen rational und ganz 
zusammensetzbar ist. Daraus fliesst als vollständiges Kriterium für die 
Transformirbarkeit zweier Formensysteme in einander „die Gleichheit 
der absoluten Invarianten und das identische Verschwinden 
derselben Covarianten“. 

Damit war indessen die für Anwendungen bedeutsame Frage nicht 
berührt, in welchem Umfange sich diejenigen Formenklassen abgrenzen 
lassen, bei denen die blosse Uebereinstimmung der absoluten Invarianten 
die Aequivalenz bereits gewährleistet. 

Hierauf geht Christoffel 1881”) näher ein, und wenn er sich dabei 
des nämlichen Gauss’schen „Aequivalenzprineips* wie Gram bedient, so 
dringt er doch dadurch tiefer in die einzelnen Stadien der bezüglichen 
Eliminationsprocesse ein, dass er von vornherein keinerlei Voraussetzungen 
über die Form der Endgleichungen einführt. 

Christoffel präeisirt das Problem dahin, sämtliche, mit einer gege- 
benen Form äquivalenten Formen aufzusuchen. 

Um überhaupt gewisse Eigenschaften der für die unbekannten Coeffi- 
cienten der gewünschten Formen hervorgehenden Endgleichungen aussagen 
zu können, elimirirt er die Substitutionscoeffieienten in irgend einer Reihen- 
folge, jedoch mit der Massgabe, dass für jeden einzelnen derselben der 
Gang der Elimination zu einem „systematischen“, d.i. ein’für alle Mal 
normirten wird. Dadurch wird es möglich, anzugeben, welche von 
jenen unbekannten Coefficienten in den Aequivalenzbedingungen vor- 
kommen, und desgleichen, welche der noch übrig bleibenden Substitutions- 
coefficienten in den Schlussgleichungen. 

Es kommt nun alles auf die Anzahl der letzteren an, von der sich 
nachweisen lässt, dass sie von der Reihenfolge der einzelnen Eliminationen 
unabhängig ist. Diese Anzahl wird im allgemeinen einen gewissen 
höchsten Wert, nämlich n? (wenn n die Zahl der Variabeln angiebt), er- 
reichen, was nach Aronhold sicher eintritt, solange die Discriminante der 
vorgelegten Form von Null verschieden ausfällt. 

Indem der Verfasser ausdrücklich alle Formen ausschliesst, für welche 
jene Maximalanzahl nicht erreicht wird, führt er den Beweis, dass die 
Aequivalenz zweier Formen in der That nur von der Uebereinstimmung 
der beiderseitigen absoluten Invarianten abhängt, womit zugleich deren 
Anzahl auf eine neue Art abgeleitet ist. 


*) Math. Ann. XIX S. 280—290. Vgl. Study l.c. 
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Es wäre freilich wünschenswert, zu untersuchen, welches der in- 
variantentheoretische Kern der eben genannten Christoffel’schen Forderung 
ist. Sicher dürfen die Substitutionscoefficienten keine willkürlichen Para- 
meter mehr enthalten, d. h. die vorgelegten Formen nicht Scharen von 
Transformationen in sich zulassen, und ebensowenig dürfen alle Invarianten 
einer der Formen verschwinden”). 

Veltmann hat zwar ebenfalls versucht, den Aronhold’schen Elimi- 
nationsprocess dahin zu modificiren, dass aus der Gleichheit der absoluten 
Invarianten rückwärts auf die Richtigkeit der Transformationsrelationen 
geschlossen werden kann; indessen sieht er sich zu dem Behuf gezwun- 
gen, nach subjectivem Ermessen von ganzen Klassen von Formen abzu- 
sehen, deren innere Bedeutung wiederum schwer ersichtlich ist. 

Das Aequivalenzproblem kann wohl erst dann einer befriedigenden Lö- 
sung entgegengeführt werden, wenn eine genügende invariantentheoretische 
Einsicht in die verschiedenen Ausartungen der Formen gewonnen ist””). 

Es würde sich folgerichtig jetzt die Aufgabe darbieten, die beson- 
deren Transformationen zu verfolgen, welche vorgelegte Formen in gewisse, 
zu praktischem Gebrauche construirte canonische Gestalten überführen 
sollen; da indessen bei der historischen Entwickelung dieses Gegenstandes 
die Frage nach den dabei auftretenden Irrationalitäten weit mehr berück- 
sichtigt worden ist, als nach den Transformationen selbst, so möge die 
bez. Besprechung auf eine andere Stelle (II. B) verschoben werden. 


Babe). 

Formen mit linearen Transformationen in sich. 

In den Invarianten einer Form resp. einer Reihe von Formen, hatte 
man einfache Functionen der Üoefficienten entdeckt, die sich bei ge- 
wissen Gruppen von linearen Transformationen derselben nur um einen 
Factor ändern, der allein von den Substitutionscoefficienten abhängt, und 
übrigens der Einheit gleich gemacht werden kann. 

Sind auch diese Invarianten von specieller Beschaffenheit hinsichtlich 
ihrer Argumente — haben sie doch gewissen linearen partiellen Differen- 
tialgleichungen zu genügen — so erlaubte immerhin die Allgemeinheit 
der ursprünglich gegebenen Formen die Aufstellung weittragender Metho- 
den zur Bildung der Invarianten. 

*) Der von Christoffel 8. 284 eitirte Ausnahmefall f=x?+3x!x; ist 
gerade von der letzteren Art. Hier verschwinden die beiden (Aronhold’schen) 
Invarianten S und T, und damit alle überhaupt. 

**, Für die Aequivalenz bei höheren Transformationen (so z. B. im bi- 


nären Falle bei der Tschirnhausen-Transformation) ist bisher fast noch nichts 
geschehen. 


u 
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Sobald man indessen den Begriff der Invariante von der Grundlage 
der Urformen loslöst, und nach allen solchen Formen einer bestimmten 
Anzahl von Argumenten fragt, die bei gewissen Substitutionen der letz- 
teren in sich übergehen, oder auch umgekehrt, was im wesentlichen die 
nämliche Aufgabe ist, wenn man alle möglichen Gruppen von Substitu- 
tionen von n Variabeln und deren zugehörige (ganz-rationale) Invarianten 
sucht, — hat man sich nach neuen Hülfsmitteln umzusehen. 

Im Folgenden beschränken wir uns in der Hauptsache auf „end- 
liche“ Galois’sche”*) Gruppen von Substitutionen, da solchen mit willkür- 
lichen**) Parametern eine formentheoretische Behandlung fast noch gar 
nicht zu Teil geworden ist. 

Die nächstliegenden Formen der gemeinten Art, die binären, sind 
von functionentheoretischen Gesichtspunkten aus gefunden worden. 

H. A. Schwarz”””) gelangte zu ihnen aus Anlass der Frage nach den 
algebraischen Integralen der hypergeometrischen Differentialgleichung, 
welche linear und von der zweiten Ordnung ist. Der Quotient s zweier 
Partieularlösungen y,, y, derselben genügt selbst einer Differentialgleichung 
3. Ordnung); infolgedessen wird die positive Halbebene der unabhängigen 
Variabeln x conform abgebildetyf) auf ein Kreisbogendreieck S (welches 
in seinem Innern keinen Windungspunkt enthält und), welches über jede 
seiner drei Seiten hinaus durch „symmetrische Wiederholung“ analytisch 
fortgesetzt werden kann. 

Die Anzahl der so entstehenden Gebiete muss, falls s eine alge- 
braische Function von x sein soll, eine endliche sein“). 

Die Aufgabe, zu der Schwarz demgemäss geführt wird, „alle sphä- 


*) Siehe oben S. 101. Es sei nochmals betont, dass Lie dagegen unter 
einer „endlichen“ Gruppe eine solche Gruppe versteht, die von einer endlichen 
Anzahl von Parametern abhängt. 

*") Klein und Lie haben Curven und Flächen mit Scharen von (ver- 
tauschbaren) Substitutionen in sich untersucht, C.R. Juni 1870, Math. Ann. IV 
S. 50—84. Die späteren bez. Leistungen von Lie, Halphen, Sylvester, Poincare, 
Picard können hier nur angedeutet werden. 

Bei Lie ist die Aufgabe zu der weit allgemeineren geworden, die Diffe- 
rentialgleichungen mit (nicht bloss projectiven) continuirlichen Gruppen von 
Transformationen in sich systematisch abzuhandeln. 

***) Journ. für Math. LXXV S. 292—335 (vgl. Verhandl. der Schweizer 
Naturf. Ges. 1871). 

Die vorhergehende verwandte Litteratur findet sich zusammengestellt in 
Abschnitt VI der Schwarz’schen : Abhandlung. 

7) l.e. S. 300. Der Ausdruck auf der linken Seite derselben ist später 
der Ausgangspunkt von Sylvester’s Reciprocantentheorie geworden. Cf. II. C 
Anhang. 

Tr) 8. 811. 

rn) 8. 316—817. 
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rischen Dreiecke zu finden, deren symmetrische Wiederholungen auf der 
Kugeloberfläche nur zu einer endlichen Anzahl von, der Lage nach ver- 
schiedenen sphärischen Dreiecken Anlass geben,“ ist daher implieite””) 
äquivalent mit der hier postulirten. — Schwarz entwickelt die zugehörigen 
Formen*"*) und giebt auch die zwischen zwei rationalen Covarianten und 
einer Urform selbst bestehende Relation ***). 

Ohne ursprünglichy) von der Schwarz’schen Arbeit Kenntnis zu haben, 
wurde Klein direct zu der Bestimmung der endlichen binären, linearen 
Gruppen und ihrer Formen geführt. Die Grundlage seiner Betrachtung ist 
die Verknüpfung, welche zwischen der Riemann’schen Interpretation der 
complexenff) Variabeln z auf einer Kugeloberfläche einerseits und der 
geometrischen Deutung einer linearen Transformation der Variabeln an- 
dererseits hergestellt wird. Diese Transformationen werden nämlich den 
reellen „Bewegungen“ fr) des Raumes eindeutig zugeordnet. 

Die endlichen Gruppen solcher Bewegungen lassen sich aber durch 





*) Der Gesichtspunkt der „endlichen Substitutionsgruppe“* tritt indessen 
erst bei Klein auf, ebenso wie der Begriff und die Bildung des zugehörigen 
vollen Systems. Schwarz operirt weder mit homogenen Variabeln, noch über- 
haupt mit Covarianten. 


=») Insbesondere tritt die wichtigste derselben, die „Ikosaederform“ in 
der canonischen Gestalt s(1—11s°—s!0) auf S. 350 auf. Ebendaselbst steht 
die bez. „Relation“. 


==) Erlanger Ber. Juli 1874. In einer folgenden Note Erl. Ber. Dez. 1874 
setzt der Verf. bereits seine Beziehung zur Schwarz’schen Arbeit auseinander. 
Danach ergiebt sich sein ursprünglicher Ansatz, wenn man die bei Schwarz 
zu Grunde liegenden Kreisbogendreiecke durch Vielecke ersetzt (welche aber 
nicht nach dem Princip der Symmetrie, sondern nach dem Princip der analy- 
tischen Fortsetzung vervielfältigt werden sollen). Hier wird auch erwähnt, dass 
die im Texte bemerkte „Relation“ als besonderer Fall eines, in der Formen- 
theorie (seit Hesse) bekannten Satzes über Functionaldeterminanten aufgefasst 
werden kann. 

Eine dritte Note Erl. Ber. Juli 1875 geht auf die Resolventen 5. und 6. 
Ordnung der Ikosaedergleichung ein. Wenig später (1875) erschien die zu- 
sammenhängende Darstellung in den Math. Ann. IX S. 185—208. (Die erste 
der weiter unten besprochenen Arbeiten von Fuchs wurde in den Gött. Nachr. 
vom Aug. 1875 publicirt.) 


7) Das Doppelverhältnis von vier complexen Werten ist zuerst von 
Möbius eingeführt worden. Mit der Uebertragung auf die Kugel hat sich ein- 
gehend Wedekind beschäftigt (Dissertation Erlangen 1874, Beiträge ete. Er- 
langen 1875, Math. Ann. IX S. 209— 217). Beltrami untersuchte 1870 invarian- 
tentheoretisch die binären Formen, besonders der 3. Ordnung mit complexen 
Coefficienten, Mem. di Bologna X. 

Wegen der allgemeinen Auffassung des Sachverhalts vgl. Klein’s Erlanger 
Programm von 1872. 

Tr) Vgl. z.B. Lindemann, Math. Ann. VII S. 56ff. Bei gewöhnlicher Mass- 
bestimmung war die Bestimmung aller endlichen BANSEULEPERUREEN seit lan- 
gem erledigt. 
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unmittelbare Anschauung gewinnen”). Es sind dies, auf eine canonische 
Form gebracht, einmal die trivialen Wiederholungen einer Rotation der 
Kugel um einen bestimmten Durchmesser (cyklische Gruppe), nebst den- 
jenigen Drehungen, welche hieraus durch Vertauschung der beiden End- 
punkte des Durchmessers erwachsen (Diedergruppe); von diesen beiden 
Klassen von Gruppen dürfen wir im folgenden absehen. Sodann aber die 
Gruppen derjenigen Rotationen, welche die fünf (Platonischen) regulären 
Körper mit sich zur Deckung bringen, wobei man sich auf das Tetraeder, 
Oktaeder (oder Würfel) und Ikosaeder (oder Dodekaeder) beschränken 
kann; diese drei Gruppen umfassen bez. n = 12, 24, 60 Drehungen. 

Es handelt sich um die Aufstellung des „vollen Formensystems“ 
einer solchen Gruppe, d.i. derartiger Formen, dass alle übrigen (gerade 
bei den Substitutionen der Gruppe unverändert bleibenden) ganz-rationale 
Functionen derselben werden. 

Auf Grund des einfachen Prineips, „ 
selben linearen Transformationen in sich übergehen müssen, wie die Grund- 
form“, ergiebt sich das Gesetz: 

„Wendet man die Operationen einer der drei Gruppen auf jeden 


dass die Covarianten durch die- 


von zwei beliebigen Ausgangswerten (i. e. Punkten der Kugel) an, so resul- 
tiren jedesmal n Werte, die Wurzeln zweier Gleichungen z—=(, rn’ —=0 
sind. Dann befinden sich unter der linearen Schar n-+xr' stets drei 
(und nur drei) volle Potenzen von. Formen niedrigerer Ordnung f, H, T, 
welch’ letztere (mit Hinzunahme einer einzigen Invariante) das volle System 
der Gruppe bilden.“ 

Zwischen den bezüglichen Potenzen von f, H, T herrscht also eine 
lineare Relation; dabei ist H die Hesse’sche Covariante von f, und T 
die Functionaldeterminante beider. 

So gelangt man im Falle der „Ikosaedergruppe“ zunächst zu einer 
Schar von Formen 60. Ordnung; diese enthält resp. fünffach, dreifach, 
zweifach zählend je eine Form 12., 20., 30. Ordnung f,,, H,., T,,; f=0 
stellt die Ecken des Ikosaeders, H—= 0 diejenigen des Dodekaeders, end- 
lich T= 0 die Halbirungspunkte der Kanten eines der beiden Körper dar. 

In den beiden ersten Fällen repräsentiren analog f, = 0, f, = 0 die 
_ Ecken des Tetraeders und Oktaeders. 


*) Vgl. oben S. 123 Note fTF)- 

**) ],c. $4. Hierbei ist indessen wohl zu beachten, dass ausser den 
durch die allgemeine Formentheorie gelieferten invarianten Bildungen noch 
besondere existiren, die durch die Eigenart der hier vorliegenden (endlichen) 
Substitutionsgruppen bedingt sind. So tritt z. B. im Falle der Ikosaederform 
eine specifische rationale Invariante ersten Grades auf, vgl. Ann. IX S. 198. 
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Die drei Formen f besitzen, wie eine leichte Rechnung zeigt, die 
merkwürdige Eigenschaft, dass ihre vierte Ueberschiebung über sich selbst, 
(f, f)‘, identisch verschwindet: aber auch umgekehrt sind sie hierdurch 
und durch Angabe der Ordnungen 4, 6, 12 (sc. bei nicht verschwindender 
Diseriminante) vollständig charakterisirt. 

Die innige Beziehung der „Ikosaedergleichung* f, = 0 zu den all- 
gemeinen Gleichungen fünfter Ordnung kann hier nur gestreift werden. 
Dass die Gleichung f,, = 0 Resolventen fünfter und sechster Ordnung be- 
sitzt, ist geometrisch nahezu evident. 

Die 30 Punkte T=0 bilden gerade die Ecken von fünf regulären 
Oktaedern, deren Formen t Wurzeln einer Gleichung 5. Ordnung sind. 

Andererseits zerlegen sich die 12 Ecken des Ikosaeders in 6 Paare 
von Gegenecken: ist @ die Form eines solchen Paares, so hängt 9° von 
einer Gleichung 6. Ordnung ab. 

Die Beziehungen zwischen den beiden letztgenannten Gleichungen 
stellen sich nun thatsächlich als dieselben heraus, wie sie in den bekann- 
ten Untersuchungen von Kronecker, Hermite und Brioschi über die 
allgemeine Gleichung 5. Ordnung auftreten. 

Die weitere Ausführung dieses Zusammenhanges hat dann Klein ver- 
anlasst, das Ikosaeder zum Mittelpunkt der vielverzweigten Theorie der 
Gleichungen 5. Ordnung zu gestalten”). 

Wir haben jetzt des Zusammenhanges zu gedenken, der zwischen den 
endlichen Substitutionsgruppen nebst ihren Formen und den linearen Diffe- 
rentialgleichungen besteht. 

Die allgemeinen Integrale einer vorgelegten linearen Differentialglei- 
chung nter Ordnung mit rationalen Functionen als Coefficienten lassen sich 
durch n particuläre, linear unabhängige, y,, Ya> - - -> Yn, linear und homogen 
ausdrücken. Durchläuft die Veränderliche x geschlossene Wege um die sin- 
gulären Stellen der Gleichung, so werden die y linear mit constanten”*) Coef- 
ficienten substituirt; diese Substitutionen bilden die „Gruppe* der Gleichung. 

Besitzt die Gleichung lauter algebraische Integrale, so ist die Gruppe 
eine endliche, und umgekehrt. 


*) „Vorlesungen über das Ikosaeder und die Auflösung der Gleichungen 
fünften Grades“ Leipzig 1884. Vgl. Erlanger Ber. 1876—77, Math. Ann. XII 
S. 505—560 (1877). Vgl. ferner noch die beiden späteren, wichtigen Arbeiten 
von Gordan, Math. Ann. XXVII S. 152—166, XXIX S. 318— 326 (1887). 


”") Vol. die grundlegenden Arbeiten von Fuchs im Journ. für Math. LXVI 
S. 121—160 (1866); LXVIIL S. 354—385 (1888). Der Satz selbst geht auf Rie- 
mann zurück. 
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Damit ist die Grundlage der Fuchs’schen Arbeit von 1875*) ge- 
kennzeichnet, an die sich die weiteren Untersuchungen von Jordan, 
Klein, Brioschi angeschlossen haben. 

Es gebührt aber Fuchs vor allem das weitere Verdienst, die tiefer- 
liegende Beziehung aufgedeckt zu haben, welche den zur Gruppe ge- 
hörigen Formen f(y,, Ya; ---; Yn) innerhalb der Theorie der linearen 
Differential-Gleichungen zukommt. 

Soll die bei Fuchs in redueirter Gestalt gegebene Differentialgleichung, 
die im besonderen von der zweiten Ordnung sei, lauter algebraische Inte- 
grale haben, so müssen gewisse Formen f(y,, y,) existiren, die Wurzeln 
einer rationalen Function sind. Diese „Primformen* decken sich mit 
den Formen z-+-xr' der Gleichungsgruppe (siehe oben S. 124); ihre Co- 
varianten sind wiederum Primformen**). Die Primformen niederster Ord- 
nung n sind mithin dadurch ausgezeichnet, dass alle ihre Covarianten von 
einer Ordnung <n identisch verschwinden ***), 

Hieraus lässt sich der Schluss ziehen, dass die Ordnung n nur eine 
beschränkte Anzahl von Werten annehmen kann; Fuchs findet. als 
überhaupt nur mögliche Werte n— 2, 4, 6, 8, 10, 12. 

Die angegebenen Hülfsmittel gestatten, bei jeder in concreto ange- 
schriebenen Differentialgleichung 2. Ordnung die Schritte zu bezeichnen, 
deren es behufs Lösung der Frage nach algebraischen Integralen bedarf. 

Die umgekehrte Frage nach der explieiten Aufstellung sämtlicher 
derartiger Typen von Differentialgleichungen 2. Ordnung hat Kleinf) in 
Angriff genommen und zu einem gewissen Abschluss gebracht. Zuvör- 
derst ist er, gestützt auf seine früheren Ergebnisse, sofort in der Lage, 
die fünferlei möglichen Integralgleichungen hinzuschreiben, denen der Quo- 
tient n zweier algebraischen Particularlösungen y,, y, der Gleichung zu 
genügen hat. Von hier aus macht er den Uebergang zu den fünferlei 
correspondirenden Differentialgleichungen 3. Ordnung für die Grösse n. 
Es zeigt sich die merkwürdige Erscheinung, dass die letzteren unmittel- 





*) Gött. Nachr. 1875 8. 568—581, 612—613. Journ. für Math. LXXXI 
Ss. 97—142 (1876). 
In der zweiten Abhandlung Journ. für Math. LXXXV S.1—26 (1878) unter- 
wirft der Verf. die Gesamtheit der Primformen einem systematischen Studium. 
**) Siehe indessen die Anmerkung**) auf S. 124. 
“#*) Die von Fuchs angeregte Frage nach der Umkehrung dieses Satzes ist 
dann von Gordan (vgl. weiter unten) in bejahendem Sinne entschieden worden. 
) Erl. Ber. 1876 oder Math. Ann. XI S.115—118, und Math. Ann. XII 
S. 167—180 (1877). 
Die von Jordan zuvor in den Ö.R. LXXXIU S. 605—607, C.R. LXXXII 
S. 1033—1037 gewonnenen Typen waren nicht erschöpfend. Siehe die litte- 
rarischen Bemerkungen von Klein: Math. Ann. XI S. 118 unten (1876). 
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bar hervorgehen aus der im hypergeometrischen Falle von Schwarz her- 
rührenden Gleichung 3. Ordnung, wenn man (nach Einsetzung geeigneter 
numerischer Werte für die drei daselbst auftretenden arbiträren Con- 
stanten) das Argument x vertauscht mit einer beliebigen rationalen Func- 
tion von x*). — Hierbei ergiebt sich zugleich, dass die Fuchs’sche Ta- 
belle (l. e. 8. 126) der möglichen Primformen (niederster Ordnung) that- 
sächlich noch überflüssige**) Fälle enthält. 

Die In- und Covarianten der Primformen sind in eigenartiger Weise, 
unter Einführung der Hermite’schen associirten Formen, von Brioschi 
hergeleitet worden ***). 

Nach rein algebraischen Prineipien sind die binären Formen mit 
linearen Substitutionen in sich zuerst von Gordanf) untersucht worden. 
Vor allem wird eine binäre Substitution S auf eine Normalformfr) ge- 





*) Umgekehrt wird für die Bestimmung von R(x) aus einer gegebenen 
Differentialgleichung für n ein Verfahren angegeben, welches nach einer end- 
lichen Anzahl von Versuchen zum Ziele führt. 

Brioschi hat 1877 (Math. Ann. XI S. 401—411, Rend. Ist. Lomb. (2) X S. 48 
bis 58) die Function R im Falle von nur drei singulären Punkten ermittelt für 
alle Schwarz’schen „redueirten“* Typen (Journ. für Math. LXXV S. 525) bis auf 
drei. Diese drei letzteren sind dann von Klein erledigt worden, Math. Ann. Xli 
S. 175, 176 (1877), vgl. eine Berichtigung von Cayley ebenda XVII S. 65, 66 
(1880). Mit der Berechnung weiterer Ikosaederfälle beschäftigt sich die Disser- 
.tation von OÖ. Fischer, Leipzig 1885, siehe die Bemerkungen von Klein: Math. 
Ann. XXVI S. 465 (1886). 

**) Siehe Math. Ann. XI S. 118. 

=) Math. Ann. XI S.401—411. Nach Fuchs ist eine Primform f(yı, Y>) 
gleich p(x), wo p die Wurzel aus einer rationalen Function von x bedeutet. 
of Oyı of Oy dp 








Die Differentiation nach x liefert daher — _ 
- Oy4N.0% Oya 0x dx PP) 
wo b wiederum rational in x ist; andererseits giebt der Euler’sche Satz für 
of 
homogene Funetionen yı öy +Y2 ewiT nf= ng. Berechnet man hieraus 
1 y2 


of of 
öy und ER und setzt ihre Werte in die Hermite’schen Transformations- 
1 2 


formeln ein, so hat man nur noch zu berücksichtigen, dass der gemeinsame 











9) ) A 
Nenner y3 > —Yı ke nach einem Satze von Abel mit einer Constanten 
übereinstimmt. 


7) Math. Ann. XII S. 23—46 (1877). Referent muss sich leider versagen, 
des näheren einzugehen auf diese delicaten Untersuchungen Gordan’s, die sich 
ihrer Natur nach gegen eine Schilderung in Worten sehr viel spröder erweisen, 
als die verwandten geometrischen und functionentheoretischen Arbeiten. 

ir) l.c. S. 24. Dieselbe lässt sich in der Gestalt schreiben : 
(y—x)cosp = isinpk!(x— u) y—-B)+(x— By a)h 
wo a, ß die beiden Coineidenzelemente sind, und k ein geeignet gewählter 
numerischer Wert. 
Uebersichtlicher würde die Gordan’sche Normalform einer Substitution 


—ua a 
lauten: M — e2ip € 


IB 3 








(p darf dabei alle complexen Werte durchlaufen). 
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bracht, in der neben der quadratischen Form, welche die beiden Coinci- 
denzelemente von S bestimmt, noch ein variabler Winkel &, das Argu- 
ment von S, auftritt. Dann wird einfach np das Argument von 9"; soll 8 
einer endlichen Gruppe angehören, so muss no ein Multiplum von r sein. 

Hat man zwei Substitutionen S, T mit den Argumenten @, db, und 
sind ®, W die Argumente der aus jenen zusammengesetzten Substitu- 
tionen ST, S=!T, so herrscht zwischen diesen vier Winkeln allein eine 
einfache Relation“ ), nämlich 

cosP® +cos —= cos(p+Y)+cos( — th). 

Auf Grund dieser Relation und der Einteilung der Substitutionen 
nach der Grösse ihrer Perioden wird die ursprüngliche Aufgabe zurück- 
geführt auf die zahlentheoretische””), die Gleichung 

1—+-c059, 460859, —+-c0s9, = 0 
durch rationale Winkel ©, @,, 9, zu lösen. 

Die weitere Untersuchung hängt wesentlich von einem Kronecker’- 
schen Satze über die Irredueibilität der verallgemeinerten Kreisteilungs- 
gleichung ab””). 

Das Resultat sind natürlich die fünf Klein’schen Gruppen: sie wer- 
den hier aber in einer sehr brauchbaren canonischen Form aufgestellt. 

In einer anschliessenden Arbeit***) legt Gordan die von Fuchs her- 
rührende Eigenschaft der Primformen niederster Ordnung n, nach der 
alle Covarianten von einer Ordnung <n identisch verschwinden, als Defi- 
nitionf) zu Grunde. 

Einmal wird direct mit Hülfe der zugehörigen Formensysteme nach- 
gewiesen, dass den Formen f,, f,, des Oktaeders und Ikosaeders die ge- 
nannte Eigenschaft zukommt. Die schwierige Umkehrung, dass jene 
Formen f die einzigen der Art sind, wird aus dem Verhalten derjenigen 
Covarianten niedrigster Ordnuug erschlossen, deren letzte Ueberschiebung 
mit f identisch verschwindet. 

Schliesslich haben Wedekindff) und Brioschiff) auf dem Wege 





FANG. D.28. 
RE SRENDN SH: 
”*#*) Math. Ann. XII S. 147—166 (1877). 
7) Die Gordan’sche Definition ist insofern eine modifieirte, als sie von 
vornherein Formen mit mehrfachem Factor ausschliesst. 
17) Wedekind, Habil.-Schrift Karlsruhe 1876, Brioschi, Annali di Mat. (2) 
VIII S. 24—45, 1877. Vgl. die Darstellung bei Gordan-Kerschensteiner II $ 19. 
Die Gleichung (ff), =0 ist natürlich das formentheoretische Aequivalent für 
die früher besprochene Differentialgleichung 5. Ordg.; in seinen Vorlesungen 
pflegt Gordan den Uebergang von der einen Darstellung zur andern auszuführen. 
Wegen der Differentialgleichung 3. Ord. vgl. auch Hurwitz in den Math. 
Ann. XXXII S. 345—352 (1889). 
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direeter Coefficientenvergleichung abgeleitet, dass das von Klein bemerkte 
identische Verschwinden der vierten Ueberschiebung einer binären Form 
mit sich selbst, wenn man von Formen f, mit (n—1)-fachem Factor 
absieht, ausschliesslich zu den Formen f£,, f,, f,, des Tetraeders, Oktae- 
ders und Ikosaeders hinführt*). 

Vom Standpunkt der Substitutionentheorie aus hat C. Jordan das 
Thema der endlichen Gruppen linearer Substitutionen allgemein für n 
Variable in Ansatz gebracht””). Sei G eine solche Gruppe, so enthält sie 
sicher Substitutionen s, welche die (homogenen) Variabeln nur um gewisse 
Einheitswurzeln als Factoren ändern. Es werden nun der Reihe nach die 
mit einer Substitution s vertauschbaren Untergruppen F von G durch alle 
Substitutionen von G transformirt. Zwischen den Ordnungen aller dieser 
F und derjenigen von G besteht eine diophantische Gleichung. 

Die Discussion der letzteren liefert für n = 2 wiederum die fünf 
bekannten Typen. Allein schon im nächsten Falle n = 3 ist eine über- 
grosse Anzahl von Fällen im einzelnen zu erledigen. Schliesslich blei- 
ben eilf verschiedene Typen als wirklich existirende übrig, von denen 
indessen nur einer als wesentlich neu zu erachten ist, da die übrigen 





*) Hilbert hat nachgewiesen (Math. Ann. XXX S. 561--570 (1887), dass 
die binären Formen mit linearen Transformationen in sich auch als besonderer 
Fall einer umfassenderen Formenklasse erhalten werden. Letztere ergiebt sich, 
wenn man nach solchen Büscheln 9-+Ab fragt, für welche die dritte Ueber- 
schiebung von » über b identisch verschwindet. 

Bei Gordan-Kerschensteiner II $ 13 findet sich eine elegante Erzeugung 
der „regulären Körper“ von den quadratischen Formen aus. Es wird ein System 
von letzteren gesucht, derart, dass entweder alle bilinearen Ueberschiebungen zu 
je zweien verschwinden, oder aber einen gemeinsamen, von Null verschiedenen 
Wert besitzen, oder endlich einen, bis auf das Vorzeichen gemeinsamen Wert. 

Im ersten Falle gelangt man zu drei quadratischen Formen, deren Pro- 
duct das „Oktaeder“ bildet, im zweiten zu vier, deren Product der „Würfel“ 
ist, im dritten endlich zu sechs, durch deren Multiplication das „Ikosaeder“ 
entsteht. 

=") O.R.LXXXIV S. 1446— 1448, Journ. f. Math. LXXXIV 8S.85—215 (1877). 

Eine Revision und Weiterführung giebt der Verf. in seiner Preisschrift 
Atti di Napoli VIII (1880). „Sur la determination des groupes d’ordre fini con- 
tenus dans le groupe lineaire.“ 

Eine Bestätigung der Einzel-Resultate im Falle n=5 auf anderem Wege 
war wünschenswert, da bei dem Jordan’schen Abzählungsverfahren Beobach- 
tungsfehler unvermeidlich sind. Eine solche liegt, abgesehen von einzelnen Ab- 
weichungen, vor bei Valentiner, Kjöb. Skrift (6) V 3. 64—235 (1889), der die 
Gruppen direct durch rein algebraische Betrachtungen (unter Hinzunahme ein- 
facher diophantischer Gleichungen) herleitet. 

Die Fuchs’sche Eigenschaft der Primformen wird bei Jordan auf Differen- 
tialgleichungen höherer als der 2. Ordnung ausgedehnt. So erhält man bei der 
3. Ordnung den Satz, dass eine Primform Wurzel ist aus einer rationalen Func- 
tion von x und einer zu adjungirenden Hülfsgrösse, die selbst von einer alge- 
braischen Gleichung nter Ordnung abhängt (n = 1, 2, 3, 4, 9,7, 9). 
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entweder trivialer Natur sind oder aber in Wirklichkeit zu Gruppen von 
2 resp. 1 Variabeln gehören). 


Die gemeinte neue Gruppe ist die sogenannte Hesse’sche G,,, (von 


216 Substitutionen), mit der Eigenschaft”), die von Hesse zuerst studirte 
Configuration der vier Wendedreiseite einer ebenen Curve dritter Ordnung 
als Ganzes unverändert zu lassen. 

Indessen hatte Jordan in Folge eines Rechenfehlers eine weitere, 
ebenfalls wesentlich neue Gruppe G,,, (von 168 ternären Substitutionen) 
übersehen, die zuerst Klein von der Transformation 7. Ordnung der ellip- 
tischen Functionen her entdeckte””*). Die zugehörige Galois’sche Resol- 
vente (168. Ordnung) besitzt nämlich eine Gruppe von 168 Substitutionen, 
da eine Wurzel n derselben, als Function des Periodenverhältnisses & 
betrachtet, gerade bei denjenigen 168 Substitutionen von w ungeändert 
bleibt, welche mod. 7 zur Identität congruent sind. Die Grösse n ist 
mit der absoluten Invariante J des elliptischen Integrals durch eine Glei- 
chung (168. Ordnung in 7) verbunden, welche vom Geschlecht drei ist, 
und ebenfalls 168 eindeutige Transformationen in sich zulässt. Diese 
Gleichung lässt sich wiederum eindeutig beziehen auf diejenige einer „Nor- 
malcurve 4. Ordnung“: f= x?x,+x}x,+x;x, = 0, welche durch 
eine zu der oben erwähnten isomorphe Gruppe G,,, von ternären Colli- 
neationen in sich übergeht. 

Das volle System von f und damit zugleich der Gruppe besteht, 
ausser f, noch aus drei Covarianten 6., 14., 21. Ordnung, zwischen denen 
eine Syzygie besteht. 

Dass die Galois’sche Resolvente eine Resolvente 7ter und Ster Ord- 
nung besitzt, ist geometrisch einfach zu übersehen. Einmal können die 56 
Berührungspunkte der 28 Doppeltangenten von f durch 7 Kegelschnitte?) 





*) Dies schliesst nicht aus, dass derartige „übernommene* Gruppen für 
die Geometrie von Wichtigkeit sind. Es sei etwa an die Gruppe von 18 Colli- 
neationen erinnert, die eine ebene Curve 3. Ordnung in sich überführen; oder 
an diejenige der 16 Collineationen (und 16 reciproken Umformungen), die 
dasselbe für die Kummer’sche Fläche leisten. Hierher gehört auch, dass, wie 
Hurwitz nachgewiesen hat (Gött. Nachr. 1887 S. 85—107), alle Gruppen von 
Transformationen, die eine ebene algebraische Curve (vom Geschlecht p > 1) 
in sich überführen, vermöge eindeutiger Transformation auf die Normalform von 
unären Substitutionen gebracht werden können, d.i. solchen, die nur eine 
Variable ändern (und zwar um eine Einheitswurzel als Factor). 

*#) Die Hesse’sche Gruppe ist eingehend von Maschke untersucht worden, 
Math. Ann. XXXII S. 324 u. ff. (1889). 

*#*) Math. Ann. XIV 8. 428—471, siehe insbes. die Anm. auf 8. 438 (1879). 

Die Theorie der Gjes ist ausführlich behandelt in Klein-Frieke’s Modulfunc- 
tionen, Absch. III, Cap. 6. 

7) Dies ist auf zwei Weisen möglich. Die gegenseitige Beziehung 
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ausgeschnitten werden, welche von einer Gleichung 7. Ordnung abhängen. 
Sodann ordnen sich die 24 Wendetangenten von f zu 8 Dreiseiten zusam- 
men, die ihrerseits durch eine Gleichung 8.*) Ordnung bestimmt werden. 

Umgekehrt lässt sich jede Gleichung 7. Ordnung mit einer Gruppe 
von 168 Substitutionen auf den obigen Fall zurückbringen und damit 
auch durch elliptische Functionen lösen, wie Klein angegeben und Gordan 
ausführlich entwickelt hat”*). 

Die endlichen Gruppen quaternärer (und höherer) Substitutionen sind 
in ihrer Gesamtheit noch nicht bekannt. Indessen ist Klein neuerdings, 
von verschiedenen Seiten her, auf einige bedeutungsvolle Beispiele quater- 
närer Gruppen gestossen. 

Zwei solcher Gruppen bilden den Kern der Auflösungsmethode, 
welche Klein für die allgemeinen Gleichungen 6. und 7. Ordnung gefun- 
den hat***), 

Man denke sich nämlich vorab die Gleichungen auf die „Hauptform“ 
gebracht, in der die Coefficienten der zweit- und dritthöchsten Potenz 
der Unbekannten verschwinden, d. h. wo sowohl die Summe der Wur- 
zeln x, als auch die Summe von deren Quadraten Null ist. 

Die x lassen sich nun auffassen als die Liniencoordinaten der Ge- 
raden eines bestimmten linearen Complexes resp. der Geraden überhaupt 
eines gewöhnlichen Raumes. 

Werden jetzt die x im Falle der 6. Ordnung allen 6! Vertauschungen, 
resp. im Falle der 7. Ordnung allen 4-7! geraden Vertauschungen unter- 
worfen, so erfahren die Punktcoordinaten des Raumes lineare Transfor- 
mationen der gleichen Anzahl, und die letzteren bilden die beiden ge- 
meinten endlichen Gruppen. Die vorgelegten Gleichungen werden dann 
auf die diesen Gruppen zugehörigen „Gleichungssysteme* redueitt. 

Eine dritte wichtige (quaternäre) Gruppe ist von Klein bei Gelegen- 





zwischen den Wurzeln der zwei entsprechenden Gleichungen 7. Ordnung bil- 
det bei Gordan den Kern der Theorie. 

”) Vgl. Noether, Math. Ann. XV S. 89—110 (1879). 

”*) Gordan in den Math. Ann. XVII S. 217—233 (1880), 359---378 (1880), 
XIX 8. 529—552 (1882), XX 8.487—514, S.515—530 (1882), XXV S. 459 
bis 521 (1885). 

Die Riemann’sche Fläche der Normalcurve f = 0 ist von Haskell im Amer. J. 
XHI S. 1—52 (1890) genauer studirt worden. (Es handelt sich hier um die von 
Klein in Math. Ann. VII, X angegebene „neue“ Art von Riemann’schen Flächen, 
die sich aus den reellen Punkten der imaginären Curventangenten ergiebt.) 

*=#=#) Math. Ann. XXVIII S. 499—532 (1887). Vgl. Cole im Amer. J. VIII 
S. 265 —286 (1886). 

Die zweitgenannte Gruppe ist liniengeometrisch genauer von Maschke stu- 
dirt worden (1890), Math. Ann. XXXVI S. 190— 215. Dieselbe führt zu einer 
merkwürdigen Configuration von 140 Geraden im Raume. 


3% 
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heit liniengeometrischer”) Untersuchungen aufgestellt worden. Bezieht 
man die Geraden des Raumes auf sechs „Fundamentalcomplexe* x —= 0 
(wo wiederum 2x? — 0 ist), so bewirkt jede der 6! Permutationen der 
x und jeder der 64 Zeichenwechsel der x eine Collineation oder dua- 
listische Umformung des Raumes: sämtliche hieraus resultirenden Vertau- 
schungen der Verhältnisse der x erzeugen eine endliche Gruppe von 32.6! 
Substitutionen, eine „Erweiterung“ der soeben bei den Gleichungen 6. 
Ordnung betrachteten Gruppe. 

Eine Untergruppe dieser Gruppe von 16.6! Collineationen stimmt 
überein mit derjenigen**), welche die von Borchardt für die hyperellip- 
tischen Functionen vom Geschlecht 2 eingeführten „Moduln* bei linearer 
Transformation der Perioden erfahren. 

Sie besitzt eine ausgezeichnete Untergruppe von 64 Substitutionen. 

Maschke***) hat das volle Formensystem der Gruppe aufgestellt. 

Waren die Borchardt’schen Moduln als Jacobi’sche Functionen 2. 
Ordnung anzusehen, so giebt es auch solche von der 3. Ordnung, die ein 
analoges Verhalten zeigen, wie Klein bemerkt und WittingT‘) weiter aus- 
geführt hat; sie führen zu einer neuen quaternären Gruppe von 25920 
Collineationen. Maschke hat bewiesen, dass diese Gruppe selbst wieder 
in einer solchen von doppelt so viel Substitutionen enthalten ist, und 
hat auch für diese letztere (die selbst in keiner umfassenderen Gruppe 


enthalten sein kann) das volle System berechnet ff). Es gelingt das da- \ 
durch, dass man durch Nullsetzen einer geeigneten der 4 Variabeln zur / 


3), Zurückgelangt. 

Die in Rede stehende Gruppe ist einerseits isomorph mit der Gruppe 
der Dreiteilung der hyperelliptischen Funetionen erster Ordnung, anderer- 
seits mit derjenigen der Gleichung 27. Ordnung, von der die 27 Geraden 
einer Fläche dritter Ordnung abhängen TFT). 

Indem wir hiermit die endlichen Substitutionsgruppen verlassen, gehen 
wir, was die Gruppen mit willkürlichen Parametern anlangt, nur noch 
kurz auf eine Untersuchung von Maurer ein, da sie direct an die Ein- 
gangs des Abschnittes angeregte Frage anknüpft und überdies durch ihre 


Hesse’schen G., 





*) Math. Ann. IV S. 346—358-(1871). 
”") Vg]. Reichardt, Math. Ann. XXVIII S. 84—98 (1887). 
*#®) Math. Ann. XXX S. 496—515 (1887). 
7) Math. Ann. XXIX S.157—170 (1887), ef. Reichardt, ebenda XXVII 
S. 84—98 (1887). 
Tr) Math. Ann. XXXII S. 317—344 (1889). 
rr) Jordan, Traite des Substitutions. 1871. 
Wegen des Zusammenhanges der beiden Probleme vgl. Klein 1888, Journ. 
de Math. (4) IV S. 169—177, und Burckhardt, Gött. Nachr. 1892, S. 1-5. 


f 
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Methode bemerkenswert ist, indem sie die Lie’sche Behandlung „voll- 
ständiger Systeme“ von gewissen linearen Differentialgleichungen zu den 
Weierstrass’schen Elementarteilern in Beziehung setzt. 

Soll vermöge einer Substitution eine Form*) f(x,, X,, ..., xn) iden- 
tisch übergehen in f(y,, Y3> ---, Yn), SO ist damit ein System S von alge- 
braischen Gleichungen constituirt, denen die Substitutionscoefficienten ge- 
nügen müssen. | 

Unter den durch S definirten irreducibeln Gebilden befindet sich 
stets genau eines**), welches die identische Substitution enthält: die zu- 
gehörige Gruppe ist es, welche hier allein in Betracht kommt. 

Nach Aronhold wird die Identität f(x) = f(y) in ein vollständiges 
System linear unabhängiger Differentialgleichungen umgesetzt. 

Hieraus wird das wichtige Ergebnis gewonnen, dass eine, m unab- 
hängige Parameter enthaltende Substitution aus ebensoviel „elementaren“, 
d.i. von nur einem Parameter abhängenden, zusammengesetzt werden kann. 
Die Untersuchung solcher elementaren Gruppen basirt auf den Eigen- 
schaften der Elementarteiler der „Fundamentaldeterminante“ 

len Re, 
wo die ce durch die Zusammensetzung der Gruppe bestimmte Zahlen sind. 
Es existiren zwei***) ausgezeichnete Zahlensysteme c, für die jener Para- 
meter rational eingeht; alle andern Fälle kommen hierauf zurück. 

Man gewinnt so das Kriterium), dass die Form fm linear unab- 
hängigen partiellen Differentialgleichungen von der Form 


NOT 
== c‘) 3 Dal zn), 


zu genügen hat, wo die c ausgezeichnete Systeme einer der beiden 





Arten sind. 
Im Falle der gewöhnlichen Invarianten ist offenbar m —=n?,.d.i. gleich 
der Anzahl der willkürlichen Substitutionscoefficienten FT). 


*) Das Nachfolgende bleibt gültig, wie Maurer hervorhebt, auch wenn f 
überhaupt eine rationale (und homogene) Function der x ist. 


*) ].c. S. 107. 


==" Entweder ist dann die Fundamentaldeterminante der e gleich rn, oder 
sie hat nur Elementarteiler erster Ordnung und überdies nur ganzzahlige 
Wurzeln. Vgl. S. 121. Der Satz ist vom Verf. bereits in seiner Dissertation 
(Strassburg 1887) aufgestellt und bewiesen. 


+) 8. 138. 


+f) In einer weiteren Abhandlung (Journ. für Math. CVII 8. 89—116 
(1890)) hat Maurer seine Untersuchungen auf nicht-lineare Transformationen 
der Variabeln ausgedehnt. 
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II. Formenverwandtschaft. 
A) Endlichkeitsfragen. 
v a) Allgemeines. 

Nach Erledigung der Aequivalenzprobleme liegt es uns ob, auf’ die 
mannigfaltigen algebraischen Beziehungen zwischen den invarianten Bil- 
dungen einzugehen, welche aus einer vorgelegten Urform oder auch aus 
einer Reihe von solchen entspringen. 

Berücksichtigen wir in erster Linie die ganz-rationalen Bildungen, 
so lässt sich die neuere Periode (seit 1868) in dieser Richtung geradezu 
dadurch charakterisiren, dass sich ein bestimmtes Problem („Endlich- 
keitsproblem“) in den Vordergrund gedrängt hat. 

Im Sinne der neueren Algebra erhebt sich in der That als vor- 
nehmste Frage, ob der aus gewissen Stammformen durch Anwendung von 
invariantiven Processen ableitbare Formenkreis ein „Integritätsbereich“*) 
sei, d. h. ob stets eine endliche Anzahl von Individuen desselben sich 
derart herausgreifen lasse, dass aus ihren Potenzen und Producten. jedes 
weitere Individuum des Bereiches mittels rein numerischer, rationaler 





Zahlenfactoren linear zusammengesetzt werden kann? 

Und im Bejahungsfalle, welche Mittel erforderlich sind, um jene’ 
endliche Anzahl von Individuen, die*) „Basis“ oder „das volleSystem 
der Grundformen“ des Bereiches, im einzelnen Falle in concreto her- 
zustellen? | 

Diese Fragen gehen auf Cayley zurück”) (II. Memoir, 1856). Nach- 
dem er- und Sylvester schon vordem im einzelnen nachgewiesen, dass. 
einer binären Form, bis zur vierten Ordnung incl., ein volles System von 
Grundformen zukommt, nimmt er hier die binären Formen allgemein in An- 
griff. Mit Hülfe von Betrachtungen, die sich auf den Ausdruck für das „Ge- 
wicht* einer In- resp. Covariante stützen, macht er die Lösung der Frage 
von einem gewissen Systeme linearer diophantischer Gleichungen abhängig. 
Unter der Annahme der Unabhängigkeit derselben gelangt er zu dem 
Schlusse, dass die Frage nach der Endlichkeit für Formen von höherer 








*) Vgl. Kronecker’s „Festschrift“ (1882) S.14. Das Wort „Basis“ wird 
im Text in modifieirtem Sinne gebraucht. Die Bezeichnung „(volles) System von 
Grundformen“ oder kurz: „(volles) System“ stammt von Gordan, Journ. f. Math. 
LXIX S. 343 (1868); S. 346 ebenda heisst es „System von Fundamentalformen“. 
Freilich existiren auch Integritätsbereiche ohne endliche Basis (vgl. z.B. 
Hilbert Gött. Nachr. 1891 S. 232, 235); solche sind aber im folgenden aus- 
geschlossen. 
”*) Gollected Papers Vol. II S. 250—275. 
Vgl. dazu die Bemerkungen von Cayley selbst im IX. „Memoir“ Phil. 
Trans. CLXI 8. 17—50 (1870). 
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als der vierten Ordnung zu verneinen sei. Indessen hat sich späterhin 
jene Annahme als unzulässig erwiesen. (Vgl. unten bei II. A, d.) 

P. Gordan*) wies zuerst (1868) die Endlichkeit des zu einer all- 
gemeinen binären Form f gehörigen Formenkreises nach. Der Beweis 
ist (auch in den späteren, vereinfachten Fassungen) umständlich, liefert 
aber dafür unmittelbar praktische Methoden, um die existirenden vollen 
Systeme wirklich anzugeben resp. zu begrenzen. Im allgemeinen näm- 
lich werden dieselben noch überflüssige Individuen aufweisen; indessen 
gelingt im Falle der fünften und sechsten Ordnung die Reduction auf 
ein möglichst kleines System von 23 bez. 26 Grundformen**), (Vgl. 
unten bei II. A, b.) 

Die Kraft der Beweismethode beruht wesentlich auf der Aronhold- 
Clebsch’schen symbolischen Darstellung der In- und Covarianten von 
f, sowie auf der fundamentalen Rolle, welche unter den letzteren die 
von Cayley eingeführten Ueberschiebungen spielen. 

Das zeigt sich sogleich an einem recurrirenden Gesetze”””), welches 
der ganzen Entwickelung zu Grunde gelegt wird. Darnach ist jedes sym- 
bolische Product, von irgend einem Grade m in den Üoefficienten von f, 
und damit auch jede wirkliche invariante Form dieses Grades eine lineare 
Function mit numerischen Coefficienten von Formen, die mittels Ueber- 

schiebung von Formen (m—1)ten Grades mit f gebildet sind. 

Man wird demnach diese Ueberschiebungen in der Weise anordnen, 
dass man die zweiten Ueberschiebungen von f mit sich selbst voranstellt, 
die so entstehenden Ausdrücke von neuem 0, 1, 2,... mal mit WER 
schiebt, u. s. f. 

Lässt man unter dieser unbegrenzten Formenreihe alle diejenigen 
fort, welche bereits durch früher hingeschriebene linear ausdrückbar sind, 
und nennt die übrig bleibenden T, so lässt sich darthun, dass überhaupt 
jede Form von f, und zwar nur auf eine Weise, eine ganze lineare 
Function solcher Bildungen T istf). Dadurch kommt die Aufgabe darauf 
zurück, für die T ein volles System zu ermittelnTf). 

Man nehme an, dass ein solches volles System bereits für eine 





*) Journ. für Math. LXIX S. 323—354 (1868). Nach mündlicher Mitteilung 
ist Gordan zur Lösung der vorliegenden Frage von Ö. Jordan veranlasst worden. 
Vgl. die Darstellung, welche Cayley von dem Gordan’schen Beweisverfahren 
gegeben hat. IX. Mem. Trans. of London 1870, siehe insbes. S. 45—50. 

**) ].c. S. 343 bez. 346. 
*##) ].c. 8.327. Darin liegt überhaupt ein wesentlicher Fortschritt gegen- 
über der complieirteren englischen Symbolik. 

TIERE, +8.1828: 

Tr) 1. c. 8. 333. 


136 Bericht über den gegenwärtigen Stand der Invariantentheorie. 


Originalform f' von der Ordnung n— 1 gefunden sei, so ist leicht zu 
sehen, dass jeder Form von f' eine ganz bestimmte Form von f corre- 
spondirt, und man kann sich von neuem auf die nunmehr noch restiren- 
den Formen von f beschränken. 

Von diesen wird nachgewiesen, dass sie erhalten werden, wenn man 
die zweiten Ueberschiebungen von f mit sich selbst genügend oft mit 
jenen aus f'’ herübergenommenen Formen überschiebt*); je nach der 
Höhe jener zweiten Ueberschiebungen werden sie in verschiedene Klassen 
eingeteilt, und dann für jede einzelne der Klassen mittels scharfsinniger 
Ueberlegungen combinatorischen Charakters die Existenz eines vollen 
Systems abgeleitet. 

Gordan hat bald darauf den Satz auf ein System“) binärer Stamm- 
formen, auf die „Combinanten“* eines solchen Systems von Formen gleicher 
Ordnung, wie auch auf die niedrigsten ternären***), ausgedehnt und 
hat seitdem an der Vereinfachung des Beweisverfahrens unablässig weiter 
gearbeitet. 

Die simultane Einführung mehrerer Urformen bringt sogar eine prin- 
cipielle Erleichterung mit sich. Es lässt sich nämlich mit verhältnis- 
mässig einfachen Mitteln der weittragende Satz beweisen, dass, sobald 
jedes von zwei Formensystemen eine endliche Basis besitzt, das Ent- 
sprechende auch von dem „combinirten“ fr) Systeme gilt, welches ent- 
steht, wenn man irgend welche Producte von Individuen des einen Systems 
über irgend welche Producte von denen des andern überschiebt. Dies 
findet seine unverzügliche Anwendung auf die beiden oben erwähnten 
Systeme (der von f’ übernommenen Formen und der zweiten Ueberschie- 
bungen von f mit sich selbst). 

Das Gordan’sche „Programm“ ff) von 1875 bietet mannigfache Fort- 
schritte. Die ausschliessliche Benützung des Ueberschiebungsprocesses 
hatte die erschwerende Einführung einer grossen Reihe neuer Symbole 
zur Folge. Dieser Missstand wird wesentlich eingeschränkt durch den 





2) LIES: 08% 

“*) Math. Ann. II S. 227—280 (1870), V S. 595—601 (1872). Wegen der 
Gombinanten s. Math. Ann. V S. 95—122 (1872). 

“**) Für eine kubische ternäre Form Math. Ann. I S. 90—128 (1869), für 
zwei quadratische in Clebsch-Lindemann’s Vorlesungen I S. 291 (1875). Vgl. 
die nähere Ausführung Math. Ann. XIX S. 529—551 (1882). 

y) Math. Ann. V S. 595. 

Das Prineip „der combinirten Systeme“ hat später Mertens auf einzelne 
Klassen von ternären und quaternären Formen ausgedehnt: Wien. Ber. XCV 
(1887) u. flgd. Bände. Vgl. Gordan’s bez. Bemerkung „Programm“ S. 50. 

77) Leipzig, bei Teubner. Vgl. das durchsichtige Referat von Noether, 
Fortschritte der Math. VII S. 50—52. 


ur, 
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nunmehr zu Grunde gelegten Process der „Faltung“, eine symbolische 
Verallgemeinerung der Ueberschiebung, der zugleich einen organischeren 
Aufbau des Formensystems ermöglicht”). 

Der Ausgestaltung der Symbolik steht das unsymbolische Verfahren 
der „Reihenentwickelung“**) ergänzend zur Seite. Eine Form in 
zwei nicht homogenen Variabeln x, y lässt eine endliche Entwickelung 
nach Potenzen von x— y derart zu, dass die Coefficienten Polaren von 
Formen werden, welche nur noch die Variable x enthalten. 

Nun ist bei zweimaliger Anwendung des Verfahrens auf eine Form 
mit drei Variabeln x, y, z ein Wechsel in der Reihenfolge statthaft: durch 
Gleichsetzung der Endergebnisse resultiren fruchtbare Relationen zwischen 
symbolischen Producten, die durch rein symbolische Umformungen nur 
schwer zu erlangen gewesen wären. Das gesuchte „volle System“ zer- 
legt sich in eine Reihe bedeutend einfacherer, die weiterhin noch unter 
einander zu combiniren sind. 

Von den durch Combinirung erwachsenden Formen können alle die- 
jenigen bei Seite gelassen werden, die nicht ein gewisses System diophan- 
tischer Gleichungen erfüllen. Sämtliche Lösungen der letzteren (in po- 
sitiven ganzen Zahlen) können aber aus einer endlichen Anzahl solcher 
mittels beliebiger positiver, ganzzahliger Factoren linear componirt werden. 
(Vgl. den graphischen Beweis von Petersen in II. C, a.) 

Die Ausführung für binäre Stammformen von höherer als der sechsten 
Ordnung wird so weit zubereitet, dass von Gall”**) später behufs expli- 
citer Aufstellung der, einer Form siebenter und achter Ordnung zugehöri- 
gen Grundformen direct an die Gordan’schen Systeme anknüpfen konnte. 

Die meisten der angewandten Hülfsmittel, vor allem die Reihenent- 
wickelungen, bleiben bei geeigneter Modification auch für ternäre und 
höhere Formen gültig f). 

Wenn trotzdem ein analoger Endlichkeitsnachweis für beliebige höhere 
Formen auf unüberwindliche Schwierigkeiten stösst, so liegt das daran, 
dass die symbolischen Ausdrücke in ihrer Gesamtheit nicht mehr über- 
sehen werden können; zudem treten, von den quaternären Formen incl. 
an, symbolische Determinantenfactoren eih, ‘die mehrere „Symbolstämme“ 
in sich vereinigen und daher in schwer zu übersehender Art von einan- 
der abhängen. 





*) Hierzu dienen insbesondere noch die durch den Faltungsprocess in- 
volvirten Hülfsbegriffe „Stufe, Rang und Dimension“, S. 3—6. 
FelteaS 7 
*##) Math. Ann. XVII (1880), XXXI (1888). Cf. II. A,b. 
2:.11.0-.8:19, 
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Der Beweis, wie ihn Gordan’s „Vorlesungen“ *) für eine binäre Form 
f geben, gestaltet sich insofern übersichtlicher, als dem Begriff eines 
vollen Systems derjenige eines „relativ vollständigen“ übergeordnet 
wird, d. i. eines solchen, aus dem bei beliebiger „Faltung“ (Ueberschie- 
bung)**) immer nur derartige Formen hervorgehen, die, bis auf Glieder, 
welche mit einer gewissen Potenz eines „Klammerfactors* multiplicirt er- 
scheinen, von den Systemformen ganz-rational abhängen. 

Damit werden unter anderem die früheren complieirten Reihenent- 
wickelungen überflüssig. Daneben wird in praxi ein ausgiebiger Gebrauch 
von den sogenannten „Reducenten“**) gemacht, d. i. von solchen Fac- 
toren symbolischer Producte, welche die Zurückführbarkeit der letzteren 
auf Bildungen niedrigeren Charakters unmittelbar erkennen lassen. 

Der Schwerpunkt des Beweises selbst liegt in folgendem. 

Eine Co- oder Invariante von f=a! —=b" =... lässt sich als sym- 


bolisches Product stets so schreiben, dass die höchste Potenz eines Klam- 
merfactors, etwa (ab), eine gerade ist. Daraufhin kann man alle aus f 


abgeleiteten Formen in g—+ 1 Klassen A,, A,, ..., A, einteilen, wo g rg 
n—1 
2 
Klasse alle früheren umfasst. Die erste Klasse A, enthält f allein, 
die zweite A, alle”**) Formen, welche keinen Klammerfactor in einer höhern 
als der zweiten Potenz aufweisen; für die dritte A, ist diese maximale 
Potenz die vierte u. s. f. bis zur letzten A,, welche offenbar mit der 
Gesamtheit aller Formen von f übereinstimmt. Es kommt darauf an, 
successive zu zeigen, dass jede dieser Klassen für sich eine endliche 





resp. ‚„ je nachdem n gerade oder ungerade ist, und wo jede 


ist, d. i. ein volles System besitzt. 
Dies wird durch Construction von g endlichen, den A, A,,..., A, | 
parallel laufenden Hülfssystemen B,, B,, ..., B,_ı geleistet, mit der Eigen- 





*) Leipzig, bei Teubner. Herausgegeben von Kerschensteiner. 1. Deter- 
minanten 1885. II. Binäre Formen 1887. 

Der Beweis findet sich in Il 8 20, 21. Die Reducenten werden schon im 
„Proeramm“* von 1875 ($ 8) mit Vorteil eingeführt. 

”*) Die Faltung ist im wesentlichen als eine auf symbolische Producte 
übertragene Ueberschiebung anzusehen. 

“®*) Die Klasse A, setzt sich für alle Ordnungen (excl. n—=4) zusammen 
aus den Bildungen: f, (f, f)?, Jf,(f, f)?}. Ist die Bedingung (f, f}*—=0 identisch 
erfüllt, so stellt A,, bis auf eine noch hinzutretende Invariante, bereits das 
volle System von f dar. Dies ist für die Theorie der regulären Körper von 
Wichtigkeit, cf. I. B, b. 
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schaft, dass stets ein System A,,, dadurch®) hervorgeht, dass man das 
vorangehende System A, mit dem zugeordneten B, überschiebt. Mit 
Rücksicht auf die Endlichkeit von A, = f würde sich so in der That der 
Reihe nach die Endlichkeit von A,, A,,.... und schliesslich von A, selbst 
ergeben. 

Diese Hülfssysteme B; gewinnt man mittels der g Covarian- 
ten 9; zweiten Grades von f, wo9; = (f, DiH?. Solange die Ord- 
nung einer solchen Form »; noch nicht unter die Zahl n her- 
untergesunken ist, bilde man die Individuen des Systems B; 
aus 9 symbolisch genau so, wie die Individuen des Systems 
A; aus f selbst. Sobald aber die Ordnung von 9; kleiner als 
n ausfällt (also jener Process nicht mehr durchführbar wäre), 
besteht das System B; einfach aus dem (als endlich voraus- 
setzbaren) vollen System von 9:. 

Die Systeme einer Form fünfter und sechster Ordnung gestatten jetzt 
einen eleganten Aufbau**). 

Da bei all diesen Beweisen für die Stammformen die symbolische 
Schreibweise zu Grunde gelegt wird, so müssen jene auch als „allge- 
meine“ ihrer Art vorausgesetzt werden, deren Üoefficienten also als un- 
abhängige Variabeln anzusehen sind. Das Entsprechende gilt von den 
auszuübenden Substitutionen. 

Die gewonnenen Ergebnisse erlauben eine unmittelbare Uebertragung 
auf binäre Formen, welche mehrere Reihen von (homogenen) Veränder- 
lichen enthalten, vorausgesetzt, dass die letzteren den nämlichen Substitu- 
tionen unterliegen. Denn auf Grund des Princips der Reihenentwickelung 
hat man nur ein solches volles System zu ermitteln, welches zu einer 
vermehrten Anzahl von Stammformen gehört, die aber sämtlich nur noch 
eine einzige (und zwar ein und dieselbe) Variabelnreihe aufweisen. 





*) Beim Beweise dieses Hülfssatzes äussert der Begriff der „relativ voll- 
ständigen“ Systeme seine Kraft. Denn Ax ist seiner Definition nach relativ 
vollständig mod.(ab)2k+?, während Bk es ist mod.(ab)?k+4, Durch Ueber- 
schiebung beider Systeme resultirt aber — und hier sind die eigentlichen 
Schwierigkeiten verborgen — ein mod.(ab)2k+4 relativ vollständiges Covarian- 
tensystem von f (das als niedrigsten Modul (ab)?k+ wirklich besitzt), d.i. das 
System „Ar-ı. 

=") Für beide Formen ist gleichmässig An —=f, BB = (h,N°; Aı =f, (1,)?, 
16,(6,92. Bei der f ist 9, = (f, f)* eine quadratische Form, mithin besteht 
B, aus 9, und deren Discriminante. Die Ueberschiebungen von A, über B, 
liefern das volle System (ef. l. c. S. 237). 

Die Form 9, einer f, ist eine biquadratische, mithin besteht B, aus dem 
vollen System von 9,. Die Ueberschiebungen von A, mit B, führen zu As, 
und da = (f,f)® eine Invariante ist, so sehen wir in Aa nebst %, das volle 
System von f, cf. l.c. S. 275. 
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Indessen kann man, wie Peano 1881) gezeigt hat, ohne zu wesent- 
lich neuen Hülfsmitteln zu greifen, den Endlichkeitsnachweis auch in dem 
allgemeineren Falle führen, dass die auf die verschiedenen Variabelnreihen 
X, X,5 > Ya; ... auszuübenden Substitutionen ganz oder teilweise von 
einander unabhängig sind. 

Die vorgegebenen Stammformen f,g,... mögen, nach den x,, X, 
entwickelt, die Coeffiecienten f;, x, ... besitzen. Unter der Annahme, 
dass die letzteren Formen (in denen eine Variabelnreihe weniger auftritt) 
eine Basis zulassen, soll das Nämliche für die ursprünglichen f, g, ... 
abgeleitet werden. Sei jetzt F eine invariante Form der f, g,.... die, 
ebenfalls nach Potenzen der x,, x, geordnet, die Coefficienten F; habe, 
so ist unschwer zu erkennen, dass die F;, dem Systeme der fi, & --- 
angehören. 

Nunmehr wende man auf jede der Urformen f,g,... den Polaren- 


proces A= Ben y PEN genügend oft an, so entsteht ein System 
DR Or 
von Bildungen f, Af, A°f, ...; g, Ag, A’g, ...;...., welches dasjenige der 
f;, &x, -.. völlig zu vertreten im Stande ist, in der Art, dass jede Grund- 
form P des letzteren Systems für eine bestimmte Grundform P’ des er- 
steren zum Modell dient. Bei der üblichen Entwickelung von P’ nach 
Potenzen von x,y,—X,y, erscheinen als Coefficienten Polaren von For- 
men 9, U, %, ...; die Vergleichung der P mit den P’ lehrt dann, dass 


auch der Gesamtheit der o, b, y, ... eine Basis zukommt. 
Da sich endlich in binärem Sinne, d.i. bezüglich der x,,x,, F als 
eine invariante Form der ®, b, y, ... darstellen lässt, so ist damit auch 


das System der F als ein endliches erwiesen. 

Der Satz findet eine wichtige Anwendung auf die sogenannten 
„Correspondenzen“**). 

In neuester Zeit ist Gordan zu dem nämlichen Resultate auf direetem 
Wege gelangt, mittels Einführung des wichtigen Begriffs eines „erwei- 
terten“ Formensystems”**). Um dasselbe für den einfachsten Fall einer 





*) Atti di Torino XVII S. 73—80. 

”*) Vgl. dazu noch die besondere Arbeit Peano’s Batt.G. XX S.79 bis 
101 (1882). Die Correspondenzen sind durch doppelt-binäre Formen darge- 
stellt, deren Variable von einander unabhängigen Substitutionen unterworfen 
werden. 

*"#) Erlanger Ber. 1887, Math. Ann. XXXIII S. 372—389 (1888). Für qua- 
dratische Formen war zuvor der Satz nebst zugehörigem System von Study 
aufgestellt worden, der dadurch Gordan zur Untersuchung der allgemeinen 
Frage angeregt hatte (vgl. Study, Erl. Ber. 1887 8. 885—888). 
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einzelnen (binären) Form f aufzustellen, denke man sich das volle System 
einer beliebigen Anzahl von Formen f,,f,,...., die sämtlich von gleicher 
Ordnung mit f sind, bereits gebildet, und zwar in Gestalt von (genügend 
oft wiederholten) Ueberschiebungen der f; übereinander. Hieraus geht 
durch blosse Weglassung der Indices i,k,.... das erweiterte System 
von f hervor. Vermöge seiner Herleitung kann das letztere unmittelbar dazu 
dienen, sowohl die simultanen Systeme einer Reihe von binären Stamm- 
formen mit einer einzigen Variabelnreihe abzuleiten, wie auch diejenigen 
für mehrere Variabelnreihen, die unabhängigen Substitutionen unterliegen. 
So ergiebt sich für eine in zwei incogredienten Variabelnreihen x,, x,; 
Y,; Y, quadratische Form ein volles System von 38 Bildungen, die expli- 
cite berechnet werden. 

Hieran möge die Erwähnung eines in anderer Richtung liegenden 
Fortschritts geknüpft werden, den man ebenfalls Peano”) verdankt (1882). 

Nach Clebsch**) besitzen die In- und Covarianten einer Reihe von 
linearen, wie auch quadratischen binären Formen die Eigenschaft, in eine 
Anzahl von „Typen“ zerlegt werden zu können, sodass die Individuen 
ein und desselben Typus aus einander durch ausschliessliche Benützung 
des Aronhold’schen Processes, d. i. durch Polarisation nach den Üoeffi- 
cienten erwachsen; dabei bleibt die Anzahl dieser Typen eine endliche, 
wie gross auch die Anzahl der vorgelegten Formen werden möge. 

Peano erbringt die Verallgemeinerung auf Reihen von Formen be- 
liebigen (aber gleichen) Grades. Der Beweis stützt sich vornehmlich 
darauf, dass man einem Satze von Capelli***) zufolge irgend eine ganze, 
homogene Function F der n+1 Reihen von je n+1 als variabel ge- 
dachten Coefficienten, die zu n—+1 Formen nten Grades gehören, nach 
Potenzen von deren Determinante entwickeln kann, wobei die hinzutreten- 
den Factoren Polaren von aus F abgeleiteten Formen sind, welche ein 
Coefficientensystem weniger enthalten. | 

Im Falle der kubischen Formen wird die Rechnung durchgeführt; 
es entstehen zehn Typen, und es wird zugleich angegeben, wie sich die 
Formen des vollen Systems auf dieselben verteilen. 

Wir sind jetzt bei einem Wendepunkte der Entwickelung angelangt. 
Während die bisher erörterten Endlichkeitsbeweise stets zugleich die wirk- 
liche Bildung der bezüglichen vollen Systeme in’s Auge fassten, lässt man 
nunmehr den letzteren, mehr praktischen Gesichtspunkt zurücktreten, und 


*) Atti di Torino XVII S. 580-586. 
”*) Siehe z. B. bei Clebsch: Binäre Formen, $ 58. 
**) Batt. G. XX S. 293—301 (1882). 
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das Interesse concentrirt sich auf die reine*) Theorie der Endlichkeit. 
Damit steht im Zusammenhange, dass die neu heranzuziehenden Methoden 
einen ausgesprochen unsymbolischen Charakter an sich tragen, wodurch 
das begriffliche Moment schärfer ausgeprägt wird. 

Der erste Anstoss in dieser Richtung erfolgt durch den Beweis, 
welchen Mertens“*) für die Endlichkeit eines binären Formensystems mit 
einer Variabelnreihe liefert. 

Da eine Reihe von Linearformen stets ein volles System von abge- 
leiteten Formen besitzt, so kann der erforderliche Nachweis für eine be- 
liebige Reihe von Originalformen (g, f', f'',....) unter der Annahme geführt 
werden, dass der in Rede stehende Satz bereits für die Reihe (f, f', f”,...) 
gültig sei, wo die Ordnung der Form f um eine Einheit geringer ist, als 
diejenige von g. 

Zunächst lässt sich aus der getroffenen Annahme die Folgerung 
ziehen, dass auch der, mittels einer Linearform p erweiterten Reihe 
(ph, f, f',....) ein volles System eignet. 

In dem letzteren ist als ein volles „Untersystem“ der Kreis aller 
der Bildungen enthalten, welche in den Ooefficienten von p und f jeweils 
zu gleichem Grade ansteigen. Denn diese Bildungen werden durch die 
Gesamtheit der positiven Lösungen einer gewissen diophantischen Gleichung 
bestimmt, welche sich indessen aus einer endlichen Anzahl von ihnen 
mittels (ganzzahliger) positiver Coefficienten linear aufbauen lassen. 

Denkt man sich nun die Form f in ihre Linearfactoren q, 1,5, ... 
gespalten, und vertauscht man die Linearform p succ. mit Q,T,8,..., 
so ergiebt sich durch symmetrische Combinirung der so entstehenden 
vollen Systeme ein neues volles System, das zu den Urformen: 





”) Indessen haben die neuesten Untersuchungen Hilbert’s (s. unten) das 
Ziel, aus seinen allgemeinen Sätzen heraus rationale und übersehbare Processe 
zur wirklichen Aufstellung voller Systeme zu liefern: wieweit eine solche noch 
auf rechnerische Schwierigkeiten stösst, lässt sich zur Zeit nicht beurteilen. 

”#*) Journ. für Math. C. 223—230 (1886). In den Wien. Ber. XCVII 
S. 1—6 (1889) hat der Verf. seinen Beweis insofern vereinfacht, dass er des 
Schlusses von n auf n—+1 nicht mehr bedarf. 

Hierbei ist noch zweier Endlichkeitsbeweise zu gedenken, welche von Jor- 
dan und Sylvester herrühren, und direct eine obere Grenze für Grad und Ord- 
nung der Systembildungen einer binären Form ermitteln: der erstere geht da- 
bei von den Gordan’schen diophantischen Gleichungen aus, der letztere von 
einer Modification des Cayley’schen Verfahrens. 

Cf. Jordan C.R. LXXXII (1876), LXXXVIL (1878), Liouville J. (3) I 
Ss. 177— 233 (1876), V S. 345—379 (1879). 

Sylvester Proc. of London XXVII S. 11—13 (1878), C.R. LXXXVI S. 1437 
bis 1441, 1491—1492, 1519—1522 (1878). Wegen der weitergehenden Bestre- 
bungen Sylvester’s vgl. Il. A, c. 
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DRG, EM ERectent: ‚2d2e) 
gehört und zugleich in den Coeffieienten der p, q, Tr, Ss, .... symmetrisch 
ausfällt. Hier hat man nur noch in bekannter Weise die Coefficienten 
des Productes g der p, 9, 1, s,.... einzuführen, um das gewünschte volle 
System der Reihe (eg, f', f',....) vor sich zu haben. 

Der hiermit skizzirte Beweis ist von Hilbert”), unter Anlehnung an 
die Grundgedanken desselben, durch einen noch durchsichtigeren ersetzt 
worden. j 

Sei etwa eine einzelne Stammform f=f(x, y) nter Ordnung vor- 
gelegt, und wiederum in Linearfactoren «,x—+-B;y zerfällt. 

Jede Invariante J (im engeren Sinne des Wortes) von f ist ein sym- 
metrisches Aggregat von Wurzeldifferenzen der Gleichung f=0, also, auf 
homogene Form gebracht, ein Product von Bildungen 


o= (1,2% (1,9)(2,3)8 ..... (n—1,n) = U), 


wo unter (k,]) die Differenz aß — aß, unter ex = €, ganze positive 
Exponenten zu verstehen sind, und wo jede der Zahlen 1, 2, ....,n gleich 
oft vorzukommen hat. 

Die letzterwähnte Bedingung setzt sich in ein System linearer dio- 
phantischer Gleichungen um, nämlich 

ee, bene, 0,426 — 

— &11t 8924 &-1,n- 

Alle positiven Lösungen dieses Systems setzen sich wiederum aus einer 
endlichen Anzahl m von solchen mittels positiver, ganzzahliger Coefficien- 


ten p linear zusammen, wie folgt: 
1 2 m 
e&x = Pı, ep, tet Pneir 
(r) 
Bezeichnet nun w, die (irrationale) Invariante ®, — II(k,1J°*, so 
k,l 

genügt w, einer rationalen Gleichung vom Grade n!, und es stellt sich, 
zufolge eines bekannten Satzes aus der Theorie der algebraischen Glei- 
chungen, irgend eine Potenz von w,, zZ. B. die p,te, als lineare, homogene 


Form der Oten, 1ten, ... (n!—1)ten Potenzen von w, dar, deren Üoeffi- 





*) Math. Ann. XXIII (1884) S. 223—226. Hierauf bezieht sich eine Note 
von Oayley Math. Ann. XXXIV (1889) S. 319—320, in der eine Abänderung des 
Hilbert'schen Verfahrens vorgeschlagen wird. Ein hierbei gemachter Fehl- 
schluss ist von Petersen Math. Ann. XXXV (1890) S.110—112 berichtigt worden. 

Hilbert verwahrt sich in einem Referate über die letzteren beiden Noten, 
Fortschr. der Math. XXI S. 104 nachdrücklich dagegen, dass sein Beweis einer 
Erweiterung oder Ergänzung bedürfe, um auch für Covarianten von binären 
Formen gültig zu sein. 
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cienten G ganz - rationale Functionen der bezüglichen Potenzsummen 
w.—'", Wr ::-, ..., alte ER sind. 

Vermöge des Ausdrucks für die e,ı durch die m ausgewählten ey 
nimmt aber die Invariante J die Gestalt der symmetrischen Summe an: 
ER P P2 pP 
an On. 

Setzt man hier die angegebenen Werte der Potenzen wPr ein, so erkennt 
man unmittelbar, wie J als ganze Function einer endlichen Anzahl analog 
gebauter Invarianten erscheint, nämlich solcher, für die keiner der Ex- 
ponenten von w, die feste Zahl n! überschreiten kann. 

Die Erweiterung auf die Invarianten einer Reihe von Stammformen 
f, @, ... geschieht vermöge naheliegender Modificationen: im besondern 
kommt daher auch den In- und Covarianten einer Formenreihe ein volles 
System zu. 

In einer grundlegenden Arbeit aus dem Jahre 1890 hat Hilbert*) 
allgemein, und unter ausschliesslicher Benützung rationaler**) 
Processe die Endlichkeit des aus einer vorgelegten Reihe von ganz be- 
liebigen (ev. auch irgendwie ausgearteten) Formen mit n Variabeln ent- 
springenden Invariantensystems nachgewiesen. 

Es gelingt ihm das wesentlich dadurch, dass er den Kern der Frage 
von dem engeren Gebiet der Invariantentheorie loslöst***) und als eine 
fundamentale Eigenschaft von unendlichen Systemen algebraischer Formen 
überhaupt statuirt. 

Man denke sich vorab irgend ein Gesetz”) gegeben, nach welchem 
eine nie abbrechende Reihe von Formen F,, F,, ... der n Variabeln 
X X) +. Xn fortschreitet. Die Ordnungen der F, sowie deren Coeffi- 
cienten sollen keinerlei Beschränkung unterliegen: die letzteren mögen 
irgend einem Rationalitätsbereiche R angehören. 

*) Math. Ann. XXXVI S. 473—534. Vgl. die voraufgehenden Mittei- 
lungen in den Gött. Nachr. 1888 No. 16 S. 450—457% 1889 No. 2 S. 25—34, 
und No. 15 8. 423—430. Demnächst erscheint in den Math. Ann. eine Arbeit 
von Story über die Hilbert’sche Theorie. 

=") Die Zugrundelegung eines derartigen „willkürlichen“ Gesetzes für 
eine unendliche Reihe tritt auch sonst in den Fundamenten der Mathematik 
auf, man vergleiche etwa die zur Begründung der Irrationalzahlen von G. Cantor 
eingeführten „Fundamentalreihen“. 

Wenn man will, repräsentirt Hilbert’s Formenreihe auch eine Art Irratio- 
nalität, die indessen im Wesen der Fragestellung begründet ist. 

Allerdings giebt es eine Richtung in der Wissenschaft, die derartige un- 
endliche Processe überhaupt verwirft. 

*®#®) In der That erscheint als ein wesentlicher Vorzug der neuen Hil- 
bert'schen Methoden, dass sie die Formentheorie aufs Innigste verknüpfen mit 


der von Kronecker einerseits, von Dedekind und Weber andererseits begrün- 
deten Theorie der Modulsysteme und algebraischen Körper. 
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„Dann lässt sich aus der Reihe der F stets eine endliche Anzahl m 
derselben F;,, F;,, ..., F; derart herausgreifen, dass jede Form F, der Reihe 


eine lineare Combination von jenen ist, dass also 
F, rn Auf, + A,F, + +4, ,F 
wo die A ebenfalls Formen der x sind, deren Ooefficienten dem nämlichen 
Rationalitätsbereiche R angehören.“ 
Selbstredend sind die A so zu wählen, dass die Summe der hin- 
geschriebenen Producte wiederum eine in den x homogene Form wird. 
Man entnehme nämlich der vorgelegten Reihe nach Belieben ein In- 


Im? 


dividuum, das mit F bezeichnet sei, von der Dimension r in den x. 
Dabei ist die Annahme gestattet (was sich nötigenfalls mittels einer ge- 
eigneten Substitution der x stets erreichen lässt), dass der Coefficient von 
x" in F nicht verschwindet. 

Dann lässt sich zuvörderst in bekannter Weise der Grad in x, einer 
jeden Form F, der Reihe unter r herabdrücken; man hat nur die mit einer 
passenden Hülfsform B, multiplicirte Form F von F, abzuziehen. Dadurch 
stellt sich F, in der Gestalt dar: 

12 = B,F+g, re Fox ar Pe 8s,» 
wo die rechterhand stehenden Factoren-Formen g nur noch von den 
Variabeln x,, X,, -.., Xn—ı abhängen, im übrigen aber in diesen bis zu 
beliebig hoher Dimension ansteigen können. 

Indem man nun den in Rede stehenden Satz für Formen von n—1 
Variabeln bereits als erwiesen annimmt und auf die Coefficientencolonne 
der g,, in Anwendung bringt”), so muss es möglich sein, aus den obigen 
Darstellungen der F, eine endliche Anzahl u (etwa für die Werte 
s=1,2,..., u) so herauszugreifen, dass nach beiderseitiger Multiplication 


*) Es ist leicht einzusehen, dass man den geschilderten Process auch 
in der umgekehrten Richtung vornehmen kann, also von den, von Xn freien 
Coefficienten übergeht zu den mit der ersten Potenz von xn multiplieirten 
u.s.f. Hierbei kann man aber die Annahme fallen lassen, dass die höchste 
auftretende Potenz die (r—1)te ist, darf vielmehr von dieser Normalform völlig 
abstrahiren und den Exponenten von Xn bis zu beliebiger Höhe anwachsen 
lassen. Allerdings resultirt so zuvörderst eine nicht abbrechende Reihe von 
Formen, durch die alle andern Glieder der vorgelegten Reihe linear ausdrück- 
bar sind. Macht man indessen nochmals von der Annahme Gebrauch, dass 
der in Rede stehende Satz bereits für Formen von n—1 Variabeln gültig sei, 
so lässt sich jene endlose Reihe durch eine endliche ersetzen. 

Trotzdem diese Abänderung des ursprünglichen Verfahrens complieirter 
ist, gewährt sie den grossen Vorteil, dass jetzt, anstatt rationaler, nur ganze 
und ganzzahlige Verbindungen der gegebenen Coefficienten ein- 
geführt werden, womit eine unmittelbare Verwertung für zahlentheoretische 
Zwecke möglich wird. Das ist der Kern des im Il. Abschnitt der Hilbert’- 
schen Arbeit dargelegten Beweises. 


Jahresber, d. Deutschen Mathem.-Vereinigung. 1. 10 
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mit geeigneten Hülfsformen der x,, X,, -.., Xn—ı, Addition und schliess- 
licher Subtraction von der Darstellung für jede weitere Form F,, die letz- 
tere linear componirt erscheint aus F, F,,F,,..., F, und einer weiteren 
Form, die sich aber bezüglich der Variabeln x, höchstens noch bis zum 
Grade r—2 erhebt. 

Auf die Colonne der hierbei mit der höchsten Potenz von x, mul- 
tiplicirten Coefficienten unserer neuen Darstellungen für F,y+1, Fur, -.. 
wende man abermals das nämliche Verfahren an u. s. f., so ist einleuch- 
tend, wie man nach höchstens”) r Schritten der besagten Art zu einer 
endlichen Anzahl m der Formen F gelangt, welche die verlangte Basis 
der ursprünglichen Reihe repräsentiren. 

Es erübrigt jetzt nur noch die direete Erledigung des einfachsten 
Falles n— 1. Aber hier sind die Glieder der fraglichen Reihe, bis auf 
constante Factoren, positive, ganzzahlige Potenzen der einen Variabeln x, 
und da ist es klar, dass alle Glieder der Reihe durch ein solches mit 
kleinstem Exponenten teilbar sein müssen. 

Der vorgeführte Beweis unseres Hülfssatzes”*) lässt zugleich erkennen, 
dass die Coefficienten der multiplicativen Formen A dem gleichen Ratio- 
nalitätsbereiche R zugehören, wie diejenigen der F selbst. 

Um nunmehr zur Anwendung auf die Theorie der Invarianten zu 
schreiten, sei der Einfachheit halber nur eine einzelne ternäre Original- 
form f zu Grunde gelegt. Das System der ganz-rationalen Invarianten 


29] von f lässt sich leicht in einer Reihe***) anordnen, für welche 


13 493 °°° 


dann der obige Satz gilt. 


*) Bei etwaiger Ausführung der Methode in einem concreten Fall ist 
zu beachten, dass die Art des Gesetzes, nach dem die Formen der einzelnen 
Coefficientencolonnen fortschreiten, im allgemeinen eine (sowohl von einander, 
als) von der Art des ursprünglichen Gesetzes der Reihe durchaus verschiedene 
sein wird. . 

=") Kronecker entwickelt in seiner Festschrift S. 18 einen ähnlichen Satz 
für eine, nicht homogene Variable. Würde man indessen seine Formel 
homogen machen, so würde die ganze Function rechterhand einen Nenner er- 
halten, nämlich eine Potenz der homogen machenden Variabeln. Es liegt dem- 
nach bei Kronecker kein Integritäts-, sondern ein Rationalitäts-Bereich vor. 

*=#") Die Anordnung der Invarianten in eine Reihe lässt sich nach Hilbert 
auch umgehen. Man greife aus dem Systeme der Invarianten von f zwei In- 
dividuen ij, ig, heraus, von denen keine durch die andere teilbar ist. Sodann 
wähle man ein drittes i,, das nicht als lineare Combination A,i,—+Asi, dar- 
stellbar ist, sodann ein viertes, das sich nicht linear aus i,, i,, ij, zusammen- 
setzt u.8.f. Die Reihe der so entstehenden i muss nach dem ersten Hülfs- 
satze abbrechen (l. c. S. 522). 

Dies Verfahren [welches unmittelbar auf ganz beliebige Formensysteme 
übertragen werden kann (cf. $S. 478)] ist wesentlich an die Voraussetzung 
geknüpft, dass die Coefficienten der Formen des Systems einem bestimmten 
Rationalitätsbereich angehören. 


j 
4 
i 
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Bedeuten also A, , A,, ..., Am gewisse ganz-rationale Hülfsfunetionen 
der Coefficienten von f, so ist irgend eine Invariante i von f aus m solchen 
linear ableitbar, sodass man hat: 

, = AI HA, tr Ania: 
Der zweite Schritt ist die Ersetzung der A durch Invarianten I, J,, ..., Im; 
die selbst wieder ganze Functionen der i 

Sind i,i,, 1,5 +++, Im von den resp. Graden Tr, T,,T,, ..., Im In den Coeffi- 
cienten, so darf A, als eine homogene Form derselben vom Grade r—1r, 
vorausgesetzt werden. 

Auf die Form f werde eine beliebige Substitution T der Variabeln 
mit den Coefficienten a;. und der Determinante a ausgeübt. 

Versteht man unter den f, die transformirten Coefficienten der Stamm- 
form f, unter p, P,> Pas +++; Pm die Gewichte von i,i,,1,, +. ., im, SO ver- 
wandelt sich vermöge der Grundeigenschaft der Invarianten die Gleichung 
für i in die folgende: 

ai = aA) tarA, (ty, tar An (h)im- 
Wir ziehen nunmehr einen weiteren, von Gordan und Mertens“) (und hier 
in allgemeinerer Fassung von neuem) bewiesenen Hülfssatz heran. Man ver- 
stehe nnter A(f,) eine beliebige, homogene, isobare Form der f, vom Ge- 
wichte g, unter q eine positive ganze Zahl (incl. O0) und unter Q, den 
Cayley’schen Differentiationsprocess: 
= 0° RO 0 ERLERNEN N 
‚da, € da, „0a, , ANGER O8, , da 


„Unterwirft man das Product aA(f,) dem Proekee 0, so oft, etwa p-mal, 
bis die Substitutionscoefficienten ganz herausgehen, so erhält man eine 
Invariante J von f vom Gewichte g= p—.q“. 

Die p-malige Ausübung des Processes 2, auf die beiden Seiten der 
für aPi aufgestellten Identität ergiebt, dass sich linkerhand i nur um einen 
positiven, ganzzahligen und nicht NT LU, Factor reproducirt, 
während rechts sämtliche Factoren der i 


te im od 


19 dg3 +.) Im in Invarianten von 


*) Der Satz kommt für q—=0 implicite bei dem (zweiten) Beweise vor, 
der in Gordan’s „Vorlesungen“ II $ 9 für den Hauptsatz der Symbolik gege- 
ben wird, dass jede Covariante einer binären Form durch ein symbolisches 
Product darstellbar ist. Es ist merkwürdig, dass der Kern dieses Beweises 
ein unsymbolischer ist. 

Mertens hat den nämlichen Satz in den Wien. Ber. XCV S. 942—991 
(1887) bewiesen, und seitdem in einer Reihe von Arbeiten in den Wien. 
Ber. systematisch dazu verwendet, um volle Systeme auf unsymbolischem Wege 
zu erhalten, cf. II. A, b. 

Für lineare Urformen findet sich der Satz in der im Texte angegebenen 
Gestalt bereits bei Ülebsch, Journ. für Math. LIX 8.7 u. ff. 


Kilz 
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f übergehen. Nach Division mit jenem Factor resultirt demnach eine 
Darstellung von der Form: 

i= Ji tr, tr Iain, 
wo die Grade und Gewichte der J geringer sind, als die der ursprüng- 
lichen Invariante i. Man hat jetzt nur noch das nämliche Verfahren auf 
die J zu übertragen u. s. f., so wird nach einer endlichen Anzahl von 
Operationen das gewünschte Ziel erreicht sein. 

Die vorliegenden Ueberlegungen übertragen sich fast ohne weiteres 
auf den Fall von n Variabeln, sowie auf ein System von Stammformen, 
damit aber auch auf Covarianten, Contravarianten, Combinanten u. s. w. 

Ferner subsumirt sich unter das Hauptgesetz auch der allgemeinere 
Fall von mehreren Reihen von einer gleichen oder auch verschiedenen 
Anzahl von Variabeln, die beliebigen, identischen oder verschiedenen 
Substitutionen unterliegen. 

Selbst wenn die vorzunehmenden Substitutionen nur einen Teil 
(Untergruppe) der Gruppe aller Substitutionen bilden, bleibt die Methode 
des Beweises so lange in Kraft, als sich irgend zwei Substitutionen des- 
selben Typus derart zu einer dritten zusammensetzen, dass die neuen Para- 
meter bilineare Formen der alten sind, und falls ausserdem ein dem 
Processe Q ähnlicher Differentiationsprocess existirt. 

Die Einwirkung des zu Grunde gelegten Hülfssatzes über den Inte- 
gritätsbereich einer unendlichen Formenreihe auf die Lehre von den in- 
varianten Verbindungen erstreckt sich aber noch weiter. 

Zunächst hat man nur eine der n Variabeln gleich der Einheit zu 
nehmen, um die Beschränkung der Homogenität aufzuheben. 

Nun herrschen zwischen den Invarianten einer oder mehrerer Stamm- 
formen Relationen in unbegrenzter Anzahl, welche in den ursprünglichen 
Coeffieienten identisch erfüllt sind. Die linken Seiten (Syzyganten) dieser 
„Syzygien“*) lassen sich als nicht homogene Formen ansehen, deren 
Variable nichts anderes sind, als das volle System von m Invarianten 
1,5 1g5 +. Im. Mithin besitzt auch das unendliche System der Syzyganten 
eine endliche Basis. 

Die Syzyganten ihrerseits sind gleichfalls durch eine unendliche Menge 
von, in den i,, 1,5 ».., Im identisch erfüllten Relationen verknüpft. Den 
linken Seiten dieser „Syzygien zweiter Art“ kommt wiederum eine end- 
liche Basis zu, und so fort. 

Durch ein, nicht müheloses Verfahren, welches den grundlegenden 


9.0. A,& 
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a N N 


II. A,a. Allgemeines über Endlichkeitsfragen. 149 


Hülfssatz immer von neuem heranzieht, gelingt dem Verfasser die Fest- 
stellung der bedeutungsvollen Thatsache, dass jener Process der fortge- 
setzten Syzygienbildungen nach einer endlichen Anzahl, und zwar höchstens 
von m Schritten abbrechen muss). 

Erst mit der Bildung sämtlicher Basen — nicht nur der ursprünglichen 
Invarianten, sondern auch der Syzyganten successiver Ordnung — wird eine 
volle””) Einsicht in die Structur der, dem vorgelegten algebraischen Gebilde 
entstammenden ganz-rationalen Invarianten gewonnen werden (l. c. 8.534). 

In neuester Zeit”*") hat Hilbert noch weitere Consequenzen aus seinen 
allgemeinen Endlichkeitssätzen entwickelt, die vor allem der prineipiellen 
Frage näher treten, welche Hülfsaufgaben behufs thatsächlicher Auf- 
stellung der bezüglichen vollen Systeme zu erledigen sind. 

Eine wesentliche Handhabe dazu bietet das Theorem, dass man aus 
der Mannigfaltigkeit der Invarianten eines algebraischen Gebildes stets eine 
endliche Anzahl o algebraisch unabhängiger J,, J,, ..., J, derart ausson- 
dern kann, dass alle übrigen „ganze algebraische“ Functionen derselben 
werden, und somit verschwinden, sobald es die J thun. 

Umgekehrt sind aber die J durch die zuletzt angegebene Eigenschaft 
(und durch ihre algebraische Unabhängigkeit) völlig charakterisirt. 

Angenommen, man habe ein derartiges System von o Invarianten J 
ermittelt, so folgt rückwärts daraus, nach Sätzen von Kroneckerf), nicht 
nur von neuem die Endlichkeit des gesamten Invariantenbereiches, son- 
dern es ist auch ein bestimmter, arithmetischer Weg vorgezeichnet, um 
dessen Basis zu finden: dieselbe setzt sich zusammen aus den J nebst 
denjenigen i, welche die „Basis* des durch die J festgelegten algebrai- 
schen „Körpers“ ausmachen. 

In erster Linie wird es sich dabei um den „Grad* g des gemeinten 
Körpers handeln. 

Für eine binäre Stammform f, nter Ordnung, hat Hilbert FF) die Ant- 

”) ].c. 8.492. Vgl. dazu eine Note von Schönflies. Gött. Nachr. 1891 
S. 339— 344. 

*") Vom formentheoretischen Gesichtspunkt aus dürfte gegen den ange- 
führten Ausspruch Hilbert’s nichts einzuwenden sein. Sieht man indessen 
den gruppentheoretischen Gesichtspunkt als gleichberechtigt an, so erscheint 
als eine gleichfalls fundamentale Aufgabe der Zukunft, die Gesamtheit aller 
vollen „Untersysteme“ von invarianten Bildungen einer Reihe von Stammformen 
zu ermitteln, d.i. solcher, wohl definirten Teilmannigfaltigkeiten des ganzen 
ns die für sich den Charakter eines vollen Systems besitzen. 

es) Gött. Nachr. 1891 $. 232—242; 1892 8. 2—12. 

7) Festschrift & 6. 


ir) Vortrag, gehalten 1891 auf der Naturforscherversammlung in Halle, 
vgl. den amtl. Bericht S. 61—62. 
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wort gegeben. Hier ist die Zahl o gleich n—2; die gesuchte Anzahl 
g ist eine einfache zahlentheoretische Function, welche, abgesehen von n, 
ausschliesslich von den Graden der J,, J,, ..., Jn—2 (in den Coefficienten 
von f) abhängt. 

Von den gemachten Anwendungen, die unter anderem die Herstellung von 
Formen mit gewissen vorgegebenen Invarianten betreffen“), sehen wir hier ab. 

Im Falle einer binären Grundform f kann man durch blosse Resul- 
tantenbildung ein System von Invarianten aufstellen, durch welche sich 
alle anderen Invarianten ganz und algebraisch ausdrücken lassen. Sei 
etwa die Ordnung n von f ungerade, so bilde man die Covarianten zwei- 
ten Grades F,, F,, ..., Fım—ı), und construire aus geeigneten Potenzen der 
f, F mittels willkürlicher Parameter u, v zwei homogene lineare Combi- 
nationen U, V. Das identische Verschwinden der Resultante von U, V 
ist mit wu Gleichungen J, = 0, J, —= (0, ..., J„ = 0 aequivalent. Die J sind 
dann ein System von Invarianten der verlangten Art. Entsprechendes gilt 
für eine gerade Ordnung n. 

Von diesen J gelangt man durch Anwendung des Aronhold’schen 
Processes zu einem analogen System von Simultaninvarianten. Auch für 
Formen mit mehr Variabeln kann man durch eine endliche Anzahl 
rationaler, von vorn herein angebbarer Processe ein derartiges System 
von Invarianten gewinnen, deren Verschwinden das aller übrigen nach 
sich zieht. Man hat zu dem Behuf nur ein Kriterium nötig, das ent- 
scheiden lässt, ob eine vorgelegte Form mit numerischen Ooefficienten noch 
eine von Null verschiedene Invariante besitzt; das Letztere ist in der 
That dann und nur dann der Fall, wenn die Substitutions- 
determinante eine ganze algebraische Function der Coeffi- 
cienten der linear transformirten Form ist. 

Dadurch bieten sich denn auch die Mittel zur Aufstellung voller 
Invariantensysteme und (nur von n abhängiger) oberer Grenzen“*) 
für Anzahl und Gewicht derselben. 


InmASn. 
Specielles über volle Systeme. 
Es mögen nunmehr die bislang zu gegebenen Urformen in extenso 
berechneten vollen Systeme kurz aufgeführt werden. Es liegt in der 
*) Siehe II. B, b. 
”*) Hilbert führt diesbezüglich zur Illustration den vorbereitenden Satz 
an: „Sämtliche Invarianten einer ternären Grundform lassen sich als ganze al- 
gebraische Funetionen derjenigen Invarianten ausdrücken, deren Gewicht die 


Zahl In (3n—-1)® nicht übersteigt. (Gött. Nachr. 1892 S. 12.) Nach mündlicher 
Mitteilung hat Gordan allgemeine Ausdrücke für obere Grenzen gefunden. 





EN 
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Natur der angewendeten, im wesentlichen von Clebsch und Gordan be- 
gründeten Bildungsmethoden, dass die Anzahlen der bezüglichen Formen 
zunächst den Charakter oberer Grenzen haben: in der That hat des öfte- 
ren eine nachträgliche Revision”) ergeben, dass einzelne der vordem ge- 
fundenen System-Individuen überflüssig, d. i. reducibel waren. 

Erst der Vergleich mit der englischen Arbeitsrichtung”*) wird dazu 
führen, welchen jener Anzahlen eine absolute Genauigkeit zukommt. 

Wir beginnen mit einer einzelnen binären Urform f,. Nach frühzeitiger 
Erledigung der einfachsten Fälle n— 2, 3, 4 durch Cayley und Sylvester 
war erst Gordan 1868 im Stande, die Formen f, und f, zu bewältigen ”**). 

Der Beweis für die Vollständigkeit der resultirenden vollen Systeme 
von 23 resp. 26 „Grundformen“ konnte von Gordan derart geführt 
werden, dass seine Ausdehnung auf die Endlichkeit des Systems einer 
beliebigen f, keine wesentlich neuen Hülfsmittel erforderte. 

Auf Grund der vereinfachten Darstellung des Gordan’schen „Pro- 
gramms“ hat v. Gall das volle System einer f, +), später das (grössere 
Schwierigkeiten darbietende) System einer f, 77) in conereto aufgebaut; 


*) Die instructivsten Beispiele dieser Art werden geliefert durch die 
simultanen Systeme der (fa, 93), (f3, 94), (f, 94) und das System einer f;. 

Für den Fall (f, 3) behauptete zuerst Sylvester, C.R. LXXXIX S. 828 
bis 833 (1877), Am. J. II S. 324—329 (1879), auf Grund seiner abzählenden 
Methode (cf. II. A, e), dass zwei lineare Covarianten der Salmon-Clebsch’schen 
Liste redueibel sein müssten. Unter dieser Voraussetzung gab d’Ovidio (1880), 
Atti di Tor. XV S. 267—270 ihre Zusammensetzung an: bestätigt wurde dies 
Ergebnis von Gerbaldi (ebenda) mittels einer, von jener Voraussetzung unab- 
hängigen Methode. 

Wiederum konnte Sylvester, ©. R. LXXXVII S. 445—448, 477-481 (1878) 
das Gordan-Gundelfinger’sche System (f3, 94) um drei Formen reduciren. 

Die Reduction des Gordan-Bertini’schen Systems (f,, 9) um zwei Formen 
kündigte Sylvester an, ©. R. LXXXIV S. 1285—1289 (1877), Am. J. II S. 324 
bis 329 (1879). Die wirkliche Ausführung gab d’Ovidio, Atti di Tor. XV S. 301 
bis 304 (1880). Eine anderweite Bestätigung liegt bei Stroh vor, Math. Ann. 
XXI S. 290—296 (1883). 

Was endlich den Fall der f; betrifft, so konnte v. Gall, Math. Ann. XVI 
S. 456 (1880) nachweisen, dass die Anzahl seiner Individuen mit der Sylvester’- 
schen Angabe (C.R. LXXXIV S.240— 244, 532—534 (1877)) übereinstimme 
bis auf eine einzige Form, deren Reduction ihm nicht gelang. Durch 
ausgedehnte Rechnungen legte aber Sylvester die Reducirbarkeit dieser Form 
dar, €. R. XCII S. 192—196, 365—369, Am. J. IV S. 62—85 (1881). 

Indessen war erst Stroh l.c. im Stande, die Frage direct zur Entschei- 
dung zu bringen; die bez. Methode, die auf den Relationen zwischen Ueber- 
schiebungen gewisser Ordnung beruht (cf. II. A, d), hat er später allgemein 
begründet, Math. Ann. XXXI S. 444—454 (1888). 

FIsVELOIR HA, 

*##) Journ. f. Math. LXIX S. 323— 354. 

r) Math. Ann. XVII S. 31—52, 139—152, 456 (1880). 

rr) Math. Ann. XXXI S. 318—336 (1888). 

Vgl. Krey, Dissert. Striegau 1874. 
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er macht dabei geschickten Gebrauch von gewissen Syzygien, um über- 
flüssige Formen auszuscheiden. 

Was die simultanen Systeme von zwei binären f, angeht, so ver- 
dankt man die Behandlung der Fälle (2, 2), (2, 3), (3,3) Salmon und 
und Clebsch; das System (3,4) findet sich bei Gundelfinger*), 
(2,5) bei Winter**), (2, 6) bei v. Gall***). 

Ein systematisches Studium hat diesen Systemen Gordan*"**) in 
einer Arbeit gewidmet, die am Schlusse eine Tabelle aller der Fälle auf- 
weist, bei denen keine der beiden Urformen die vierte Ordnung überschreitet. 


Eine andere Ableitung des Systems (4, 4), in den Resultaten mit 


Gordan übereinstimmend, rührt von Bertinif) her. 

Hinsichtlich der simultanen Systeme von mehr als zwei binären 
Formen ist man über Clebschff), der eine beliebige Reihe von linearen 
bezw. quadratischen Formen erledigt hat, nicht wesentlich hinausgegangen ; 
das System von vier Formen, von denen zwei linear und zwei quadratisch 
sind, ist von Perrinyffr) näher untersucht worden. 

Um zu den ternären Formen (C,„ überzugehen, so ist der erste Fall 
einer einzelnen solchen Form, der wirkliche Schwierigkeiten bereitete, 
nämlich.n— 3, von Gordanfftr) zum Abschluss gebracht worden. Den 
bereits früher von Aronhold, Cayley, Hermite, Brioschi gegebenen 
Bildungen waren verhältnismässig wenige hinzuzufügen; um aber die 


*) Programm, Stuttgart 1869 S. 1—43. 
Nach einer auf S. 2 daselbst gemachten Bemerkung stammt das bez. System 
von Gordan her. 

**) Programm, Darmstadt 1880. 

”=##) Programm, Lemgo 1873. 

*=#) Math. Ann. II S. 227—281 (1870). 

r) Batt. Giorn. XIV S. 1—14 (1876). Wiederabgedruckt in Math. Ann. 
XI S. 30—41 (1877). 

7) Siehe die zusammenhängende Darstellung von Clebsch: Theorie der 
binären Formen, Leipzig 1872, sowie die Vereinfachungen bei Gordan: Vor- 
lesungen U. Leipzig 1887. 

tr) S. M. F. Bull. XV S. 45—61 (1887). 

rrr) Math. Ann. I S. 90—128 (1869. Wegen der Theorie siehe noch 
Math. Ann. I, 359—400, sowie XVII S. 217—233 (1880). Vgl. die erschöpfende 
Zusammenstellung bei Clebsch und Gordan, Math. Ann. VI S. 456—512 (1873). 


Einen einfacheren Aufbau des Systems verdankt man Gundelfinger Math. Ann. 


IV S. 144—168 (1871), vgl. noch V S. 442—447 (1872). 

Cayley gab die explieciten Bildungen in den Üoefficienten für die Hesse’- 
sche Normalform der G3: ax®+by’+cz?+6dxyz: Am. J. IV S. 1—16 (1881). 
Hier findet sich auch eine vollständige Uebersicht über die ältere Litteratur. 

Endlich rührt von Dingeldey, Math. Ann. XXXI S. 157—176 (1888), eine 
analoge Uebersicht her über das System der (in der Theorie der elliptischen 
Functionen verwendeten) canonischen Form xy?— 42° +93x?y-+-g3x?, sowie 
der speciellen Form axz?—4by?. Letztere repräsentirt durch ihr Verschwin- 
den eine C, mit Rückkehrpunkt. 





* 
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Vollständigkeit des gewonnenen Systems (von im ganzen 34 Formen) 
sicher zu stellen, bedurfte es erst einer eigenartigen Ausdehnung der sym- 
bolischen Methoden vom binären auf’s ternäre Gebiet. 

Erst ziemlich später hat Mertens“) das gleiche Ergebnis für die 
C, auf unsymbolischem Wege, mit alleiniger Benützung des Q-Processes 
erhalten. 

Im Falle n=4 wird der Reichtum der auftretenden Bildungen 
bereits so gross, dass Gordan es vorzog, sich auf einen besonderen — 
anlässlich der Gleichungen 7. Ordnung mit 168 Substitutionen in sich, 
von Interesse gewordenen — Typus**) zu beschränken, welcher durec 
das identische Bestehen einer einfachen Covariantenidentität charakterisirt 
werden kann. 

Von den zu einer allgemeinen C, gehörigen Bildungen hat Maisano***) 
diejenigen, welche bis zum 5. Grade incl. ansteigen, zusammengestellt. 

Das System zweier C, ist wiederum von Gordanf) zuerst ange- 
geben, und späterff), im Zusammenhange mit der eben berührten, 
speciellen C, entwickelt worden. Den algebraischen und geometrischen 
Zusammenhang der Formen des Systems unter einander hat neuerdings 


Perrintrr) eingehend verfolgt. ; 
Die Kenntnis eines vollen Systemes dreier C, verdankt man Ciam- 
berlinirfrf). 


Im quaternären Gebiet sind ausser den Variabeln x einer Form 
F„(x) und deren contragredienten u, noch die aus zwei Reihen cogredien- 
ter Variabeln x, y zu bildenden zweireihigen Determinanten zu berück- 


*) Wien. Ber. XCVII S. 437—518 (1888). Wegen der angewandten Me- 
thode vgl. die vorhergehende Arbeit dess. Verf.: Wien. Ber. XCV 8. 942—991 
(1887). 

**) Math. Ann. XVII S. 217—233. Die 54 Formen des vollen Systems 
sind in einer Schlusstabelle vereinigt. 

Gordan’s Angabe über die Endlichkeit des Systems einer allgemeinen (, 
befindet sich bereits in Clebsch-Lindemann’s Vorlesungen I S. 174 Note (1875). 

es) Batt.G. XIX 8. 198—237 (1881). 

Auch die Formen 6. Grades befinden sich daselbst, mit Ausschluss der 
die x und die u gleichzeitig enthaltenden. Vgl. noch den Nachtrag dess. Verf., 
Pal. Rend. I S. 54—56 (1886). 

r) Clebsch-Lindemann’s Vorlesungen I S. 288 u. flgde (1875). Die Ta- 
belle der 20 Systemformen findet man auf S. 291. 

ir) Math. Ann. XIX S. 529—552 (1880). 

rn S.M. F. Bull. XVII S. 1—80 (1890). 

Bezüglich der Relationen zwischen den Formen des Systems vgl. noch 
Rosanes, Math. Ann. VI S. 264 u. flgde (1875), sowie Gerbaldi, Annali (2) XVII 
S. 161—196 (1889). Letztere geht.auch ausführlich auf die damit verbunde- 
nen Realitätsfragen ein. 

irrr) Batt. G. XXIV S. 141—157 (1886). 

Das System umfasst 127 Bildungen. 
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sichtigen. Mittels geeigneter Modification des Q-Processes gelang es Mer- 
tens“) in letzter Zeit, für eine F, ein volles System von 20 Formen 
herzustellen, und überdies einen Weg anzugeben, wie man vermöge leicht 
übersehbarer Differentiationsoperationen aus den Einzelsystemen zweier F, 
ein simultanes System der letzteren aufbauen kann. 

Mit ähnlichen Mitteln hat Mertens auch „Nullsysteme“ **) behandelt, 
d. h. alternirende bilineare Formen von zwei cogredienten quaternären 
Variabelnreihen x, y, denen man noch beliebig viele in den x resp. u 
lineare Formen adjungiren mag. Für fünf (und weniger) Nullsysteme 
st sich das Ergebnis übersichtlich gruppiren. 

Was endlich Formen mit mehreren incongruenten Variabelnreihen 
anlangt, so ist bereits früher des von Study und Gordan ermittelten 
vollen Systems für eine binäre, quadrato-quadratische Urform*”*) Erwäh- 
nung geschehen. 

Im ternären Gebiete ist nur der Fall einer, in zwei contragredienten 
Reihen x, u linearen Form) von GClebsch und Gordan im einzelnen erle- 
digt worden. Die analoge, quaternäre Aufgabe wurde neuerdings von Mer- 
tens+r) soweit gefördert, dass es nur noch gewisser Combinirungen seiner 
verschiedenen Formengruppen bedarf, um das volle System zu besitzen. 

Zum Schlusse sind noch gewisse volle Untersysteme (d.h. die selbst 
nur einen Bestandteil allgemeiner voller Systeme ausmachen) anzuführen. 

Sieht man dabei von solchen ab, deren Existenz auf der Hand 
liestyfr), so können wir uns auf zwei Erscheinungen derart beschränken. 

Die erste gehört der Gattung der binären Combinanten an, die schon 





”) Wien. Ber. XCVIII S. 691—739 (1889). 

”*) Wien. Ber. XCVII S. 519—537 (1888). 

*“) Math. Ann. XXXII S. 372—389 (1889). Das System besteht aus 
38 Formen. Vgl. die vorhergehenden Noten von Study und Gordan in den 
Erlanger Ber. 1889. Die Methode ist auf höhere Formen ausdehnbar. Das 
volle System der Invarianten hatte schon früher Capelli aufgestellt: Batt. 
G. XVII S. 69—148 (1879). 

Von binären Formen mit cogredienten Variabelnreihen hat le Paige die 
trilinearen und quadrilinearen untersucht, ©. R. XCI S. 1048—49, 1103—5, 
XCII S. 264— 265, 509—512 (1881); C.R. XCIV S. 69— 71, Torino Atti XVII 
S. 299—826 (1882), wesentlich zu geometrischen Zwecken und ohne daher eine 
Vollständigkeit anzustreben. 

7) Math. Ann. IS. 359—400 (1869). Abgerechnet die identische Zwischen- 
form ux, enthält das volle System 7 Formen. Siehe insbes. S. 373. Die Me- 
thode ist auf höhere Formen ausdehnbar. 

Tr) Wien. Ber. XCVII S. 13—32 (1890). 


rr) Dahin gehören z. B. solche Untersysteme, deren Formen nur einen . 


Teil aller Variabeln des bez. Gebietes enthalten, ferner die Gordan’schen 
Systemklassen A,, As,... (Vorlesungen II $ 21) u.a. (Vgl. die Anmerkung **) 
auf S. 149 oben.) 
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1872 von Gordan*) als das volle System einer einzelnen Form mit 
mehreren (cogredienten) Variabelnreihen erkannt wurden. Der einfachste 
Fall, der hier einer besonderen Untersuchung bedarf, ist der zweier f,. 
Nach der Gordan’schen Methode kommt die Ausführung des vollen Com- 
binantensystems zurück auf diejenige des gewöhnlichen simultanen Systems 
zweier „Elementarcovarianten* von 6. resp. 2. Ordnung, die aber durch 
eine gewisse identische Relation mit einander verknüpft sind. 
Die bezügliche Rechnung hat Stephanos“*) geleistet. 
Sodann ist Wiltheiss von den hyperelliptischen Functionen aus 
zu einem merkwürdigen Untersysteme einer binären f, geführt worden ”””), 
Es seien mit A; die Coefficienten, mit x,, x, die Variabeln von f, Be- 
zeichnet; ferner bedeute 9, eine gewisse Covariante 6. Ordnung und 
2. Grades, in deren Coeffiecienten B; noch zwei, mit x,, x, cogrediente 
Variabeln y,, y, zur 2. Ordnung eingehen. Versteht man dann unter 6 


y—x 


EN verbunden mit nachträglicher 
Gleichsetzung der x und y, so lässt Ken ein System von 9 Covarianten 
von f nachweisen, derart, dass durch Anwendung der Operation 6 stets 
wieder Covarianten des Systems hervorgehen. 

Die Untersuchungen über volle Systeme von Grundformen, insoweit 
sie mit den sogenannten „erzeugenden Functionen“ in Verbindung stehen, 
sowie die im Anschlusse hieran über volle Systeme von Syzygien zu 
berichtenden Daten werden weiter unten berücksichtigt werden. 

Dagegen sind die mit endlichen Gruppen linearer Substitutionen ver- 
knüpften vollen Systeme bereits im Abschnitt I. A, b besprochen worden, 


den Aronhold’schen Process IB; 


JEW A, .G: 
Assoeciirte Systeme und typische Darstellung. 

Es sind nunmehr die Bestrebungen zu würdigen, die darauf abzielen, 
die Mannigfaltigkeit der aus gegebenen Urformen ableitbaren invarianten 
Bildungen , anstatt zu einem Integritätsbereiche, zu einem Rationalitäts- 
bereiche mit endlicher Basis zusammenzufassen f). 


*) Math. Ann. V S. 95—122 (1875). Nach mündlicher Mitteilung hat Gor- 
dan in der letzten Zeit das volle Combinantensystem zweier ©, („Kegelschnitte“) 
entwickelt; die Anzahl der Formen erwies sich als eine verhältnismässig geringe. 

*) O.R. XCVII S. 27—31 (1885). Es ergeben sich 26 Systemformen. 

==") Math. Ann. XXXV S. 455—456 (1839); Math. Ann. XXXVI, 134 
bis 155, XXXVI S. 229—272 (1890). 

7) Vgl. damit die in gewissem Sinne parallellaufenden, gruppentheore- 

tischen Entwickelungen von Lagrange bez. der gegenseitigen rationalen Ab- 
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Diese Bestrebungen gehen auf Hermite*) zurück, der 1852 dar- 

legte, wie man aus den In- und Covarianten einer binären Form 
RR! 

in mannigfaltiger Weise eine endliche Anzahl so herausgreifen kann, dass 

alle übrigen rational von jenen abhängen. Will man die einfachste Dar- 

stellung derart haben, bei welcher alle Individuen der Basis algebraisch 

von einander unabhängig sind, so führe man neue Variabeln &, „ mit der 

Determinante f„(x,, x,) ein, mittels der „Covarianten“: 

1 ( of of ) 

ee dr an Nr yo, 

wo die Hülfsvariabeln y mit den x cogredient sind. Dann geht die mit 

der (n—1)ten Potenz von f,(x,, x,) multiplieirte Form f,(y,,y,) über 

in eine neue Form ®„(2,n), von deren Coefficienten der erste gleich 

der Einheit, der zweite gleich Null ist, während die übrigen @,, ,, ».., On, 

im Verein mit f„(x,,X,), die gewünschte Basis, oder, mit Hermite zu 

reden, das „associirte System“ von f repräsentiren. 

Um eine beliebige Covariante von f durch die ®,, ®,, ..., ?n, f auszu- 
drücken, hat man nur im Leitgliede derselben die Coefficienten von f zu 
ersetzen durch diejenigen von ®, und nachträglich mit Hülfe von f ho- 
mogen zu machen, wodurch eine Potenz von f in den Nenner kommt. 

Man kann indessen, wie Clebsch**) 1870 ausgesprochen hat, die 
assoclirten Formen & auf noch einfachere zurückführen, nämlich auf die 
Covarianten & 2. Grades von f und deren Functionaldeterminanten % 
mit f (d. s. Covarianten von f vom 3. Grade). Die & sind vermöge 
recurrenter Formeln rational durch die ı, y, f darstellbar, so dass wie- 
derum nur eine Potenz von f als Nenner fungiren kann, der sich übrigens 
in den von Olebsch ausgerechneten niedrigsten Fällen n = 2, 3, ..., 7 
auf die Einheit reducirt. 

Gundelfinger*"*) hat im folgenden Jahre nicht nur die Behaup- 


hängigkeit der „ähnlichen“ Functionen. Eine weitere Ausführung in diesem 
Sinne befindet sich bei König, Math. Ann. XVII S. 69—77 (1881). 
*) Vgl. diesen Bericht S. 88. 

In anderer Weise, nämlich in unmittelbarem Zusammenhange mit der 
Auflösung der algebraischen Gleichungen, hat Igel die Theorie der associirten 
Formen begründet: Wien (bei Gerold), 1889. 

*#) Gött. Nachr. 1870 S. 405—409 oder Math. Ann. III S. 265—267 (1871). 

***) Journ. f. Math. LXXIV S.87—91 (1871). Vgl. die vereinfachte Dar- 
stellung dess. Verf. in „Salmon-Fiedler“ S. 459—463 (1877). Die Umkehrung 
des „Clebsch-Gundelfinger’schen“ Gleichungensystems hat Gordan in neuester 
Zeit ausgeführt, Math. Ann. XLI S. 1—24 (1892), insofern er die Hermite’schen 
Formen 9 explieite als ganz-rationale Functionen der db, y darstellt. Man kann 
a priori erkennen, wie sich die ersteren Formen durch Producte der letzteren 
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tungen von Clebsch auf symbolischem Wege erwiesen, sondern auch allge- 


mein begründet, dass die 9 stets ganz-rationale Functionen der b, y, f werden. | 


Zugleich giebt er die Erweiterung auf das simultane System zweier 
Formen f, und 9m. Sei etwa m diejenige der beiden Zahlen m, n, 
welche die andere an Grösse nicht übertrifft, so treten zu den obigen 
Formen %,y,f nur noch die m Ueberschiebungen von f mit @ hinzu. 

Sylvester”) hat, ausgehend von den Leitgliedern der Covarianten, das 
letztere Ergebnis auf eine beliebige Reihe von binären Urformen ausgedehnt. 

Eine interessante Anwendung der associirten Formen rührt von 
Kohn“*) her. Indem er an Stelle der » ihre irrationalen Aequivalente 


einführt, nämlich die Wurzeln der Gleichung ®, e ı) = U, , welche 
ein übersichtliches Bildungsgesetz befolgen, gelingt es ihm, die Teilbar- 
keit der Resultanten und Diseriminanten von Covarianten durch eine Po- 
tenz der Discriminante der Urform allgemein zu beherrschen. Die Ueber- 
tragung auf simultane Urformen ist dann leicht zu bewerkstelligen. 

Die Leitglieder der von Clebsch eingeführten associirten Formen 
b, y liegen bei Perrin’s***“) Erweiterung des Hauptsatzes auf Urformen 
F mit p Variabeln x,, x,, ..., x, zu Grunde. Man sehe die nach Poten- 
zen von x, geordnete Form F: 


n n 
F=ax’+ (") ns-[o)F, x? -..—-F, 





ausdrücken: die Aufgabe concentrirt sich daher darauf, die rationalen Zahlen- 
coefficienten © jener Producte zu ermitteln. Vgl. Bärthlein Dissert. Erlangen, 
1887, wo die successive Berechnung der Ö weiter geführt wird als bei 
Clebsch. Es ist beachtenswert, dass genau dieselben Grössen C noch die 
Lösung folgender zwei fundamentalen Aufgaben vermitteln: 

1) Die Coefficienten einer binären Urform darzustellen als rationale Func- 
tionen der beiden ersten und der Leitglieder der U, y. 

2) Desgleichen als rationale Funetionen der beiden ersten und der beiden 
Anfangsceoefficienten der vb. 

Die fraglichen Grössen C hängen zuvörderst von einem speciellen Systeme 
quadratischer Gleichungen ab: indessen gelingt es Gordan, dieses System 
in ein in den Ö lineares überzuführen. 

Damit ist übrigens zugleich die weitere Aufgabe gelöst, alle ganz-ratio- 
nalen Lösungen der Differentialgleichung für binäre „Differentialinvarianten“ 
durch die einfachsten derselben rational auszudrücken. (Vgl. dazu etwa For- 
syth: Mess. No. 202, 1888). 

”) C.R. LXXXVI S. 448—450 (1878). 

Am. J. I S. 118—124 (1878). 

**) Wien. Ber. Juli 1891, 29 S.; Oct. 1891, 5 S. 

Es scheint noch nicht bemerkt worden zu sein, dass der Ausdruck für die 
Wurzeln der Gleichung ®n =0 geradezu übereinstimmt mit dem von Hermite 
für die Tschirnhausen-Transformation gegebenen (ef. Einl. S. 93, Anm. ***), 

”) (6, R. CIV S. 108-111, 220—223, 280—283 (1888). 
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als eine binäre Form in der nicht homogenen Variabeln x, an, und bilde . 


die. Leitglieder. v der n—1 Formen 4(x,, X,, ».., Xp); Y(Xz> Xg> +, Xp): 
v„=aR,—P, v=a’F,—3aR,F-+2F, 
v=aF,—4F,F,-+3F},..., 
dann wird jede Invariante von F, bezw. der Coefficient der höchsten 
Potenz von x, einer jeden Covariante von F, nach Multiplication mit 
einer geeigneten Potenz von a eine ganze Function von a und den Üo- 
varianten des Systems der v (und entsprechend umgekehrt). 

Beim Uebergange von den Leitgliedern zu den wirklichen Bildungen 
tritt an Stelle von a die Urform F selbst. 

Will man auch diejenigen Formen mit berücksichtigen, welche noch 
von den, zu den x contragredienten Variabeln u abhängen, so hat man 
nur den v eine einfache, in den u und den x,, X,, ..., Xp lineare Hülfs- 
form zu adjungiren. 

Analoges gilt für eine Reihe von Urformen F. Directer und um- 
fassender hat Forsyth”) die nämliche Aufgabe behandelt, und zugleich 
für eine Anzahl von Einzelfällen des ternären und quaternären Gebietes 
eine vollständige Durchführung geliefert. 


Sei F=F,(x,,x,,%,) etwa eine ternäre Form, und, wie oben, 


m p 


ern; nn) 
nach Potenzen von x, geordnet; unter P\x ,x,,X%,; U,u,,u,) werde 
irgend eine invariante Bildung („Ternariante*) von F verstanden, deren 
Entwickelung nach fallenden Potenzen von x, und u, mit dem Gliede 
®,,x=uP beginne. Dann genügt der Leiteoeffiient ®,, von ® zwei 
charakteristischen (linearen, partiellen) Differentialgleichungen; „dies sind 
aber zugleich die charakteristischen Gleichungen für die Leitglieder der 
Covarianten der (binären) Formenreihe F,,F,, ..., Fı“. 

Abgesehen von der identischen Covariante u, wird das System der 
zu F associirten Ternarianten von 4(n-+-4)(n—1) Individuen gebildet. 
Hängt indessen bereits die Urform F ausser von den x auch noch von den 


*) Am. J. XII S. 1—60, 115--160 (1889) (Ternarianten). 

Cambr. Phil. Trans. XIV S. 409—466 (1839) (Quaternarianten). 

Im ternären Gebiete werden die Fälle einer quadratischen, einer kubischen, 
einer biquadratischen Form, sowie des Systems dreier quadratischen Formen 
erledigt; überdies werden von solchen Formen, welche ausser den x noch die u 
enthalten, behandelt: eine lineo-lineare Form, zwei lineo-lineare Formen; eine 
quadro-lineare, eine kubo-lineare, und endlich eine kubo-kubische Form. -» 

Im quaternären Gebiet wendet der Verf. seine allgemeine Theorie an auf 
eine und auf zwei (in den x) quadratischen Formen, ferner auf eine (in den x, u) 
lineo-lineare Form: endlich auf folgende Gomplexe: einen linearen, sowie das 
System von zwei und drei linearen, schliesslich auf einen quadratischen Complex, 
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u ab, so steigt die bez. Anzahl auf Ln+1)n+2)(n+-1)m+2)— 35, 
wenn n’ die Ordnung von F in den u bedeutet. 

Für vier”) Variable x kommt analog das Leitglied ®,,, einer „Qua- 
ternariante* ® in Betracht, die nach fallenden Potenzen von x,, u, P, 
X Yi 
Xk Yk 
bezeichnet. ®,,, genügt jetzt sechs charakteristischen Gleichungen u. s. f. 

Das ursprüngliche Verfahren Hermite’s, die associirten Systeme auf 
(lineare) Transformationen der binären Urformen zu begründen, ist bald 
nachher von Brioschi”*) auf Formen mit mehreren Variabeln ausge- 
dehnt worden: eine wirkliche Durchführung in diesem Sinne kennt man 
für zwei ternäre Einzelfälle, die allgemeine C, und eine specielle C,. 

Die erstere”) rührt von Clebsch und Gordan her; die lineare 
Transformation der x wird vermittelt durch drei, in den u lineare 
„Zwischenformen*, welche in den x zu den resp. Ordnungen 1, 4,7 
ansteigen. 

Jede, aus C, ableitbare Form kann mit einer solchen Potenz einer 
gewissen Covariante G multiplieirt werden, dass sie in eine ganze Func- 
tion von 7 assocürten Formen übergeht, welche aus jenen drei Zwischen- 
formen und noch vier Covarianten bestehen. 

Daneben geht eine zweite, gleichberechtigte Darstellung, bei der sich 
dualistisch die 7 correspondirenden Formen aus drei in den x linearen 
Zwischenformen und vier „zugehörigen Formen“ (Contravarianten) zu- 
sammensetzen. | 

Als nahe verwandt mit dieser Behandlung der C, erweist sich die- 
jenige, welche Gordanf) für die schon mehrfach erwähnte C, mit 168 
Substitutionen in sich geliefert hat. | 

Die bisher besprochene rationale Darstellung der invariantiven For- 
men lässt sich als „Covariantentypik“ bezeichnen. In der That ist der 
Kern der Methode der, eine Urform F(x) (oder auch eine Reihe solcher) 


geordnet ist, wo p, eine der sechs Zwischenvariabeln px = 











”) Siehe die zweiteitirte Arbeit. 
**) Vol. diesen Ber. S. 94, Anm. +f). 

Auf anderem Wege ist eine solche Ausdehnung geleistet von Grassmann 
Math. Ann. VII S. 538—548 (1874), sowie von Christoffel Math. Ann. XIX 
S. 280-290 (1882). 

*=*) Math. Ann. I S. 57—89 (1869). Vgl. hiermit die kurz zuvor erwähnte 
Behandlung von Forsyth. 

y) Math. Ann. XVII S. 359—379 (1880). 

Die Anzahl der associirten Formen, die identische Zwischenform ux ein- 
geschlossen, beträgt acht, wie übrigens schon aus der Clebsch-Gordan’schen 
Arbeit Math. Ann. I 57—89 hervorgeht. 
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mit einer Potenz einer geeigneten Covariante, geschrieben in cogredienten 
Variabeln y zu multiplieiren derart, dass das Product nach Potenzen ganzer 
Functionen £, n der x,y als neuer Variabeln entwickelbar wird und zu- 
gleich die neuen Coefficienten Covarianten von F(x) repräsentiren. Man 
darf sich dabei auf den Fall beschränken, dass die Substitution hinsicht- 
lich der y eine lineare ist. 

Dem steht gegenüber eine „Invariantentypik“; die Urform F(x) (oder 
eine Reihe solcher) nimmt nach Multiplication mit einer gewissen Potenz 
einer Invariante R von F, und entwickelt nach Potenzen ganzer Functio- 
nen &, n, der x, (die dann Covarianten von F sein werden), eine Gestalt 
an, in der die neuen Coefficienten Invarianten von F sind. 

Die den Uebergang vermittelnde Transformation ist hier eine ge- 
wöhnliche „Tschirnhausen’sche“; es mag ‘indessen hervorgehoben sein, 
dass man in manchen Fällen die direete (mit Schwierigkeiten verknüpfte) 
Anwendung derselben ganz umgehen kann, und dass überhaupt die Trans- 
formation selbst ganz in den Hintergrund tritt. 

Eine grosse Reihe von algebraischen, geometrischen und functionen- 
theoretischen Aufgaben führt, wie leicht zu erkennen, a priori auf eine 
solche „invariantive* Gestaltung, die zum naturgemässen Ausdruck bringt, 
dass schon die Urformen selbst, resp. vorgegebene Functionen derselben 
in invariantem Lichte erscheinen. 

Wiederum hat Hermite*) 1851 zuerst eine derartige Typik für 
binäre Formen f3„,ı ungerader (insbesondere der fünften) Ordnung be- 
gründet, indem er zwei lineare Covarianten als neue Variabeln einführte. 

Clebsch und Gordan“*) haben 1867 auf dem Hermite’schen 
Wege die Typik einer f, bis ins einzelnste erledigt, mit besonderer Be- 
rücksichtigung der verschiedenen Ausnahmefälle, die in Folge des Ver- 
schwindens gewisser Invarianten eintreten. 

Hier zeigt sich deutlich, wie sich eine direete Ausführung der Sub- 
stitution bei Benützung symbolischer Identitäten vermeiden lässt. 

Bedeuten nämlich a,, ßx zwei, zunächst beliebige Linearformen mit 
nicht verschwindender Resultante R= (aß), und a, einen symbolischen 
Linearfactor der Urform fi —= fan+ı, so kann man das Product (aß)a, als 
eine lineare Combination von a, und ß” hinschreiben. Erhebt man hier 
beide Seiten auf die Ite Potenz, so ist damit bereits das Product RIf, 





*) Vgl. diesen Ber. S. 88 Anm. f). 
Be Annali (2) I S. 23—79. Vgl. damit die Darstellung in Gordan’s Vor- 
lesungen II 88 24, 29. 
Die Resultate der ersterwähnten Abhandlung werden von Gordan Annali (2) 
I, 367— 372 (1867) auf die Jacobi’sche Modulargleichung 6. Ordnung angewendet. 
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typisch, wenn auch in roher Form, dargestellt, wo ax, ß, die neuen 
Variabeln, und die neuen Coefficienten simultane Invarianten von 
hy az. Br sind. 

Letztere werden Invarianten von f allein, sobald man für ax, Bx zwei 
lineare Covarianten von f wählt; die weitere Rechnung concentrirt sich 
darauf, die neuen, vorerst in symbolischer Gestalt auftretenden Coefficien- 
ten durch die einfachsten Invarianten des vollen Systems von f auszu- 
drücken. 

Das nämliche Verfahren gilt, wie dieselbe Abhandlung lehrt, auch 
für eine typische Darstellung von binären Formen fs, gerader Ordnung: 
man hat nur, statt mit Linearformen, mit geeigneten Quadratformen zu 
operiren: die Tschirnhaustransformation wird zu einer quadratischen. 

Seien ax, Bx, yx drei beliebige Quadratformen mit der nicht ver- 
schwindenden Resultante R = (aßy), und ax ein symbolischer Quadrat- 
factor von fy,, so ist wiederum (aßy)ax eine lineare Combination der 
drei erstgenannten Formen. Erhebt man auf die nte Potenz, so geht 
R"f,, über in eine typische Gestalt C, mit den drei Variabeln ax, Bx, Yx > 
für die man wieder hinterher Covarianten der Urform f nehmen mag. 

Clebsch und Gordan haben die erforderliche Rechnung im Falle 
der f, vollständig durchgeführt. | 

Lindemann“) hat nachgewiesen, dass C,, als ternäre Form irgend 
dreier Variabeln aufgefasst, durch das identische Verschwinden einer ge- 
wissen Covariante charakterisirt ist. Die geometrische Deutung dieser 
Verhältnisse führt ihn dabei zu den Elementen der sogenannten „Apo- 
laritätstheorie* **). 

Mit typischen Darstellungen der einfachsten simultanen Binärformen 
haben sich Bessel***) und Harbordtf) beschäftigt. 

Auf einen interessanten Fall dieser Art hatte schon früher Hermitefr) 
hingewiesen durch die Bemerkung, dass zwei binäre kubische Formen 
einen einfachen typischen Ausdruck finden als erste Ableitungen einer 
biquadratischen Form, und Cayleyyrfr) hatte hierauf die Transformation 
3. Ordnung eines elliptischen Integrals 1. Gattung gestützt. 

Clebsehyrffrf) hat der Hermite’schen Angabe ein ausführliches 





*) 8. M. F. Bull. V, 113—126 (1877): ebenda VI, 195—208 (1878). 
= 10611: D,:b: 
***) Math. Ann. I S. 173—194 (1869). 
y) Math. Ann. I S. 210—224 (1869). 
7) Journ. f. Math. LVII S. 371—375 (1860). 
tr) Siehe die Darstellung bei Clebsch „Binäre Formen“ $ 101. 
ftrr) Journ. f. Math. LXVII S. 371—380 (1867). 
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Studium gewidmet; sein Verfahren wurde durch Gundelfinger*) wesent- 
lich vereinfacht. | 

In ähnlicher Weise kann man drei biquadratische binäre Formen 
als zweite Ableitungen einer Form 6. Ordnung auffassen, wie Linde- 
mann**) zuerst hervorgehoben hat. 

Hermite***) verdanken wir auch das erste analoge Beispiel aus 
dem ternären Gebiete, insofern er nachweist, wie sich zu drei quadra- 
tischen Formen eine kubische herstellen lässt — mit simultanen Invarian- 
ten der ersteren als Coefficienten — deren erste Ableitungen mit den ge- 
gebenen Formen übereinstimmen. Hierdurch tritt erst der Sylvester’sche 
Ausdruck?) für die Resultante von drei quadratischen Formen als „Com- 
binante“ derselben in’s richtige Licht. 

Einen durchsichtigen Beweis des Hermite’schen Satzes hat wie- 
derum Gundelfingerfr) erbracht. Die simultanen Invarianten der drei 
Formen erscheinen als rational abhängig von eilf solchen: die Combinant- 
invarianten von nur zweien. 

Gundelfingerffr) hat seine Ergebnisse angewandt auf die qua- 
dratische Transformation eines, längs einer ebenen Curve 3. Ordnung hin- 
ersteckten elliptischen Integrals 1. Gattung. 

Für die Auflösungstheorie der schon mehrfach gestreiften Gleichun- 
gen 7. Ordnung mit 168 Substitutionen in sich ist eine typische Dar- 
stellung von Bedeutung geworden, welche Gordanftrr) dem simultanen 
System der zugeordneten ternären C, und einer beliebigen C, („Kegel- 
schnitt*) hat zu Teil werden lassen. Von den Covarianten des Systems 
werden zwei weitere C,, sowie eine ausgezeichnete C, („Gerade“) her- 





*) Math. Ann. VII S. 452—456 (1874). 

In den Math. Ann. VIII S. 444—452 (1875) stellt Wiederhold in Gestalt 
einer identisch verschwindenden Covariante die Bedingung dafür auf, dass 
zwei fa Polaren einer fn+ı sind. 

=") Clebsch-Lindemann’s Vorlesungen I S. 900. 

Vgl. die Dissertationen von Friedrich, Giessen (1886) und E.Meyer, Königs- 
berg 1888. Drei f, als zweite Ableitungen einer f, sind von Igel studirt wor- 
den, Wien. Ber. LIII S. 155—184 (1887). Davon wird eine Anwendung ge- 
macht auf die Jerrard’sche Transformation einer Gleichung 5. Ordnung. 

*#") Journ. f. Math. LVII S. 371—375 (1860). 

7) Siehe Seite 87 Anm. ***), 

fr) Journ. f. Math. LXXX S. 73—85 (1875). 
rr) Math. Ann. VII S. 449—451 (1874). 
irrt) Math. Ann. XX S. 529—552 (1882). 

Die Lösung der bezeichneten Aufgabe ($ 14) erfordert diejenige einer Reihe 
von Hülfsaufgaben, nämlich der typischen Darstellung von 1) zwei C, und einer 
C,; 2) einer C, durch (,-Büschel und C,; 3) von drei C,. Siehe 8$ 11, 12, 13. 
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ausgegriffen: die „Pole“ der C, bezüglich der drei C, bilden die Ecken 
des „typischen Coordinatendreiecks“. 

Eine merkwürdige Rolle spielt die Invariantentypik nach Stroh*) 
für das volle System der Combinanten zweier Binärformen f,, @n: die 
Individuen eines solchen Systems verwandeln sich nach Multiplication mit 
einer jeweils geeigneten Potenz der Resultante von f,n und @, in die 
Individuen des vollen Systems einer einzigen binären Form der Ordnung 
2(n—1). 

Die Bedeutung der Typik für die Theorie der Syzygien wird im 
nächsten Abschnitte hervortreten. ds 
IE A,sd. 

Syzygien. 

Die Integritäts- wie Rationalitätsbereiche von Systemen invarianter 
Formen geben Mittel an die Hand, um in die algebraische Verwandt- 
schaft zwischen den letzteren einzudringen. 

Offenbar ist dies aber nur der erste Schritt: es wird sich von neuem 
darum handeln müssen, die Gesamtheit der in jedem Falle vorhandenen 
algebraischen Relationen oder „Syzygien“ invariantentheoretisch zu beherr- 
schen, d.h. deren linke Seiten („Syzyganten“) selbst wieder zu Integritäts- 
resp. Rationalitätsbereichen mit einer endlichen Basis (von „Grundsyzy- 
ganten“ oder „fundamentalen Syzyganten“) zusammenzufassen, wobei die 
Coeffieienten Grundformen des ursprünglichen Formensystems sein dürfen. 

Von diesen Syzygien „l. Art“ wird man entsprechend zu solchen 
höherer Art aufsteigen. 

Dass diese Aufgabe eine bestimmte ist, d. i.. dass in der That die 
Syzygien jeder Art ein volles System bilden, und dass die Syzygienkette 
nach einer endlichen Anzahl von Schritten abbricht, hat freilich erst neuer- 
dings, wie schon früher betont, Hilbert”*) nachgewiesen. 

Der historische Gang war der, dass man für die einfachsten Urformen 


*) Math. Ann. XXXIV S. 321—331 (1889). 

Eine andere Art von typischer Darstellung einer binären Form f hat Klein 
in einer Vorlesung über algebraische Gleichungen (Winter 1891/92) erwähnt. 
Die Form f lässt sich nämlich nach Multiplication mit ihrer Diseriminante in 
die Gestalt |aix+-Abik| umsetzen. 

Endlich sei noch kurz verwiesen auf die typische Darstellung der ellip- 
tischen (und Abel’schen) Integrale, wie sie durch Weierstrass eingeführt, und 
in neuerer Zeit besonders durch Klein und seine Schüler weiter ausgebildet 
ist. Vgl. etwa die grundlegenden Arbeiten von Klein in den Math. Ann. 
XVII S. 155—138 (1880); sowie Leipziger Abh. 1885. 

=) Math. Ann. XXXVI S. 473—534 (1890), insbes. S. 534. 

Siehe oben $. 149. 


IR 
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(beziehungsweise Substitutionsgruppen) eine möglichst umfassende Anzahl 
von Syzygien zu ermitteln suchte. 

Der experimentirende Charakter dieser Untersuchungen bringt es mit 
sich, dass ihr Verständnis für den Leser kein leichtes ist, da die Ge- 
winnung der Einzelergebnisse in erster Linie durch die individuelle Ge- 
schicklichkeit des betreffenden Autors bedingt ist. 

Wir müssen uns daher begnügen, einige mehr prineipielle „Leit- 
motive* herauszuheben. 

Das nächstliegende Hülfsmittel zur Aufstellung der Syzygien 1. Art 
ist durch die Hermite’sche Theorie der assocürten Systeme gegeben; 
die Kenntnis des Leitgliedes irgend einer abgeleiteten Form hat ja den 
rationalen Ausdruck durch die assocürten Formen zur unmittelbaren 
Folge. 

Cayley*) und Brioschi”*) haben diesen Weg mit Erfolg für die 
binäre f, betreten: hat man erst einmal die Individuen des vollen Systems 
in der angegebenen Art behandelt, so genügt zu weiterer Ausführung die 
Handhabung von Eliminationsprocessen. 

Die von Cayley erhaltene Tabelle für die Syzygien 1. Art der f, 
ist in einigen Punkten später ergänzt”**) worden. 

Der weiteren Ausdehnung dieser Methode treten jedoch grosse rech- 
nerische- Schwierigkeiten entgegen: zudem gewährt sie nur eine geringe 
Einsicht in den Aufbau des Syzygiensystems. 

Ein anderes Verfahren hat Stephanos?) vorgeschlagen. Innerhalb 
der Binärformen giebt es ein Gebiet, in dem sich derartige Relationen 
übersichtlich gruppiren lassen, nämlich das der Functionaldeterminanten 
(ersten Ueberschiebungen). Bildet man dieselben für je zwei Formen 





*) Das II., III, V. Memoir enthalten die Syzygien (erster Art) der f; 
bis zum fünften Grade in den Coefficienten: das VIII. Memoir (1867) diejeni- 
gen vom sechsten Grade; im X. Memoir (1878) endlich wird auf Grund der 
„realen“ erzeugenden Function eine Methode entwickelt, für irgend einen ge- 
gebenen Grad und gegebene Ordnung ein kleinstes System von Syzyganten 
herzustellen, aus denen alle übrigen durch lineare Combination hervorgehen. 
Als Anwendung hiervon wird die Liste der Syzygien bis zum Grade 14 aus- 
gedehnt. 

=") Annali (2) XI S. 291—304 (1883). 

Vgl. auch die ternären Entwickelungen dess. ’Verf.: Annali (2) XV, 235 
bis 252 (1887). Der Verf. verwendet seine Syzygien zur Ableitung gewisser 
canonischer Formen der Gleichungen fünfter (und sechster) Ordnung, die für 
die Auflösung derselben von Wichtigkeit sind. 

**) Sylvester, Am. J. IV, 41—62 (1881). Siehe insbes. $S. 58. 

Hammond, Am. J. VIII S. 19—25 (1885). 

T) ©. R. XCVI S. 232— 235, 1564—1567 (1883). 
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einer vorgelegten Reihe f, o, ..., so lassen sich nach Clebsch*) nicht 
nur die ersten Ueberschiebungen dieser neuen Formen „F“ mit den f, ,...., 
sondern auch die Producte je zweier F auf einfachere Gebilde, d. i. auf 
erste und zweite Ueberschiebungen der Urformen f, , ... zurückführen. 

Um dies auf die Syzygien, etwa einer f,, anzuwenden, geht Stepha- 
nos so vor. Das volle System der f, setzt sich zusammen aus 4 In- 
varianten und 8 Covarianten von geradem, sowie aus 1 Invariante (welche 
nicht weiter in Betracht kommt) und 15 Covarianten von ungeradem 
Charakter. Die letzteren 15 Formen können vertreten werden durch 13 
von den 28 Functionaldeterminanten, zu welchen die 8 geraden Covarianten 
Anlass geben, während die 15 übrigen leicht als ganze Functionen der 
25 Grundformen ausgedrückt werden. Von diesen 15 Darstellungsformeln 
gelangt man mittels der Sätze von Clebsch zu einem Bestande von 
Syzygien zwischen geraden Formen, aus denen weitere durch Elimination 
ableitbar sind. Entsprechend gelangt man zu Syzygien zwischen geraden 
und schiefen Grundformen. 

v. Gall**) hat das „Prineip der Functionaldeterminanten* weiter aus- 
gebildet und verknüpft mit dem Aronhold’schen Processe. Es ermög- 
licht das nicht nur eine beträchtliche Abkürzung in der Rechnung, son- 
dern giebt auch Mittel an die Hand, aus der reichen Mannigfaltigkeit von 
Relationen die irreducibeln oder Grundsyzygien herauszuschälen. Gestützt 
auf die abzählenden Vorarbeiten von englischen Forschern hat er so 
eine f,, sowie zwei f, und zwei f, der eingehendsten Behandlung unter- 
zogen. 

Einer mehr directen Methode bedient sich Perrin“"*). Hatte schon 
Cayley zur Herleitung von Syzygien zumal die Leitglieder der Covarian- 
ten zu Grunde gelegt — zwischen denen ja genau die nämlichen Rela- 


*) Siehe etwa Clebsch: „Binäre Formen“ 8 54. Vgl. damit die Dar- 
stellung bei Gordan, Vorlesungen II $4. $$ 11, 12 wird daselbst eine aus- 
gedehnte Anwendung gemacht auf die zu einem System von quadratischen 
(binären) Formen gehörigen Syzygien. 

**) Math. Ann. XXXI S. 424—440 (2f;; 1888). 

Math. Ann. XXXIII 'S. 197—223 (2f,; 1888). 

Math. Ann. XXXIV S. 852—353 (2f,; 1889). 

Math. Ann. XXXV S. 65—81 (f,; 1889). 

eo) S, M. F. Bull. XI S. 88—107 (1883). 

C. R. XCVI S. 426—430, 479—482, 563—565, 1717—1721, 1776— 1779, 
1842—1845 (1885). 

Der nämlichen „Reductionsmethode“ hatte sich schon kurz zuvor Sylvester 
bedient, um gemeinsame Eigenschaften der Seminvarianten einer binären Form 
von unbegrenzt hoher Ordnung zu gewinnen. [Am. J, V S, 79—137, (1882 
bis 1883)]. | 
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tionen herrschen, wie zwischen den Covarianten selbst —, so geht Per- 
rin hierin noch einen Schritt weiter, indem er in den Leitgliedern den 
ersten Coefficienten der Urform f„ gleich Null setzt, und zeigt, dass durch 
dieses ihr Residuum das Leitglied (und damit auch die Covariante) ein- 
deutig charakterisirt ist. Perrin verbindet dies Prineip mit dem der 
associirten Formen und illustrirt die Fruchtbarkeit seines Verfahrens an 
den Beispielen der f, und f,. 

Da eine Syzygie (1. Art) eine Relation zwischen Grundformen A, B, ... 
eines Systems ist, so ist sie sicher irreducibel, wenn sich unter ihren Glie- 
dern wenigstens ein Product von der Gestalt AB vorfindet. 2 

Hammond*) hat nun darauf aufmerksam gemacht, dass in der That 
alle bis dahin bekannten Syzygien (1. Art) immer mindestens ein der- 
artiges „binäres* Glied aufweisen, sodass das letztere geradezu zur 
“ Charakterisirung der Syzygie dienen kann. Dieser Erfahrungsgrundsatz 
gewährte bei der Aufstellung neuer Syzygien wesentliche Vereinfachungen. 

Indessen stiess zuerst v. Gall®*) auf ein Beispiel — die Relation 
zwischen den acht Invarianten zweier fk —, das sich trotz aller An- 
strengungen dem Satze Hammond’s nicht fügte. 

Durch geeignete Specialisirung der Coefficienten konnte Stroh***) 
das v. Gall’sche Ergebnis direct bestätigen, womit definitiv die allgemeine 
Gültigkeit jenes Satzes widerlegt war. _ 

Strohf) hat, in Verallgemeinerung der durch Stephanos und 
v. Gall gehandhabten Methode der Functionaldeterminanten, eine einheit- 
liche Quelle aller Syzygien (1. Art) in den Relationen zwischen den 
höheren Ueberschiebungen einer Anzahl von Formen aufgefunden. 

Alle derartigen Relationen erscheinen als der Ausfluss eines einzigen 
Prineips (l. ec. $ 3), einer Art „associativen“ Gesetzes, welches für die 
durch den Ueberschiebungsprocess definirte Verknüpfung von Grössen 
allgemein gültig ist. 

Im binären Felde darf man sich dabei auf vier (resp. drei) A usgangs- 
formen f,,%,, f,, f, beschränken; man erhält für jeden (positiven) Wert 


A 


”) Am. J. VII S. 827—344 (f6; 1884). 
Am. J. VII S. 19—25 (f;; 1885). 
”**) Math. Ann. XXXIV, siehe S. 532 (1889). 
=, Math. Ann. XXXVI S. 154—156 (1890). 
y) Math. Ann. XXXII S. 61—108 (1888). Als Beispiel wird der Fall 
der f, durchgeführt. Vgl. dazu noch Math. Ann. XXXIV S. 354—370 (1890). 
Der Kern der Methode findet sich schon in der voraufgehenden Arbeit dess. 
Verf.: Math. Ann. XXXI S. 444—454 (1888). 
Die Anwendung seiner Theorie auf die f, giebt der Verf. Math. Ann. 
XXXIV S. 806—318 (1889) und XXXVI S. 262—303 (1890). 
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der „Gewichtszahl“ i (= 1; 2,3, ...): 

[f, f, f, f,]i = >(,) (h, Br ($, In): = 3(,)e, EICH ne —=(, 
eine Identität (in den Coefficienten der f), welche bei allen 24 Ver- 
tauschungen der f nur drei, wesentlich verschiedene „Typen“ repräsen- 
tirt (l. ec. $ 18). 

Vermöge geeigneter Specialisirung der f, sei es, dass einige der- 
selben gleich werden, oder aber in ihrer Ordnung unter eine gewisse 
Grenze sinken, entstehen hieraus weitere Typen. 

Liegt nun ein volles System von Grundformen vor, so hat man 
dieselben successive nur als Ueberschiebungen von einer möglichst kleinen 
Anzahl unter ihnen darzustellen. 

Jeder Grundform lässt sich so eine bestimmte Syzygie zuordnen. 
Die Construction eines möglichst vollständigen Syzygiensystems gestaltet 
sich darnach etwa wie folgt. Nimmt man beispielshalber als Urform eine 
f,, mit einem vollen System von 26 Individuen, so resultirt in erster Linie 
ein Bestand von 20 fundamentalen (oder associirten) Syzygien, die bereits 
den vollständigen algebraischen Zusammenhang zwischen den 26 Grund- 
formen enthalten; in der That hat man in ihnen die wirkliche Ausführung 
der Hermite’schen assocürten Darstellung für die Grundformen (durch 
sechs unter ihnen) zu erblicken. 

Jede weitere Syzygante ist, bis auf eine Potenz von der Urform im 
Nenner, ganz und sogar linear mit Grundformen als Ooeffieienten*), durch 
jene 20 Syzyganten ausdrückbar. Solcher weiterer Syzyganten waren all- 
mählich durch die Bemühungen von Cayley, Sylvester, Hammond, 
Stephanos, Perrin und v. Gall 184 irreducible entstanden. 

Der verwirrende Gesamtbestand dieser 204 Syzygien ordnet sich 
nunmehr unter nur eilf**) verschiedene Typen [f, f,f,f,}; = 0 unter: 
umgekehrt liess sich die Ableitung der 204 Syzygien aus den eilf Typen 
derart gestalten, dass jede einzelne derselben unabhängig von jeder 
andern berechnet werden konnte, wodurch die Zuverlässigkeit der Er- 
gebnisse die denkbar grösste wird. 

Mit der Eintheilung nach Typen hat Stroh zugleich eine zweck- 
entsprechende Methode zur Prüfung””*) der Syzygien verknüpft. 

Werfen wir einen Rückblick, und berücksichtigen zugleich noch die 


*) Siehe den bez. allgemeinen Satz Math. Ann. XXXII 8 22, 
”*) Siehe Math. Ann. XXXVI S, 262. 
zent 11. 0,2, 
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mittels der erzeugenden Functionen erlangten Resultate, so können wir 
die Theorie der Syzygien, wie sie zur Zeit vorliegt, trotz aller rechne- 
rischen Fülle doch nur als eine, erst in der Entwickelung begriffene be- 
zeichnen *). 

Die ausgedehnten Versuche für die Fälle der f,, f,, sowie der Simul- 
tansysteme der (f,,9,), (9) (fi 9), (f,;9,) haben dem Anscheine 
nach sehr gute untere Grenzen für die Anzahlen der Grundsyzyganten 
geliefert, aber, wenn man von den trivialen Fällen der f,, f,, und zweier 
f, absieht“*), ist die Vollständigkeit eines Syzygantensystems, auch nur 
der 1. Ordnung, mit Sicherheit noch nicht nachgewiesen. 

Höhere Gebiete sind noch fast gar nicht berücksichtigt und ebenso- 
wenig ist man an die fundamentale Untersuchung, wann in einem ge- 


gebenen Falle die Kette der Syzygien abbricht, in praxi herangegangen. 


Il. 27AF®, 
Abzählende Richtung. 
Erzeugende Functionen. Angenäherte und genaue Bestimmung der Anzahlen 
von Grundformen, Syzygien, Perpetuanten und linear unabhängigen Gebilden. 

Die bisher besprochenen Leistungen hinsichtlich des Integritätsbe- 
reiches invarianter Bildungen, wie sie vornehmlich aus der Clebsch- 
Gordan’schen Schule hervorgegangen -sind, gipfeln theoretisch in den 
allgemeinen „Endlichkeitsnachweisen“; praktisch, in der Ermittelung einer 
oberen Grenze für die Anzahlen der Grundformen eines vollen Systems, 
verbunden mit jeweiliger wirklicher Aufstellung derselben. 

Wenn es nun gelingt, für die gemeinten Anzahlen von anderer Seite 
her je eine untere Grenze festzulegen, so wird man in allen Fällen, 
wo sich beide Grenzen decken, im Besitze der exacten Anzahl sein. 

Hierin ***) erblicken wir die Bedeutung der englischen, von Cayley 
und Sylvester inaugurirten Arbeiten, die vermöge eigentümlicher ab- 
zählender Methoden, welche auf der Entwickelung „erzeugender Func- 





*) Es sei noch bemerkt, dass Mac Mahon den Syzygien zwischen „Per- 
petuanten“ eine besondere Untersuchung gewidmet hat: Am. J. X S. 149—168 
(1887). 

”**) Einer brieflichen Mitteilung zufolge hat Hilbert für ein System von 
drei quadratischen Formen ein System von 14 Syzygien aufgestellt und zu- 
gleich den Nachweis für die Vollständigkeit desselben erbracht. Cf. Math. 
Ann. XXXVI S. 534. 


”**) Vgl. eine diesbezügliche Bemerkung von Sylvester im Amer. J. IV 
S. 62 (1881). 
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tionen“ basiren, auf die Bestimmung derartiger unterer Grenzen (nebst 
wirklicher Aufstellung der bezüglichen Formen) hinzielen. 

Diese Bestrebungen gehen auf Aufsätze Cayley’s*) aus dem Jahre 
1856 zurück; wir ziehen sie gleich in der späteren Gestalt heran, in 
der sie von Cayley”*) selbst, sowie vor allem von Sylvester***) von 
1877 an wieder aufgenommen wurden. 

Es liege etwa eine einzelne binäre Form f; vorf) mit den Coeffi- 

cienten a. Das Leitglied » irgend einer Covariante von f, vom Grade j, 
der Ordnung g, und dem Gewichte w=4(ijj—g) genügt der charak- 
teristischen Differentialgleichung: 
09 
ee 
Die Fundamentalaufgabe lautet: „Wieviel linear unabhängige Covarianten 
(incl. Invarianten) von f giebt es, für die Grad und Gewicht (oder auch 
Grad und Ordnung) vorgegebene Werte haben?“ 

Bezeichnet man die Anzahl der Coefficienten eines Leitgliedes & mit 
(w :i,j), so hat man dieselbe zur Beantwortung der Frage offenbar nur 
zu vermindern um die Anzahl derjenigen, linearen und linear unabhän- 
gigen Relationen, welche den Coefficienten von @ durch die Identität 69 — 0 





ö ur} 
+4, + + = 0. 
& 


op = 3a, 


‘ auferlegt werden. 
Die stillschweigende Annahme Cayley’s, dass solcher Relationen 


*) Siehe Seite 90, 91. 
”*) Seine neuere Theorie hat Cayley entwickelt im IX. Mem. Phil. Trans. 
1870 S. 17—50, und X. Mem. ebd. 1878 S. 603—661. 
=) 1877. O.R. LXXXIV S. 240—244, 532—534, 974—975, 1113— 16, 
1207—11, 1285—89, 1359—62, 1427—580. 
C.R. LXXXV S. 991—995, 1035—39, 1091—93. 
1878. Phil. Mag. S. 1—12 und Lond. Proc. 
Journ. f. Math. LXXXV S. 89— 114. 
C.R. LXXXVI S. 1437—41, 1491—92. 
C.R. LXXXVI S. 242—244, 2837—289, 445—448, 505—509, 
899— 903. 
Am. J. I S. 370— 378. 
1879. Am. J. II S. 71—84, 98—99, 
C.R. LXXXIX S. 395—396. 
18835. Am.J. V S. 241—250. 

Die umfangreichen, auf Grund der Sylvester’schen Methoden von Franklin 
berechneten Tabellen von erzeugenden Functionen, Grundformen und_Syzy- 
gien finden sich im Amer. J. II S. 223—251, 295—306 (1879), Am. J. II 
S. 221—329 (1880), Am. J. V S. 241—250 (1882). 

Eine concise Bearbeitung der Hauptsätze Sylvester’s und Cayley’s über 
die erzeugenden Functionen hat Franklin geliefert, Am. J. III S. 128—154 
(1880). 

7) Vgl. die Darstellung bei „Bruno“ $ 12, die sich an die Cayley’schen 
Entwickelungen anlehnt. 
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genau so viel vorhanden seien, als Glieder in 69, ist zuerst 1878 von 
Sylvester als allgemeingültig nachgewiesen worden“). 

Da 69 eine Form der a vom Gewichte w—1 und des Grades j ist, 
so beträgt somit der fragliche Abzug. gerade (w—1:i,j): „die gesuchte 
Anzahl ist daher durch die Differenz A(w :i, j): 

A(w:i,j) = (w:1,j)—-(w—1:i,j) 
gegeben“ **), 

Der Zahl (w ::i,j) begegnet man schon bei der Euler’schen***) Be- 
handlung von Aufgaben aus der „Zahlenteilung“. 

Ist nämlich irgend ein Glied von & von dem Typus Cahatıa@ ... ar), 
so sind die Exponenten a ausschliesslich an die beiden diophantischen 
Relationen gebunden: 

tr, ++ =jJ 024,30, + +ie =Ww, 
d.i. „die Anzahl (w:i,j) giebt an, wie oft die Zahl w als Summe von 
j Zahlen der Reihe O0, 1, 2, ...., i mit Wiederholungen gebildet werden 
kann“. 

Nach Euler ist dann die gemeinte Anzahl nichts anderes als der 
Coeffiecient von c)x” in der Entwickelung der „erzeugenden Function“ Z 
zur 1 
"Asyl ax) I ar) (la 
nach steigenden Potenzen von a. - 

Entsprechend entnimmt man die Anzahl A(w :: i,j) der Entwickelung 
des Productes Z(1—x). 

Indem Euler die Entwickelungen ausführt, nehmen die gewonnenen 
Sätze die andere Fassung an, dass (w :i,j) auch als Coefficient von z“ 
in der Entwickelung der Function Z': 

A—xtH)(1— ST)... (A—xX) 

(A1—x)(1—x?)...(1—x) 
hervorgeht, aus der durch Streichung des Nennerfactors (I—x) wiederum 
eine zweite erzeugende Function für A(w:i,j) folgt. 


Z 


a 





*) Phil. Mag. 1878 S. 1—12. 
Journ. f. Math. LXXXV S. 89—114 (1878). 
Seitdem ist der bezeichnete Satz mit den verschiedenartigsten Hülfsmitteln 
bewiesen worden vgl. 
Capelli, Rom. Acc. L. Mem. XII S. 1—62 (1881). 
Hilbert, Math. Ann. XXX S. 15—29, (1887), insbes. S. 20. 
Stroh, Math. Ann. XXXI S. 441—443 (1888). 
Study, „Methoden ...“ 1889 8 9 (S. 197). 
**) Sylvester hat in Mess. (2) VIII S. 1—8 (1878) eine bequeme Regel 
zur directen Berechnung der Zahl A angegeben. Cf. Franklin, Am. J. II S. 187 
bis 188 (1879). 
***) Introductio in Analysin ..., I $ 304. 
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Nach diesen Vorbereitungen können wir den Nutzen verständlich 
machen, den die erzeugenden Functionen behufs actueller Ermittelung von 
Grundformen und Syzygien gewähren, wobei wir uns auf eine der bei- 
den Entwickelungen, etwa diejenige von Z resp. Z(1—x), beschränken 
können. 

Zuvörderst erweist es sich als zweckmässiger, statt j und w die 
Zahlen j und g= ij—2w (Grad und Ordnung einer Covariante) als 
gegebene einzuführen. Bedient man sich demgemäss der Zeichen (i,j: g) 
und A(i,j:g), so stellt sich nach einfacher Umrechnung die letztere An- 
zahl dar als Factor von ax® in der Entwickelung der „primitiven (erude) 
erzeugenden Function“ »(x): 

1—x? 
AeIkr (d—as)U— ar 72). ...( 1 32763) (1—ax7i) 
nach steigenden Potenzen von a. 

Nimmt man hier die den einzelnen Nennerfactoren correspondiren- 
den Zerlegungen in Partialbrüche vor, und lässt beim nachfolgenden Zu- 
sammenfassen alle Potenzen von x mit negativen Exponenten fort — die 
ja für die vorliegende Frage irrelevant sind en so bleibt eine Entwicke- 
lung, die auch nur positive Exponenten von a aufweist, und welche wie- 
derum rückwärts in die Gestalt des irreducibeln endlichen Bruches gebracht 
werden kann: 








Q,+0,x+0,x’+ 
(1—axt)(1—axi2)....(1—ak)(1—a®)... ’ 
wo die Exponenten 1, i—2,...,k,k',... des Nenners ganze positive 


Zahlen (>0) sind. 

Diese „reducirte erzeugende Function*)“ lässt sich weiterhin 
in jedem concreten Falle, durch Multiplication von Zähler und Nenner 
mit geeigneten Hülfsfactoren — allerdings manchmal erst nach lang- 
wieriger Rechnung — umformen in die „repräsentirende erzeugende 
Function“. Während sich der endlich bleibende Zähler abermals nach 
steigenden und positiven Potenzen von a und x anordnen lässt, sind die 
dreierlei Arten der Nennerfactoren, (1—a%), (1—ax!) und (1—.a?x!) so 


”) Wie eine solche am zweckmässigsten und zugleich so, dass sie mög- 
lichst wenig Glieder enthält, berechnet wird, hat Cayley am Beispiel der f, 
gezeigt, Am. J. Il S. 71—84 (1879). 

Bezüglich der repräsentirenden erzeugenden Function bot der Fall der f; 
eine scheinbare Ausnahme dar, als es Sylvester und Franklin nicht gelingen 
wollte, den Zähler der Function zu einem endlichen zu gestalten. Dieser Wider- 
spruch konnte erst durch Hammond (Math. Ann. XXXVI S. 255—261, 1890) 
gehoben werden, nachdem v. Gall einige irredueible Invarianten der f, aufge- 
funden hatte, welche Sylvester entgangen waren. i 
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gewählt, dass sie mittels ihrer Exponenten von a und x die einfachsten, 
sicher irredueibeln Systemformen „repräsentiren“. 

Diese „Repr. Erz. Function*)* ist zunächst eine gemein- 
same Quelle für die Anzahl (und den Typus) der Grundformen 
und Syzygien aller Arten. 

Um diese Quelle auszuschöpfen, hat man, vom Grade drei in a be- 
ginnend, eine Art „Siebverfahren (tamisage)“ vorzunehmen, indem 
man für irgend eine „Grad-Ordnung“* („degorder“) j, g zuerst alle 
möglichen Potenzen und Producte von niedrigeren Grundformen (mit Aus- 
schluss der repräsentirenden) herstellt und deren Anzahl von dem Coeffi- 
cienten von a)x® im Zähler der Repr. Erz. Fet. abzieht. Diese Diffe- 
renz liefert für die vorgelegte Grad-Ordnung die Zahl der Grundformen, 
vermehrt um die Anzahl der Syzygien gerader, dagegen vermindert um 
die Anzahl der Syzygien ungerader Art. 

Da der Zähler abbricht, so hat man in der Summe aller positiven 
Coefficienten, vermehrt um die Anzahl der repräsentirenden Grundformen, 
auf alle Fälle eine untere Grenze für die Anzahl der Grundformen. 

Erklären wir uns an einem en Die Repr. Erz. Fet. einer f, 
lautet nach Franklin*): 


Nenner: (1— a®)(1—a°)(1—a'”)(1—ax’)(1—a’x”)(1—a’x°) 
Zähler: 1+a’(x®+Hx’+Hx)+at(x Hx)+Ha’(xHxX’+X BR: 
Ha HR) ala Netzer BES Lee 


Hieraus liest man zuvörderst ab, dass suce. für die Gradordnungen 
(3,3), (3,5), (3,9); (4,4), (4,6); (5,1), (5,3), (5,7); (6,2), (6,4); (7,1), 
(7,5); (8,2); ete. mindestens je eine Grundform existiren muss. Eine 
Grundform (8,4) giebt es nicht, da man das Product (3,3).(5,1) zweier 
niedrigeren Grundformen construiren kann, u. s. f. 

Im ganzen wird man so zu mindestens 23 Grundformen geführt: 
andererseits ergab die ursprüngliche Gordan’sche Behandlung höchstens 
23 Grundformen (von genau denselben Grad-Ordnungen): hierdurch ist 
aber die Frage nach Anzahl und Typus der Grundformen einer f, defi- 
nitiv erledigt. 

Um zu den Syzygien 1. Art überzugehen, so ist wiederum die Existenz 
einer solchen in den Fällen (5,11), (7,9) ete. ohne weiteres ersichtlich. 
Für die Gradordnungen (6,6), (6,8), (6,10), (6,12), (6,14), (6,18) hat 
ax® im Zähler je den Coefficienten Null; da ‘aber die drei Grundformen 





*) Die englische Abkürzung „Repr. G. F.“ (von representative gene- 
rating function) ist im Texte durch die entsprechende deutsche ersetzt worden. 
**) Am.J. II S. 224. 
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(3,5), (3,5), (3,9), zu je zweien multiplieirt, gerade je ein Product zu 
jenen 6 Gradordnungen ergeben, so ist damit die Existenz von 6 bezüglichen 
Syzygien (und nicht mehr) erster Art gewährleistet. In derselben Weise 
werden für den Grad 7 noch 6 Syzygien (7,7), (7,9), (7,9), (7,11), 
(7,13), (7,15) abgeleitet u. s. £. 

Die erste Syzygie 2. Art tritt im Falle (8,14) auf. Die Repr. Erz. 
Fet. weist hier, mit Hinzuziehung des Nenners, auf 5 linear unabhängige 
Formen hin, während die Siebung 10 Producte von Grundformen liefert. 
Nun lassen sich ohne weiteres sechs reducible Syzygien 1. Art hin- 
schreiben, indem man die früher gefundenen (5,11); (6,8), (6,12); 
(7,9), (7,9), (7,9) resp. mit den Grundformen (3,5); (2,6), (2,2), (1,5), 
(1,5), (1,5) multiplieirt. Jetzt übertrifft die Zahl 5 die Differenz 
10—6 = 4 um eine Einheit: „mithin sind jene 6 Syzygien 1. Art 
durch eine und nur eine Syzygie 2.Art mit einander verknüpft“”). 

Auf diesem Wege hat Sylvester, auf Grundlage der sorgfältigen 
Rechnungen Franklin’s, für eine Reihe von einzelnen und simultanen 
Urformen untere Grenzen für die Einzel- und Gesamtanzahlen der Sy- 
zygien 1. Art angegeben”). 

Die Repr. Erz. Fet. bedarf übrigens nach Cayley nur einer gerin- 
gen Modification, um nicht nur die Anzahlen, sondern auch die wirk- 
lichen Bildungen der Grundformen und Syzygien zu liefern***). X 

Hammond?) ist in der Theorie der Syzygien noch einen Schritt 
weiter gegangen. Kennt man einmal für eine Urform das volle System 
der Grundformen genau, so lässt sich die Repr. Erz. Fet. für die 
Grundformen zu einer solchen für die Syzygien ausgestalten, indem 
man Zähler und Nenner mit solchen Factoren multiplieirt, dass nunmehr 
der Nenner gerade das Product der, sämtlichen Grundformen correspondi- 
renden Factoren (1—a)x®) wird. Hieraus kann für jede beliebige Grad- 
ordnung eine obere Grenze für die Syzygien 1. Art abgelesen werden, 
die dann mit der Sylvester’schen unteren Grenze zu vergleichen ist: 
bei den ausgeführten Einzelfällen (f, und f,) zeigt sich, abgesehen von 


*) Auf die Nichtbeachtung dieser Syzygien zweiter Art ist der irrtüm- 
liche Schluss Cayley’s (II. Mem. 1856) zurückzuführen, demzufolge eine 1, kein 
endliches volles System von Grundformen zulassen sollte. Siehe Cayley selbst 
im VIII Mem. Phil. Trans. 1870 S. 513. 

*) Am. J. IV S. 41—61. 

***) Dasselbe leistet die „reale erz. Fet.“ Cayley’s (cf. X Mem.), die aus 
der repr. erz. Fet. entsteht, indem die in ihr auftretenden Grundformen durch 
Buchstaben a, b, ec, ... vertreten werden. Siehe dazu die Bemerkung Syl- 
vester’s Am. J.. IV S. 57. 

7) Am. J. VIII S. 19—25 (1885). 
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einigen Ausnahmen, bei denen directe Rechnung entscheiden musste, 
Uebereinstimmung beider Grenzen. 

Ehe wir die Repr. Erz. Fet. Sylvester’s verlassen, haben wir noch 
einer merkwürdigen Erscheinung zu gedenken, die sich gerade in all’ 
den Fällen gezeigt hat, wo eine definitive Bestimmung der Grundformen 
ermöglicht worden ist. Es ist dies das sogenannte „Fundamentalpostu- 
lat“*) Sylvester’s, demzufolge für jede Gradordnung das Auftreten von 
Grundformen und dasjenige von Syzygien einander ausschliessen sollten, 
wodurch sich die Theorie der Formen wesentlich vereinfacht hätte. 

Hammond“*) stiess jedoch zuerst auf ein Beispiel (bei der Gradord- 
nung (5,13) einer f,), welches jenem Postulat widersprach, und er- 
kannte bald darauf”**) den Grund dieser Ausnahmen in einer recurriren- 
den Identität, welche unmittelbar aus der Differentialgleichung für die 
Quellen hervorging. 

Es sei noch kurz erwähnt, dass auch für besondere Arten invarian- 
ter Bildungen eigentümliche erzeugende Functionen construirt worden 
sind; so von Mac Mahon für die sogenannten „Perpetuanten“ 7). 
Hier gestattet die Function, die Anzahlen der irreducibeln Gebilde un- 
mittelbar anzugeben. Strohffr) hat nicht nur einen durchsichtigen Be- 
weis dafür gegeben, mittelst einer eigenartigen Weiterführung der Aron- 
hold-CGlebsch’schen Symbolik, sondern auch für diese Anzahlen einen 
einfachen Ausdruck ermittelt und zudem gezeigt, wie sich die bezüglichen 
Perpetuanten symbolisch ohne weiteres hinschreiben lassen. 

Mit der Ableitung theoretischer Formeln für obere Grenzen von Grad 
und Ordnung der invarianten Bildungen im binären Gebiete haben sich 
Jordan und Sylvester beschäftigt. 

Jordanfrr)geht von den Relationen zwischen den Covarianten dritten 
Grades aus, deren sich Gordan zur Begründung seines Endlichkeits- 
beweises bedient hatte, und stützt sich des weiteren wesentlich auf das 





*) Siehe etwa die Darstellung bei Franklin Am. J. III S. 130—132. 
”*) London Proc. XIV S. 85—88, Am. J. V S. 218—228 (1883). 

Vgl. dazu die Bemerkungen von Cayley: London Proc. XIV S. 88—91. 
Hopk. Cire. II S. 85—86, 150, II S. 15 (1883, 1884). 

”#*) Siehe die zweiteitirte Arbeit. 

7) Am. J. VII S. 26—47 (1884), cf. II. C,a, a. 

tr) Math. Ann. XXXVJ, l.c. 88 10, 11. 

+rr) Liouv. J. (8) II S. 177—233 (1876), V S. 345--379 (1879). 

Vgl. dazu noch die Noten in den C.R. LXXX S. 875—877, 1160— 1161, 
(1875), LXXXI S. 495—498 (1875), LXXXII S. 269— 270 (1876), LXXXVII 
S. 202—204 (1878). 

In der ersten Abhandlung giebt der Verf. eine übersichtliche Darstellung 
der älteren Gordan’schen Theorie. 
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Verfahren Gordan’s, aus den beiden vollen Systemen von zwei binären 
Formen deren simultanes System herzuleiten, wobei die beizubehaltenden 
Ueberschiebungen durch die kleinsten (positiven) Lösungen zweier dio- 
phantischen Gleichungen definirt werden. Diese Lösungen hat Jordan 
zahlentheoretisch näher untersucht, und successive immer niedrigere An- 
zahlen als obere Grenzen erhalten. Um sein Endresultat*) anzugeben, 
so denke man sich eine beliebige Reihe von Urformen vorgelegt, deren 
Ordnungen —.n seien. Jede Covariante des vollen Systems wird linear 
zusammengesetzt aus Producten von dreierlei Formentypen, für deren 
Grad und Ordnung jeweils obere Grenzen existiren. Diese letzteren sind 
einfache ganze Functionen von n, enthalten aber sämtlich einen Factor 
39+1, wo p transcendent bestimmt wird, als grösste „ganze Zahl des 
lge+tn 

4 

Beispielsweise ergeben sich, den Fällen n—1 bis 12 (excl. 11) 
entsprechend, für die Ordnung der bezüglichen Covarianten die oberen 
Grenzen 1, 2, 4, 6, 9, 12, 15, 18, 22, 26, 34. 

Diese Grenzen werden sogar alle thatsächlich erreicht, wie die Syl- 
vester-Franklin’schen Tafeln für die Systeme einer einzelnen Form 
f, zeigen**). j 

Sylvester“"*) hat ohne Beweis ähnliche Formeln gegeben, die noch 
einfacher sind, da sie nur rationale Zahlencoefficienten enthalten, dafür 
aber zu wesentlich höheren Anzahlen führen. 

Sodann hat Sylvesterf) ein Verfahren mitgeteilt, für die Gesamt- 
anzahl der Bildungen eines vollen Systems einer Urform gerader Ordnung 
eine ziemlich niedrige Grenze zu gewinnen. 

Die Grenze hängt von der algebraischen Summe der Coefficienten 
seiner. Repr. Erz. Fet. ab. 

Wir beschliessen diesen Abschnitt mit der Berücksichtigung der Er- 
weiterungen, welche der Cayley-Sylvester’sche Satz „über die Anzahl 
der linear unabhängigen Bildungen (des binären Gebietes) von vorge- 
gebenen Gradordnungen“ auf Formen mit mehreren Reihen von n Variabeln 
erfahren hat. 

Die vorbereitenden Grundlagen für eine Lösung dieses wichtigen 


Bruches 1—+ 





*) Siehe die zweiteitirte Abhandlung. 
**) Am. J. II S. 223—251. 
*##) Proc. of London XXVII S. 11—13 (1873). 
7) C.R. LXXXVI S. 1437— 1441, 1491— 1492, 1519— 1522. 
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und schwierigen Problem’s hat Capelli*) gelegt. Der Satz, von dem 
er ausgeht, lehrt eine Form F von n Reihen von n Variabeln: 
a, a A 

nach Potenzen der Determinante A der x so zu entwickeln, dass die 
Coefficienten Polaren von Formen werden, welche eine Variabelnreihe 
weniger enthalten und ihrerseits gleichfalls aus F durch blosse Anwen- 
dung von Polarenprocessen entstehen. 

Diese Polarenprocesse beziehen sich auf die Variabeln und setzen 


5 4 OÖ d 
sich aus lauter solchen von der Gestalt D,, = 2yi ga (1 >= Pr ze) 


mittelst Wiederholung und Combination zusammen. 

Wendet man jenen Fundamentalsatz auf eine Bildung © an, die von 
einer Reihe von Urformen f,,f,,... mit einer beliebigen Anzahl von 
(cogredienten) Variabelnreihen invariant abhängt, so lässt sich @ dar- 
stellen als ein Aggregat von Producten „QP“ identischer -Covarianten 
mit invarianten Bildungen von gewissen (homogenen und isobaren) For- 
men ®, welche höchstens n—1 Variabelnreihen enthalten, und den n—1 


charakteristischen Differentialgleichungen 


RISSE Nr ER Da ® —l 
oder auch den folgenden“) 

I, DyzrD —— 0, Dyrzu»® _—— 0, Ber D a1.) ® =—=0 
genügen. 

Die ursprüngliche Aufgabe kommt nun vor allem auf die einfachere 
zurück: die Anzahl der linear unabhängigen Formen  — die man 
noch durch Multiplication mit je einer geeigneten Potenz von A mit einem 
constanten Gewicht, etwa Null, ausstatten kann — zu ermitteln, welche 


von vorgegebenen Graden in den Coefficienten der f und von vorgegebenen 
Ordnungen d,, d,, ..., d„ in den bezüglichen Reihen der x sind. 
Bezeichnet man mit o(d,, d,, ..., d„) die Anzahl der willkürlichen 


Coefficienten von ®, so beweist der Verfasser, dass die denselben durch 





*) „Fondamenti di una teoria generale delle forme algebriche*, Mem. 
Rom. Ace. L. XI S. 1—72 (1882). 

Eine nähere Ausführung findet sich im Batt. G. XX S. 293—301 (1882). 
Für gewisse Arten von invarianten Bildungen, z. B. solchen, die in allen 
Variabelnreihen von gleicher Ordnung sind, hatte der Verf. schon vorher ele- 
gante Anzahlformen abgeleitet, Batt. G. XIX S. 87—116 (1881). 

Eine Ausdehnung des Text-Problems auf Formen mit mehreren Reihen 
von cogredienten Variabeln, welche von einander unabhängigen linearen Substi- 
tutionen unterworfen werden, hat derselbe Verf. ausgeführt in Mem. Rom. Ace.L. 
XV (1883). Auch hier kommt es darauf an, alle ganzzahligen Lösungen eines, 
bei der Partition von Zahlen auftretenden Gleichungssystems aufzufinden. Die 
bez. Hülfssätze sind zusammengestellt im Batt. G. XXI S. 343—355 (1883). 

**) Siehe die zweiteitirte Arbeit S. 297. 
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eine einzelne der Gleichungen I’, etwa die erste, auferlegten Bedingungen 
linear unabhängig von einander sind, und dass ihre Anzahl durch 
o(%,—1,9,-+1,9,,...., d,) bestimmt wird. 

Darin ist eine unmittelbare Verallgemeinerung des Cayley-Syl- 
vester’schen Satzes ausgedrückt”). 

Hingegen erweisen sich die durch zwei und mehrere der Gleichungen 
U’ involvirten Bedingungen als nicht mehr linear unabhängig von 
einander, und Capelli begnügt sich daher mit der Angabe einer un- 
teren Grenze für die in Rede stehende Anzahl. 

Eine vollständige Lösung der letzteren Aufgabe und weiterhin zu- 
gleich der ursprünglichen verdankt man Deruyts“”). 

Deruyts umgeht die direete Benutzung der Differentialgleichungen, 
indem er die Frage nach der Anzahl der ® abermals zurückführt auf 
diejenige ihrer „Leitglieder“. 

Schreibt man letztere symbolisch, so erkennt man, dass sie sich hin- 
sichtlich der vorliegenden Frage ersetzen lassen durch „Seminvarianten“ 
von linearen Urformen: dann aber genügt die Untersuchung eines Systems 
linearer diophantischer Gleichungen, deren Lösungen, von einer Gesamt- 
anzahl „Il“, als linear unabhängig nachgewiesen werden. 

Andererseits lässt sich beweisen, dass die Anzahl der ursprünglich 
gesuchten 9 übereinstimmt mit derjenigen der oben erwähnten Product- 
formen Op. 

Greift man nun eine einzelne solche Form ® mit bestimmten Ge- 
wichtszahlen heraus, so dient zur Bestimmung der zugehörigen Anzahl 
„I“ von Formen Q® ein Verfahren, welches dem oben bezüglich II 
angedeuteten durchaus analog ist. 

Bildet man daher schliesslich die Summe der Producte je zweier 
der berechneten Zahlen II, Il’ für alle möglichen Combinationen von 
Gewichtszahlen der  — welch’ letztere wiederum durch die Lösungen 


*) Eine gewisse Ausdehnung des in Rede stehenden Satzes auf ein Sy- 
stem binärer Urformen rührt von Study her („Methoden .. .“ S. 100). Sind die 
r Urformen von den Ordnungen n,, N3, ..., Dr, So ist die Anzahl aller linear 
unabhängigen Covarianten mit den Gradzahlen pı, .. ., pr gleich 


2ı+-Pı\ (Na+-Pa Or-+-Pr 
RT): 
Auch für höhere Gebiete existirt eine entsprechende Anzahl für die sogenann- 
ten „Normalcovarianten“. Vgl. noch Stroh, Math. Ann. XXII, bes. S. 405 (1885). 

”*) Theorie generale...“ 1891 Chap. VII. Hier geschieht die Abzäh- 
lung nur für eine gewisse Gattung von Covarianten, während sie Bull. Beleg. (8) 
XXI S. 437—451 (1891) allgemein ausgeführt wird. Im übrigen vgl. II. D, a. 


Jahresber. d. Deutschen Mathem.-Vereinigung. I. 12 
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einer diophantischen Gleichung, der sogenannten „Gewichtsgleichung“ cha- 
rakterisirt sind — so hat man damit in der That eine Regel zur Bestim- 
mung der Anzahl der linear unabhängigen invarianten Bildungen @, die 
gegebene Grade in den Üoefficienten der Urformen und gegebene Ordnun- 
gen in einer beliebigen Anzahl von (cogredienten) Variabelnreihen besit- 
zen: dabei darf diese letztere Anzahl kleiner, gleich oder grösser sein als 
diejenige der in den Urformen auftretenden Variabelnreihen. 


IncR, 
Irrationale Fragestellungen. 


In den bislang erörterten Untersuchungen ist fast ausschliesslich der 
rationale bezw. ganz-rationale Gesichtspunkt massgebend gewesen. 

Allerdings haben sich schon von Anfang an, insbesondere durch den 
Einfluss der Geometrie, irrationale Fragen vereinzelt aufgedrängt; doch ist 
man erst neuerdings zu einer systematischen Einführung irrationaler In- 
und Covarianten veranlasst worden, und eine durchgebildete Theorie dieses 
Gegenstandes existirt überhaupt noch nicht. 

Es lassen sich historisch zwei Strömungen unterscheiden. Ein- 
mal liegt (wie bei den quadratischen Formen) die durch praktische Be- 
dürfnisse hervorgerufene Frage nach gewissen invarianten „canonischen“ 
Gestalten von gegebenen Formen zu Grunde, zu deren Durchführung die 
Auflösung algebraischer Hülfsgleichungen erforderlich ist. 

Andererseits wird innerhalb der Theorie der invarianten Bildungen 
eine Art „Umkehrproblem“ aufgeworfen, indem man sich eine oder 
mehrere der aus Urformen abgeleiteten Bildungen — unter der still- 
schweigenden Bedingung des Erfülltseins der ev. zwischen ihnen herr- 
schenden Relationen — als beliebig gegeben vorgelegt denkt und nun- 
mehr rückwärts hieraus die zugehörigen Stammformen zu ermitteln sucht. 
Es wird diese Aufgabe im allgemeinen eine mehrdeutige sein, und es 
wird sich dann darum handeln, in erster Linie die Anzahl der jeweils 
zugehörigen Stammformen festzustellen, weiterhin aber auch die Glei- 
chungen, von deren Auflösung jene abhängen. 

Freilich ist diese zweite Art von Problemen — die uns als not- 
wendige Ergänzung zur Theorie der rationalen Invarianten und ihrer Sy- 
zygien eine Zukunft zu haben scheint — nur erst in wenigen verein- 
zelten Fällen verfolgt worden. 


PER 
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Alba 
Canonisirung von Formen. 

Die Grundlagen dieser Diseiplin*) gehören der früheren Periode an. 
Um mit den binären Formen zu beginnen, so zeigten Sylvester und 
Cayley, wie sich dieselben als lineare Combinationen von Potenzen 
linearer Ausdrücke x— u darstellen lassen. Es existiren einfache Co- 
varianten („Canonizanten“), deren Wurzeln die gesuchten Werte « 
sind: in einzelnen Fällen liess sich auch erkennen, welche Modificationen 
eintreten, wenn einige der « einander gleich werden. 

‚Eine, alle Ausnahmefälle umfassende Abrundung der Theorie ist erst 
später von Gundelfinger“*) unter Heranziehung analytischer Hülfs- 
mittel gegeben worden; indem er den partiellen Differentialausdruck für 
die kte Ueberschiebung zweier Binärformen in geeigneter Weise umwan- 
delt***), ist er in der Lage, eine Reihe bekannter Sätze aus der Theorie 
der linearen Differentialgleichungen auf die der Invarianten zu übertragen. 


Um sein Endresultat mitzuteilen, seien a,, a,, ... die Coefficienten 
einer Urform f„. Man bilde dann die Kette der „canonisirenden* Co- 
varianten 0, C’, C’’,... mit den Leitgliedern: 

aaa 
a, a, 0 1 2 
a |, „> | al... 
1 2 








4.28, 
Soll f, als Summe von genau k nten Potenzen darstellbar sein, so hat 
zunächst C(®) (aber nicht C&-V) identisch zu verschwinden. Dann exi- 
stirt eine Form I',, deren kte Ueberschiebung mit f identisch Null ist: 
die Gleichung I’; = 0 muss ausserdem lauter ungleiche Wurzeln « 
besitzen. 


*) Es war erlaubt, den Text so knapp zu halten, da gerade dieses Ka- 
pitel in den Lehrbüchern von Clebsch, Salmon, Bruno, Gordan ausführlich be- 
handelt wird. Wie die Darstellungen von Sylvester und Cayley auf mehrfach 
lineare Formen ausgedehnt werden können, hat le Paige eingehend verfolgt: 
Belg. B. (3) II S. 40—53, C. R. XCIH S. 1048— 1049, 1103—1105, XCIIL S. 264 
bis 265, 509—512 (1881); C.R. XCIV S.31—32, 69—71, 424—426, Tor. Atti 
XVII S. 299—320 (1882); Rom. Acc.P. N. XXXV S. 54—84, 140145, Lisboa 
Jorn. de sciencias math..... IX (1885). 

*#) Gött. Nachr. 1883 S. 115—121, und ausführlicher Journ. f. Math. C 
S. 415—424. 

»=>#, Die gemeinte Identität lautet für die kte Ueberschiebung von zwei 
Formen fa und m in der nicht homogenen Variabeln x: 
1 n\, dk» n—1\ (/m—k+1\ df dk-19 
ap > Wi dixk N 1 Is ar 
Hi) dk f 


—1)k 
+ (N) a P 
Vgl. dazu die Bemerkung von Hilbert, Math. Ann. XXX S. 15. 

12* 
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Umgekehrt sind diese beiden Bedingungen auch hinreichend für die 
geforderte Darstellung als Summe von Potenzen (x— a)". 

Fallen dagegen die Wurzeln von I’, = 0 zum Teil zusammen, so 
ergiebt sich — durch ein Verfahren der Partialbruchzerlegung — für fı 
ein Ausdruck als Summe von gewissen k;ten (kk = n) Potenzen, jede 
noch mit einer Ergänzungsform der Ordnung n—k; multiplieirt. 

Ein entsprechender Satz gilt für eine simultane Darstellung von n 
Formen nter Ordnung. 

Sehen wir indessen von den Ausnahmefällen (wo die « teilweise 
coincidiren) ab, so findet sich der Kern des obigen Kriteriums, die, Ein- 
führung der Form I’,, bereits bei Rosanes*), der die letztere als con- 
jugirt zu f, bezeichnet. 

Rosanes hat zugleich seine Untersuchungen ausgedehnt auf n binäre 
f„, sowie auf Formen höherer Gebiete. Geometrisch gesprochen, ist eine 
Curve (Fläche) nter Ordnung conjugirt zu jedem ihrer, n-fach gezählten 
Punkte. Die Potenzdarstellungen von Formen treten danach in die innigste 
Beziehung zur Theorie der sogenannten „Polpolygone resp. -polyeder“ etec., 
die dadurch eine wesentliche Bereicherung erfährt. 

Auf ganz anderem Wege ist Reye**) zu diesem Zusammenhange 
gelangt, indem er sich ursprünglich die Frage vorlegte, durch welche 
geringste Anzahl von disereten Massenpunkten ein gegebener Körper 
hinsichtlich seiner auf eine beliebige Ebene bezogenen nten Momente er- 
setzt werden kann. 

Die Gleichung F) = 0 einer Fläche als Summe von R vollen Po- 
tenzen darstellen, heisst dann, die Fläche als „nte Momentenfläche* 
eines, durch k Punkte ersetzbaren Körpers aufzufassen, d. i. als diejenige 
Fläche, bezüglich deren Berührungsebenen das nte Moment des Körpers 
verschwindet. 

Mit diesen Mitteln hat Reye”**) nicht nur z. B. einen einfachen geo- 
metrischen Beweis für das sogenannte „Pentaeder“ einer Fläche 3. Ord- 
nung gegeben, d.i. für die zuerst von Sylvester bemerkte eindeutige 
Darstellung) einer kubischen quaternären Form als Summe von fünf 


*) Journ. f. Math. LXXV S. 172—176 (1873), LXX VI S.312— 330 (1875), 
Math. Ann. VI S. 264—312 (1873). | 
Der Zusammenhang zwischen den canonischen Formen und der Apolaritäts- 
theorie ist in dem Abschnitt über Combinanten II. D, b eingehender dargelegt. 
*") Journ. f. Math. LXXI S. 293—326 (1870). 
*#") Journ. f. Math. LXXVII S. 114—122 (1874). 
7) Siehe die historischen Bemerkungen in der Clebsch-Biographie, Math. 
Ann. VISA, 


a 
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Kuben, sondern auch gezeigt, in welcher Richtung dieser Satz einer Ver- 
allgemeinerung fähig ist”). 

Welche Verwandtschaften zwischen den Gesichtspunkten von Rosanes 
und Reye bestehen, hat Referent”*) ausführlich dargelegt, und insbeson- 
dere nachgewiesen, wie die canonischen Darstellungen in höheren Ge- 
bieten vermöge der Theorie der symmetrischen Functionen auf solche in 
niedrigeren Gebieten zurückgeführt werden können. 

— Um zu den binären Formen zurückzukehren, so hat in jüngster Zeit 
Bauer”**), im Anschluss an Rosanes, für die binären Formen fs, gerader 
Ordnung als Summe von n—-1 Potenzen einen eleganten Ausdruck abge- 
leitet, in dem alle auftretenden Formen einfache Covarianten von f sind. 

Hilbert}) hat, vermöge eines eigentümlichen Differentiationspro- 
cesses, ein durchsichtiges Invarianten-Kriterium dafür ermittelt, dass eine 
vorgelegte binäre Form die volle Potenz einer andern ist. 

Hilbertyrf) verdankt man ferner die Unterordnung der verschieden- 
artigsten canonischen Darstellungen unter ein allgemeines Prineip, wobei 





*) Journ. f. Math. LXXVIII S. 123—129 (1874). 
**, „Apolarität und rationale Curven“, Tübingen 1883. 
***) Münch. Ber. 1892 S. 3—20. 
7) Math. Ann. XXVII S. 158—160 (1886). Wegen der Methode vgl. Il. 
RE 
Für die einfacheren Fälle hatte schon vorher (1883) Maisano die Cova- 
riante angegeben, deren identisches Verschwinden das Kriterium für die in 
Rede stehende Potenzdarstellung ist: Rom. Ace. L. (3) VII 8. 231—235. So 


hat man für fa als nte Potenz: H2"=* — (ab)?ar?p2-?=0, für f als —te 
Potenz: T= (aH)a! "HP —O0 etc. 
Tr) Leipz. Ber. 1885 S. 427—438, Math. Ann. XX VIII S. 381—446 (1887). 

Wegen des Zusammenhanges mit der Normirung linearer Differentialglei- 
chungen vgl. II. C,b, ß. 

Ist n=2i die Ordnung von f, so macht sich für das Studium der Hülfs- 
gleichung die Unterscheidung von vier Hauptfällen notwendig, jenachdem die 
beiden Zahlen i und v gerade resp. ungerade sind. 

In dreien dieser Fälle besitzt die Hülfsgleichung im allgemeinen v+l 
+1 

2 





verschiedene Wurzeln A, im letzten jedoch (wenn i gerade, v ungerade) 


Paare gleicher Wurzeln A. 

Die zugehörigen Formen %, deren es in allen vier Fällen v—+-l linear von 
einander unabhängige giebt, werden durch Determinantenränderung erhalten. 

Umgekehrt lassen sich für ein vorgelegtes System von vl linear unab- 
hängigen Formen vter Ordnung die Kriterien dafür aufstellen, dass sie ein 
Formensystem bilden; sie bestehen in der Existenz gewisser linearer Rela- 
tionen zwischen den quadratischen Invarianten und Covarianten des gegebe- 
nen Formensystems. 

Im Journ. de Math. (4) IV S. 249—256 (1888) hat Hilbert an treffenden 
Beispielen (Formen dritter Ordnung) gezeigt, mit welchem Erfolge sich sein 
Prineip auf das ternäre und quaternäre Gebiet übertragen lässt. 
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der irrationale Kern des Ganzen deutlicher, als bisher, hervortritt; es 
werden alle Formen », (von einer Ordnung y) gesucht, deren — passend 
hoch genommene —- Ueberschiebung über eine Stammform f (sc. von 
gerader Ordnung) sich von der letzteren nur um einen constanten Factor 
A unterscheidet. Dieses A, eine irrationale Invariante von f, hängt von 
einer Hülfsgleichung (v+-1)ter Ordnung, mit rationalen Invarianten als 
Coefficienten, ab, die sich in eine charakteristische Determinantengestalt 
bringen lässt. Der Verfasser ist in der Lage, die verschiedenen Aus- 
artungen der Urform f zu verfolgen, die entstehen, wenn jene Gleichung 
zusammenfallende Wurzeln A aufweist. 

Die Formen & erscheinen als irrationale Covarianten. 

Auf die mannigfachen canonischen Formen, welche die Gleichungs- 
theorie vermöge Resolventenbildung und Tschirnhausentransformation für 
ihre Zwecke aufgestellt hat, kann hier nur hingewiesen werden: als einem 
specifischen Invariantenproblem entspringend, seien zwei eigentümliche 
Formen für die f, erwähnt, welche von Brill”) herstammen. 





*) Math. Ann. XX S. 330—357 (1882). 

Die gemeinten canonischen Formen sind: x°+2px’+Sqx!+Arx?—+3x? 
—+2px+q und x$+-ax+bx?—+cx?+1. Man gelangt zu denselben auf fol- 
gende Art. 

Unter den durch lineare Combination von drei binären biquadratischen 
Formen entstehenden Formen befinden sich einmal drei Produete quadratischer 
von der Art: 9192, 9293, 9391, sodann aber vier Quadrate b?,..., 2. Sind 


xi, yi die Verschwindungswerte von 9i; &,,, die von b,, so gehtdie„Functio- 


naldeterminante“ W,, d.i. die Determinante der zweiten Ableitungen der drei 

—x xX—E, 

vorgelegten Formen mittels der Substitutionen x’ —= SE resp. X —; = 

x—Yi X—% 

in jene canonischen Gestalten über. Vgl. die Darstellung beim Referenten „Apo- 

larität ...“ 8. 312. Brill verwendet die canonische Form unter anderem zu 

einer übersichtlichen Discussion der Realitätsverhältnisse der Wurzeln einer 
Gleichung sechster Ordnung. 

Eine andere canonische (‚typische‘) Gestalt der Formen f, findet sich, 

wie beiläufig erwähnt sei, bei Maschke und Brioschi, nämlich: x6-+ax?+-ßx3 








— + Yx+3, wo a, ß, y, ö die vier Invarianten von f, bedeuten. Die Wurzeln 


der Gleichung = 0 erscheinen dann ausgedrückt durch einfache ganze 
Functionen von vier, zur fs gehörenden %-Functionen. Siehe Maschke, Gött. 
N. 1887. S. 421—424, Math. Ann. XXX S. 496—515 (1887), Rom. Ace. L. 
Rend. (4) IV 8.181—184 (1888); Brioschi: Bemerkungen zur letztgenannten Ar- 
beit ebenda, sowie ausführlicher Acta. Math. XII S. 883—101 (1888). Eine zweite 
typische Gestalt der f;, bei der die Coefficienten der fünften und dritten Po- 
tenz der Unbekannten verschwinden, hatte Brioschi schon früher mit Hülfe von 
Syzygien gewonnen: Annali di Mat. (2) XI S. 291—304 (1883). 

In dem besonderen Falle, wo eine f; die Hesse’sche Covariante einer f; ist, 
kann dieselbe durch lineare Substitution auf die canonische Form der Multi- 
plicatorgleichung 6. Ordnung gebracht werden, aber nicht auf diejenige der ent- 
sprechenden Modulargleichung (Lindemann, Math. Ann. XXI S.71—109, 1883). 


u 
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Dagegen gedenken wir zum Schlusse einer charakteristischen cano- 
nischen Darstellung als Quadratsummen der sogenannten „definiten“ 
Formen nter Ordnung von m Variabeln, d.i. derjenigen Formen mit reellen 
Coefficienten, welchen für alle reellen Wertsysteme der Variabeln nur einer- 
lei Vorzeichen zukommt. Zu den bekannten Fällen n = 2, m beliebig, und 
m== 2, n beliebig hat Hilbert”) noch einen dritten: n = 4, m—= 3 hin- 
zugefügt, wo eine Darstellung (mit drei willkürlichen Parametern) als 
Summe von drei Quadraten existirt. 

Die Bedeutung dieses Ergebnisses tritt aber erst dadurch an’s Licht, 
als Hilbert der Nachweis gelingt, dass es bei allen übrigen Combi- 
nationen der Zahlen n, m Fälle von definiten Formen giebt, die eine Dar- 
stellung als Summe von Quadraten nicht zulassen. 


IL Bob: 
Rückkehr von Covarianten zu den Urformen. Irrationale 
In- und Covarianten. 

Das berühmte Problem der Zahlentheorie, alle „nichtäquivalenten“, 
d. h. vermöge (ganzzahliger) linearer Substitutionen nicht in einander 
überführbaren Typen quadratischer binärer Formen von gegebener Deter- 
minante zunächst der Anzahl nach aufzustellen, hat die anfängliche Ent- 
wickelung der Invariantentheorie nicht unwesentlich beeinflusst. Indem 
Hermite**) die Verallgemeinerung jenes Problems auf binäre Formen 
höherer Ordnung in Angriff nahm, war er genötigt, die formentheoreti- 
schen Methoden weiter auszubilden. 

Andererseits führte die Geometrie auf derartige „Rückkehrfragen*“. 
Eines der bemerkenswertesten und ersten Beispiele bietet die ebene 
Curve dritter Ordnung C, = 0, zu der eine covariante Curve H, = 0 ge- 
hört (welche aus der ersteren die Wendepunkte ausschneidet),. Hesse 
entdeckte nicht nur die letztere, sondern fand auch, dass umgekehrt zu 
einer, als gegeben gedachten H, drei verschiedene C, gehören: die bezüg- 
liche Gleichung 3. Ordnung bildet einen Angelpunkt der ganzen Theorie. 

Eine systematische Behandlung solcher Fragen hat in der Theorie 
der Formen erst später Platz gegriffen. 

Im binären Gebiete hat sich, besonders auch rücksichtlich der zahl- 
reichen geometrischen Anwendungen, das Problem in den Vordergrund 
gedrängt, alle nicht äquivalenten Typen von Formenbüscheln f„—-ko, auf- 
zusuchen, deren Functionaldeterminante (f, ©) eine vorgegebene Form 


*) Math. Ann. XXXII S. 352— 350 (1883). 
**) Siehe Einleitung S. 88, . 
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fan) der Ordnung 2(n—1) ist. Dass dieses Problem in der That nur 
eine endliche Anzahl von Lösungen besitzt, d. h. dass zwischen den 
Coefficienten der fa), keinerlei Relationen existiren, hat zuerst Brill*) 
nachgewiesen. 

Die Erledigung des einfachsten Falles n = 3 mit zwei Lösungen 
stiess nur auf geringe Schwierigkeiten**). Wesentlich anders liegt die 
Sache schon beim nächsten Falle n = 4, der zu fünf Lösungen führt”*”). 
Die Gleichung 5. Ordnung, von welcher dieselben abhängen, hat Stepha- 
n0s””**) in invariantentheoretischer Gestalt aufgestellt: den inneren Zu- 
sammenhang der fünf Formenbüschel f-+k» untereinander sowie anderer- 
seits mit der Theorie der quadratischen Formen und der Gleichungen 
6. Ordnung hat Brillf) erforscht, weiterhin der "Referentff) denjenigen 
mit der Theorie der rationalen ebenen O, und C,, sowie endlich mit der 
Theorie der kubischen Raumcurven. 

Für ein beliebiges n hat der ReferentffF) zuerst die Anzahl der 
Lösungen (mittels der „Methode des Projieirens*) abgeleitet, welche bald 
darauf direct durch Stephanosfrfr) und auf anzahlgeometrischem Wege 
durch Schubert*7) bestätigt worden ist. 

Aber erst Hilbert*rf) war im Stande, auf Grund des im vorigen 
Abschnitt erwähnten Prineipes, die Gleichung für die Lösungen des 
Problems in fertiger Gestalt zu bilden, und zugleich auch das ver- 
wandte Problem der Formenbüschel mit vorgegebener Discriminante*Tfr) 
durchzuführen. 





*) Math. Ann. XX S. 330—357 (1882). Vgl. die Darstellung beim Re- 
ferenten: „Apolarität...‘“ S. 320. 
”=#) Siehe z. B. Caporali, Nap. Rend. XXI S. 95—114 (1883). 
=) In dem besonderen Falle, dass das Büschel von f, dasjenige der 
ersten Polaren einer f; wird, giebt es nur eine Lösung. Die Functionaldeter- 
minante fällt hier mit der Hesse’schen Covariante H der f; zusammen. (Linde- 
mann, Math. Ann. XXI S. 71—109, 1883.) 
wen) GR. XCIHIS.994—997. (1881). Dies ist ein Auszug aus einer grösseren 
(preisgekrönten) Abhandlung, die 1883 in den Sav. etr. erschien, 138 S. 
r) Math. Ann. XX S. 330—857 (1882). 


+7) „Apolarität...“ (1885). 
Le 301 AR re 
m ı.c. 8.891. Esg a+l)!n—ı)! 


gegebener Funetionaldeterminante 2nter Ordnung. 
rrr) These 1884, 64 8. 

*7) Acta Math. VIII S. 97—117 (1886). Hier erscheint das Problem des 
Textes als specieller Fall eines sehr viel allgemeineren, der Theorie der höhe- 
ren linearen Räume angehörigen. 

*f7) Leipz. Ber. S.112—122 (1887); Math. Ann. XXXIH S. 217—236 (1888). 
*rrf) Math. Ann. XXXI S. 482—492 (1888). 

Für n=4 kommt die Aufgabe auf die andere zurück, eine f, auf die ca- 

nonische Gestalt g3—®3 zu bringen, und hängt daher von der nämlichen Hülfs- 


Büschel von Formen fn-+ı bei 
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Im nächst höheren Gebiete, von zwei unabhängigen Variabeln, hat 
Hurwitz*) mit functionentheoretischen Mitteln die schwierige Aufgabe 
bewältigt, die Urformen zu finden, wenn die Discriminante, oder genauer, 
deren „wesentliche“ Teiler gegeben sind, oder, nach seiner Ausdrucks- 
weise, die Riemann’schen Flächen mit gegebenen Verzweigungspunkten 
zu ermitteln. Sein Resultat umfasst die früheren als specielle Fälle. 

Es sei ferner hingewiesen auf ein eigentümliches Umkehrproblem, 
welches die neueren Methoden zur Auflösung der höheren Gleichungen 
charakterisirt””): es handelt sich darum, wenn man den Formen eines 
vollen Systems feste (sc. mit einander verträgliche) Zahlenwerte bei- 
gelegt denkt, die Gleichung aufzustellen, von welcher die Bestimmung der 
bezüglichen Urform abhängt. — Zum Schlusse erwähnen wir noch des Auf- 
schwunges, den die Theorie der elliptischen und Abel’schen Functionen 
durch die systematische Einführung irrationaler Formen genommen hat. 

Was zunächst den ersteren Fall angeht, so kann, wie Klein***) 
betont hat, das elliptische Integral erster Gattung unendlich viele cano- 
nische Gestalten annehmen, je nach der Ausdehnung des Raumes, in 
welchem man die elliptische „Normaleurve* — über welche das Integral 
hinzuerstrecken ist — zu Grunde legt. Der „Modul“ des Integrals ist 
dann eine absolute irrationale Invariante jener Curve. 

Weit mannigfaltiger gestaltet ‚sich eine entsprechende Theorie für 
das Geschlecht p= 2 und p=3f7). Beschränkt man sich im letzteren 
Falle auf die einfachste Normalcurve, eine ebene C,, so modifieirt 
sich der Charakter der zugehörigen Integrale und ®-Functionen (nebst 


gleichung 40. Ordnung ab, welche Clebsch behufs Dreiteilung der hyperellip- 
tischen Functionen aufgestellt hatte. (Gött. Abh. XV, 1869; Math. Ann. II 
Ss. 193—197 (1870)). 

*) Math. Ann. XXXIX S. 1—61 (1891). Hier findet sich auch eine Zu- 
sammenstellung der verwandten Litteratur. 

”#) Siehe etwa Klein’s „Vorlesungen über das Ikosaeder...“, sowie die 
früher eitirten Arbeiten von Klein und Gordan über Gleichungen fünfter und 
siebenter Ordnung (I. B,b). Auf eine fernere Art von Umkehrproblem, wel- 
ches neuerdings von Gordan aufgeworfen ist und übrigens nur eine einzige 
Lösung zulässt, ist schon auf S. 156, 157 aufmerksam gemacht worden. 

”==®) Math. Ann. XVII S. 135—138 (1880). Leipz. Abh. 1885 S. 339— 399. 
Vgl. Pick, Math. Ann. XXVII S. 309--318 (1887), Wien. Ber. Juni 1888, 7 S., 
März 1889, 28 S. 

7) Bezüglich des Geschlechtes p—=2 sei etwa verwiesen auf die bez. 
Arbeiten von Klein, Burkhardt und Wiltheiss in den Math. Ann., vom 27. Band 
an, wo man weitere Litteraturangaben nachsehen möge. 

Hinsichtlich des Geschlechtes p=3 siehe Pick, Math. Ann. XXIX S. 259 
bis 271 (1887), eine Note von Klein in den Gött. N. 1888, S. 191—194, sowie 
Math. Ann. XXXVI S. 1—83 (1890), Wiltheiss ebd. XXX VII S. 1—23 (1890), 
Pascal, vier Abhandlungen, Annali di Mat. (2) XVII, XVIIL (1889, 1890). 
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deren Differentialgleichungen) je nach dem zu Grunde gelegten Rationali- 

tätsbereich. Zu einem solchen wird man gelangen, wenn man einen je- 
weils passend ausgesuchten irrationalen Bestandteil der mit der C, in- 
variant verknüpften Systeme von „Berührungscurven“ adjungirt. 

Die Coordinaten eines Punktes der Ebene der C, fallen hier mit 
den (drei) Funetionen „po“ zusammen, sodass eine lineare Transformation 
der ersteren der allgemeinsten (eindeutigen) rationalen Transformation der 
algebraischen Functionen vom Geschlecht drei äquivalent ist. 

Insbesondere hat Klein*) hervorgehoben, dass die hier zur Ver- 
wendung gelangenden invarianten Bildungen im allgemeinen die Natur 
von „Combinanten“ besitzen, d. h. sich auf Urformen beziehen, welche 
verschieden ausgedehnte Variabelnreihen aufweisen, die unabhängigen Sub- 
stitutionen unterworfen werden. 

Es liegt auf der Hand, dass derartige Untersuchungen zu gleicher 
Zeit die rein geometrische**) Theorie der C, wesentlich zu fördern ge- 
eignet sind. 


IE 
Symbolik und Invariantenprocesse. 

Wir gelangen nunmehr zu dem engeren Gebiete der Invarianten- 
theorie, zu den daselbst zur Verwendung gelangenden Processen. Diese 
teilen sich naturgemäss in zwei Hauptklassen, die symbolischen und die 
realen; letztere setzen sich aus Differentiationsprocessen zusammen, welche 
auf Formen ausgeübt werden, während die ersteren recht eigentlich der 
Algebra angehören. In der That erkennt man bald, dass das der formen- 
theoretischen Symbolik zu Grunde liegende Princip im wesentlichen über- 
einstimmt***) mit dem seit Kummer allgemein eingeführten Prineip der 
„idealen Zahlen“, welches darin besteht, algebraische Zahlen und Formen, 
die in einem gegebenen Rationalitätsbereiche irreducibel sind, mittels 
„Adjunction“ geeigneter Irrationalitäten in ideale (Prim-) Factoren ein- 
facherer Art zu zerlegen, so zwar, dass die letzteren den gewöhnlichen 
‘ Verknüpfungsgesetzen der Arithmetik unterliegen. Erst in gewissen (mul- 

”) Gött. N. 1888 S. 191—194. 

Eine weitere Ausführung in diesem Sinne liegt vor bei Wirtinger, Math. 
Ann. XL S. 361—412 (1892). 

“") Vgl. in dieser Hinsicht Frobenius, Journ. -f. Math. IC S. 275—314 
(1886), CIII S. 139—185 (1888). 

==") Ein anderes Bild für das Wesen der Symbolik bietet die Chemie, 
insofern der Begriff des Molecüls dem der algebraischen Form, der des Atoms 


dem symbolischen Element der Form correspondirt. Vgl. unter II. c, a, ß die 
bez. Anschauungen Sylvester's. 


EEE 
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tiplieativen) Verbindungen werden diese idealen Elemente wiederum zu 


Grössen des ursprünglichen Bereiches. 
Y 


11.:C, a. 
Symbolik und graphische Darstellung. 


ll. C,a,a. Deutsche Richtung. 

Die von Clebsch und Aronhold eingeführte symbolische Methode *), 
welche inzwischen durch Gordan und seine Schule zu einer gewissen 
Vollendung gebracht ist, bezweckt, die Invariantentheorie der Formen 
beliebiger Ordnung auf diejenige der Linearformen zurückzuführen, und 
einen dementsprechenden, bequem zu handhabenden Algorithmus zu ent- 
wickeln. Ein solcher Algorithmus soll also, wie von vornherein betont 
sei, ausschliesslich die linearen Abhängigkeiten resp. Unabhängigkeiten 
zwischen den Üoeffiecienten vorgelegter Formen wiedergeben. 

Zunächst wird man**), wenn etwa eine Invariante J einer einzelnen 
Urform f vorliegt, die vom pten Grade in den Coefficienten von f ist, 
der Form J eine andere J, eindeutig „zuordnen“, welche in den p 
Coeffieientenreihen von p, zu f analogen Formen f,, f,, ..., f, je linear ist. 

Sodann wird man, in Anwendung des nämlichen Prineips auf die 
Urform f selbst (oder ihre äquivalenten Repräsentanten f, f,, ..., fp), die 
von der vten Ordnung in einer einzigen Variabelnreihe x sein mag, fin 
y ideale Linearformen 

4%. +3, tt, bytb,yttbayn --. 
Bar 11.05 1-71 
zerlegen. Es zeigt sich aber, dass man hier, unbeschadet des ein- 
deutigen Rückganges zu den realen Formen, sowohl die n Reihen 
der Coefficienten a, b,...., n, als auch diejenigen der Variabeln x, y, ..., 
jeweils mit einander identificiren darf, sodass die p Formen f; übergehen 
in p analoge nte Potenzen von Linearformen ax, al,... 

Eine erste unmittelbare, höchst wichtige Folge dieser Darstellung ist 
diese. Unterwirft man jetzt die Variabeln x einer linearen Substitution, 
wodurch sie in neue Variabeln y, die Formen f; in neue Formen F; über- 


9) Wir verweisen den Leser, der möglichst rasch in die Symbolik ein- 
geführt zu werden wünscht, auf den ersten Abschnitt von Gordan’s Vorlesun- 
gen Il. Im übrigen siehe diesen Bericht S. 97 u. flgde. 

Eine Reihe von Anwendungen der Symbolik kann übrigens erst in den 
späteren Abschnitten, in Verknüpfung mit den realen Processen, verständlich 
gemacht werden. 

**) Vgl. die Entwickelungen bei Study „Methoden ...“, 185, 11882, 5, 6, 
die sich eingehend mit dem inneren Wesen der Symbolik beschäftigen. 
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gehen, und schreibt man die transformirten Formen F wiederum symbo- 
lisch als nte Potenzen von Linearformen A, y,+4A,y, ++ Ann ete., 
„so nimmt die vermöge der Substitutionsgruppe der Variabeln 
x inducirte Substitutionsgruppe der Coefficienten von f; die 
einfache Gestalt an, dass die A von den a etc., bis auf die 
Transposition der Substitutionscoefficienten, genau so abhän- 
gen, wie die x von den y“. 

Daraus geht ohne weiteres hervor, dass man beliebig viele Inva- 
rianten von f hinschreiben kann; man hat nur aus den n-reihigen Deter- 
minanten der a’, a’, .... derartige Producte zu bilden, dass jede dieser 
Symbolreihen im ganzen v-mal vorkommt. — Der Angelpunkt der gan- 
zen Theorie ist, wie Clebsch”*) zuerst bewies, die Umkehrung dieses 
Satzes, „dass also jede (ganz-rationale) Invariante von f als eine (ganz- 
rationale) Function der genannten Producte dargestellt werden kann“. 

Dieser Fundamentalsatz lässt sich ohne Schwierigkeit auf eine Reihe 
von Urformen ausdehnen, unter denen sich insonderheit eine Anzahl 
linearer befinden kann**). Nun ist es allerdings Clebsch”***) auch ge- 
lungen, solche simultanen Invarianten symbolisch zu charakterisiren, in 





”) Journ. f. Math. LIX, S. 1—62 (1861), „Binäre Formen“ $ 12. 
Durch diesen Satz und die aus ihm zu ziehenden Consequenzen hat sich 
die deutsche Symbolik über die englische, von Cayley eingeführte, erhoben. 
Weitere Beweise des Satzes finden sich bei Dahl, Zeuthen Tiddskr. (4) IV 
S. 154—158, zwei solche in Gordan’s Vorlesungen II $ 9, sowie einer bei Study, 
„Methoden“ 85. 
”*) Beispielsweise setzt sich eine simultane Invariante einer binären Form 
2, = (4X +%%)"= br = cr} =... und einer binären Linearform a,xı+0%,—=ax 
zusammen aus „Klammerfactoren“* der beiden Typen (ab), (ac), (be),....; (a«), 
(ba), (ca), .... Da aber die a,, a cogredient sind mit — ya, Yı (d.i. ebenso 
linear transformirt werden, wie die letzteren), so lassen sich die Klammer- 
factoren der zweiten Art ersetzen durch die Linearfactoren ay, by, Cy,.... Der 
Begriff einer simultanen Invariante von a2 und x,yg—xsyı fällt aber zusam- 


men mit dem der „Covariante“ der einzelnen Form a, 

"##) Gött. Abh. XVII S. 1—62 (1872). 

Ist f eine Urform, welche verschiedene Reihen, nicht nur von den ein- 
zelnen Variabeln (x, Xs, ...,Xn), (Yı, Ya> ---» Yn); (Zı, Zas ---, Zn), ..., Sondern auch 
von deren zwei-, drei- ete.-reihigen Determinanten pik, pikı, ... enthält, so zerlegt 
sich f symbolisch in lauter Factoren, deren jeder nur einer Reihe von einem 
Variabelntypus, etwa pikı... zugeordnet ist. 

Ein solcher Factor ist dann darstellbar als Potenz einer Linearform 
der pikl,...; wegen der Identitäten zwischen den p und aus Dualitätsgründen 
lässt jene Darstellung noch jeweils vier Modificationen zu. 

Für „Liniencomplexe“ finden sich diese vier Darstellungen von Olebsch 
ausgeführt in Math. Ann. II S. 1—8 (1869). Eine Vereinfachung und Weiter- 
führung hat mittels Einführung Grassmann’scher Symbole erzielt Waelsch: 
Math. Ann. XXXVI S. 141—152 (1890). Hierauf gründet sich auch ein ent- 
sprechendes Uebertragungsprineip u. a. 
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welche die Coeffieienten jener Linearformen realiter nur in ganz bestimm- 
ten (nämlich zwei- oder drei- ... oder endlich (n—2)-reihigen) Deter- 
minantenverbindungen eingehen; trotzdem ist es für n >53 nicht mehr 
möglich”), die Gesamtheit der möglichen Bildungen zu übersehen. Da- 
gegen dürfen die Urformen mehrere Reihen von cogredienten Variabeln 
(x), (X), ..., wie contragredienten (u), (u'), ... enthalten; vermöge des 
Processes der „Reihenentwickelung* wird man schliesslich auf Urformen 
mit nur einer Reihe von x und nur einer Reihe von u zurückgeführt, für” 
welche der obige Fundamentalsatz nur einer geringen Modification bedarf. 

Die wissenschaftliche””) Berechtigung der in Rede stehenden Sym- 
bolik ist wesentlich in einer Eigenschaft derselben begründet, die erst 
neuerdings*"*) — durch Gordan für binäre Formen, durch Study für 
ternäre, und durch Pascal für solche von n Variabeln — aufgestellt und 
bewiesen ist. 

Die oben angeführten n-reihigen Determinanten der Symbole a’, a’, .... 
sind durch ein System von algebraischen Relationen R = 0, R, —=(), ... 
aneinander geknüpft. 

Es zeigt sich nun wiederum umgekehrt, dass irgend eine, zwischen 


*) Siehe die Bemerkungen von Gordan, Programm 1875, Anhang. 

Die Schwierigkeiten, auf welche die symbolische Rechnung in höheren 
(rebieten stösst, können bereits durch so einfache Aufgaben, wie: „Die Glei- 
chung des, drei linearen Complexen gemeinsamen Hyperboloides in Punktcoor- 
dinaten aufzustellen“ zur Genüge illustrirt werden. Vgl. indessen Waelsch l.c. 

”") Ueber den praktischen, bezw. pädagogischen Wert des symbolischen 
Rechnens werden die Mathematiker jederzeit verschiedener Meinung sein. Es 
ist allerdings nicht zu leugnen, dass in dieser Hinsicht die Formentheorie der 
neueren Periode vielfach zu einer Art Sport geworden ist, bei dessen Aus- 
übung die Fülle der Formen den leitenden Gedanken zu überwuchern droht. 
Glücklicherweise tritt dem eine gesunde Strömung entgegen, bei der das ge- 
dankliche Rechnen mit den invariantiven Processen immer mehr hervortritt. 

==) Gordan’s Vorlesungen II (1887), No. 117. 

Study,Math. Ann. XXX. S. 120—126 (1887), sowie „Methoden ...“ (1889), 8 6. 

Pascal, 1888, Batt.G. XX VI. S.35—38, 102— 103; Rom. Acc. L. Rend.(4) IV 
S. 119—124. Rom. Ace. L. Mem. (4) V 8. 375—387. 

Die Grundidentitäten, auf die bei Pascal alle übrigen zurückkommen, 
auten: 

> ir (2,22 ... An) (an+ıbı b, e. bn-ı) = 0, 

& + (292...An) Anti, (0), 

(2142...An) (KıX2..-Xn)— 242,5 Ayy,.- Erz 0, 

>> nr (X1X9 ... Xn JAn+1,x = er 

ZH Kn ee KU KARA YIY Yo) 0). 

Hier sind die Summen zu bilden, indem man die Symbole a bez. x auf 
alle möglichen Weisen vertauscht, und die Vorzeichen gemäss der gewöhn- 
lichen Determinantenregel wechseln lässt. 

Im binären Gebiet giebt es nur die eine Grundidentität: 

axby —dy bx— (ab) (xy) — 4 iR 


190 Bericht über den gegenwärtigen Stand der Invariantentheorie, 


Invarianten bestehende kdentitätt — die aber nicht etwa schon durch 
gegenseitiges Sich-Zerstören der Invarianten erfüllt wird, sondern erst 
dadurch, dass man sich dieselben in den realen Üoefficienten der Urfor- 
men ausgerechnet denkt — in eine solche Gestalt gebracht werden kann, 
dass die linke Seite der Identität zu einem Aggregat symbolischer Glieder 
wird, deren jedes mindestens einen der Ausdrücke R als Factor enthält. 
Und zwar kommt man dabei mit einer der bestimmten Anzahl von fünf 
jener R vollständig aus. 

Im übrigen gilt hier die nämliche Einschränkung, wie oben (S. 188). 
Beispielsweise hat man im quaternären*) Gebiete noch keine Uebersicht 
über die Relationen, an denen nicht nur die Coordinaten des Punktes und 
der Ebene, sondern auch die der Geraden teilnehmen. 

Der Ausgestaltung der Symbolik durch Gordan, wie sie sich an 
die Begriffe „Reducent, vollständige und relativ vollständige Systeme, 
erweiterte Systeme“ knüpft, ist bereits früher”*) gedacht worden: "eine 
Reihe weiterer Gesichtspunkte, insbesondere der der Faltung, wird in dem 
Abschnitt über unsymbolische Processe ihre Stelle finden. 

Hier erwähnen wir noch eines symbolischen „Uebertragungsprin- 
cipes“**"), welches Gordan zum Aufbau voller Formensysteme verwendet 





*) Vgl. die Darstellung bei Study „Methoden ...“ S. 204. 

*®) S.155 u. flgde. 

==) Math. Ann. I S. 90—101 (1869), XVII S. 217—234 (1880) I. Cap. 

Dies Uebertragungsprineip ist nicht etwa zu verwechseln mit dem be- 
kannten, von Clebsch aufgestellten. Letzteres lautet, etwa in der Uebertragung 
von binären auf ternäre Formen, und in geometrischer Fassung: „Soll eine 
Gerade eine ebene Curve nter Ordnung in einer Punktgruppe 
schneiden, welche eine besondere projectivische Eigenschaft 
besitzt, so erhält man die Gleichung der von der Geraden um- 
hüllten Curve in folgender Weise: Man stelle die Invariante 
der binären fn, deren Verschwinden die geforderte Eigenschaft 
aussetzt, symbolisch dar und ersetze jede in ihr vorkommende 
zweigliedrige Determinante (ab) durch eine dreigliedrige (abu), 
wo die u Liniencoordinaten und die a,b,... Symbole der gege- 
benen ternären Form bedeuten“ 

(Siehe etwa die Darstellung in Olebsch-Lindemann’s Vorlesungen, I S. 274 
u. flgde.) 

Beispielsweise erhält man als Gleichung der Curve dritter Ordnung a? = 0 
in Liniencoordinaten unmittelbar 

(abu)? (edu)? (acu) (bdu) = 0; 
ferner: „Die Geraden, welche eine Curve vierter Ordnung ak =0 nach har- 
monischem Doppelverhältnis schneiden, umhüllen eine Curve sechster Klasse: 
(abu)? (beu)? (cau)? = 0* u. s.f. 

Vgl. die Erweiterungen von Gundelfinger, Math. Ann. VI S. 16—22 (1872) 
und Study „Methoden“ II $ 19. 

Wegen anderer Uebertragungsprincipien siehe den Abschnitt über Com- 
binanten II. D, b. 
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hat. Um dies gleich für das ternäre Gebiet zu entwickeln, so sei ein System 
von invarianten Formen 9 einer Urform f = a! — 0" =... vom (m—I)ten 
Grade in den Coeffiecienten bekannt, durch welches alle anderen Bil- 
dungen des nämlichen Grades linear ausdrückbar sind. Es handelt 
sich darum, ein entsprechendes System für den nächst höheren 
Grad m zu finden. 

Die symbolischen Factoren einer Form @ sind von den dreierlei 
Typen by, cz, dx, ...; (beu), (bdu), (cdu)...; (bed), bee), ... 

Man ersetze jetzt A Factoren by, cx, ... durch resp. (bau), (cau), ..., 
und zugleich k Factoren (beu), bdu) ... durch resp. (bca), (bda), ..., 
und füge endlich den Factor an=+k) hinzu A+k=n). Für ein gege- 
benes Paar von „Moduln“ A, k kann man so eine ganz bestimmte Reihe 
neuer Formen d (vom Grade m) herleiten. Man zieht nun successive 
alle möglichen Combinationen in Betracht, indem man A+-k=1,2, ... 
nimmt, und sodann wieder in jeder einzelnen Gruppe k = 0, 1,2, .... 
Schliesst man alle verschwindenden und reducibeln Formen b aus, so 
ergiebt sich als Hauptresultat, dass sämtliche, aus dem „linear 
vollständigen“ Systeme der Formen @ vom Grade m— 1 durch 
obigen Process gewonnene Formen b vom Grade m wiederum 
ein linear vollständiges System bilden“. 

Wir wenden uns jetzt zu einer bemerkenswerten Weiterführung 
bezw. Vereinfachung der Clebsch-Aronhold’schen Symbolik, welche 
in neuester Zeit von Stroh*) angebahnt ist. Es geht dieselbe in praxi 
darauf aus, die Anzahl der symbolischen Factoren, aus denen sich eine 
Invariante aufbaut, möglichst zu reduciren. 

Wir beschränken uns dabei auf den vom Verfasser wirklich durch- 
geführten Fall des binären Gebietes**). 

It = (x +0x,"A=1;2,...) eine Urform nter Ordnung in 
symbolischer Schreibart, so ist es zuvörderst erlaubt, die Symbole a 
sämtlich einander gleich, etwa gleich der Einheit zu nehmen, ohne 
dass bei der Reconstruction der realen Bildungen eine Vieldeutigkeit zu 
befürchten ist. 

Versteht man jetzt unter 0 eine Covariante von f, vom iten Grade 
in den Coefficienten und vom. Gewichte g (und mit nur einer Reihe 
Veränderlicher), so genügt das Leitglied O,. von GC — als eine Form 


*) Math. Ann. XXXVI S. 262—303 (1890) $ 7 u. flede. 
”*) Bezüglich des ternären Gebietes siehe l.c. $ 12. 
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ter Ordnung der i (homogenen) Grössen a,, A,, ..., 4 — nur noch der 
1—i 

einen charakteristischen Differentialgleichung B ° — (, deren allge- 
ı=ı OA 


meinste ganz-rationale Lösung C, zu suchen ist. 
Die letztere ist aber nach Hesse“) sofort angebbar, sie ist nichts 
anderes, als die allgemeinste Form der i—1 Argumente 
a,—a, ,—A,..., 4—2,"”), 
von einer Ordnung g<.n. Ist y die Anzahl der willkürlichen Constan- 
ten einer solchen Form, so kann C, auch als Summe von y (linear un- 
abhängigen) gten Potenzen geschrieben werden, wie folgt: 


k=y 
0a, 2, 4) = ne x (Aka, + Agrd, + 4A iR di)®, 
==ı1 


wo 
Art Ag tx = (0. 
Dies Ergebnis lässt sich noch symmetrischer gestalten. 

Die einfachsten Lösungen unserer Gleichung, eben jene. i—1 Diffe- 
renzen a, —A,, A, —&,, ..., 3—a, können ersetzt werden durch ebenso- 
viele „Grundsymbole* y—=X a +4,23, + + (A —=0): 

„Um demnach die symbolische Darstellung für das Leit- 
glied einer Covariante von f zu haben, hat man nur aus g 
Grundsymbolen ein Product zu bilden, in welchem jedes Sym- 
bol a höchstens in der nten Potenz vorkommt.“ 

Offenbar sind die Clebsch’schen Klammerfactoren a,0%, — 0,4; ge- 





*) Journ. f. Math. XLII S. 117—124 (1851). 

=") An dieser Stelle erkennt man deutlich den Zusammenhang mit den 
Syzygien (siehe diesen Bericht S. 167), von denen aus der Verf. zu der im 
Texte geschilderten Symbolik gelangte. 

Um nämlich eine elementare Syzygie [fpby]li =0 auf ihre Richtigkeit zu 
prüfen, nimmt man die vier Formen f, 9, d,y als reale Potenzen linearer Formen 
an: f= (x— a), = (x— be, = (x — ce), y = (x — d)N4, und beschränkt sich 
bei, jeder Ueberschiebung auf das Leitglied. Dann ist z. B. zu setzen für 
GAR, (SH)! resp. (a —b)A, (ac) (ab). 

Die linke Seite der Syzygie [f,9, d,yJi wird zu einer Function F(a, b,c,d), 
Onaoc 
ab von den drei Veränderlichen: 

a—b=—b', a —c=—e, a -d=—d. 
Da aber gleichzeitig 
b—c=b—d, bD-d=b—d, ce —d=cd—d 
wird, so braucht man nur in der Function F a=0 zu setzen, um 
mit Leichtigkeit das identische Verschwinden von F einzusehen. 

Umgekehrt lässt sich aus jeder solchen identisch verschwindenden Function 
dreier Variabeln die entsprechende Syzygie herstellen. 

(VE11..078.:2743 


=() genügt. F hängt somit nur 


oF 
welche der Gleichung Zt nA 
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rade die einfachsten jener „Grundsymbole*: es hat keine Schwierigkeit, 
von der einen Symbolik zur andern überzugehen, und umgekehrt. 
Um ein Beispiel anzuführen, so schreibt sich die Covariante 


(ab)”’(ac) 2 N ae 


nunmehr in der einfacheren Gestalt (a+b—2e)’, welche nur ein Grund- 
symbol benutzt. 

Nimmt man die Ordnung n der Urform beliebig hoch an, sodass 
stets n >g, so gehen die Grössen C, in die sogenannten „Seminvarian- 
ten“ über, und es gilt daher der fruchtbare Satz: „Alle Seminvarian- 
ten vom Grade i und dem Gewichte g sind durch symbolische 
Potenzen (A, 2,—+-A,a,—+:--+-A;a;)8 linear ausdrückbar“*). 

In anderer Richtung hat sich eine Erweiterung der Symbolik auf- 
gedrängt, wenn es sich um Formen von solchen Variabelnreihen handelt, 
welche verschiedenen Substitutionen unterliegen. 

Unter ihnen spielen eine besondere Rolle die „Combinanten“, d.h. 
diejenigen Bildungen von p Urformen f gleich hoher Ordnung n, von r 
Variabeln x,, X,, ..., X,, welche bei linearer Transformation sowohl der 
x, wie der f, invariant bleiben. 

Hier führe man nach Stroh") Symbolenpaare a und « (b und ß etc.) 
ein, sodass immer erst n Symbole a zusammen mit einem Symbole « 
als Product vereinigt reale Bedeutung erhalten. 

Construirt man jetzt die Form 

Fe (84,5; + +05), 8%, +, + tar)”, 
so ersetzt diese eine Stammform die früheren f in dem Sinne, 
dass Combinante der f jede Form ist, welche in Bezug auf F 
Invarianteneigenschaft besitzt für beide Variabelnreihen &, x, 
und dabei die & nicht enthält. 

Study”**) hat diese Symbolik noch weiter ausgedehnt auf Combi- 


*) $ 10. Als eine unmittelbare Folge davon erscheint die Bestimmung 
der irredueibeln Seminvarianten von gegebenem Grade i und Gewichte g: ihre 
Anzahl ist gleich der Zahl ganzzahliger Lösungen der Gleichung: 

2a Hd ht... tie, = g— 2-11 
(ef. unten S. 198), aber auch die Bildungen selbst lassen sich symbolisch so- 
fort anschreiben. 

**) Math. Ann. XXII S. 393—405 (1883). 

Einer entsprechenden Symbolik hatten sich schon vorher Capelli und le 
Paige bedient für einfache Formen von mehreren Variabelnreihen, welche ver- 
schiedenen Substitutionen unterliegen; der erstere für eine quadratische Form 
von zwei binären Reihen (Batt. G. XVII S. 69—148, 1879), der letztere für 
mehrfach lineare Formen (Belg. Bull. (3) II S. 40—53, 1881). 

nr Meanoden....“ II 513. 
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nanten solcher Formen f, welche, ausser von den x, noch von den con- 


tragredienten u abhängen. 
Ein ganz ähnliches Prineip gilt nun auch, wie unschwer zu erkennen, 


für die complicirteren invarianten Bildungen von Urformen der Art: a ar 


u. s. f., welche die verschiedenen Variabelnreihen der x, £&, .... wirklich 


enthalten. 
Für den Fall, dass die letzteren dem binären Gebiet angehören, 
hat Gordan*) eine einfachere Symbolik — die sich mit nur einer 


Art von Symbolen begnügt — angegeben, über welche bereits auf S. 141 
berichtet ist. 

Endlich sei noch kurz erwähnt, dass die beiden Hauptsymbole der 
Lie’schen Theorie der Transformationsgruppen, das „Xf“ der infinitesi- 
malen Transformation und das „(X;X,)“ des „Klammerausdrucks“ von 
Study””), unserem Specialgebiet der projectiven Transformationen mit 
Erfolg angepasst worden sind, sodass sich dieselben bereits äusserlich als 
invariante Processe zu erkennen geben. 


RR ER RS 
Englische Richtung. 

Während den soeben geschilderten Bestrebungen ein einheitlicher 
Charakter eignete, bieten die verwandten, hier und da zerstreuten Er- 
scheinungen, wie sie vorzugsweise bei englischen Autoren der späteren ”**) 
Periode auftreten, eine Reihe sehr verschiedenartiger Momente dar. 

Man mag etwa drei Hauptgesichtspunkte unterscheiden: erstens die 
Versuche, die Ausdrücke der Formentheorie durch geeignete graphische 
Darstellungen der Anschauung näher zu bringen; sodann, in umgekehrter 
Richtung, die Charakterisirung unseres Arbeitsfeldes als eines Ausläufers 
der abstraeten (universalen) Algebra der „Matrices“; endlich die (sym- 
bolische) Verknüpfung der „Seminvarianten“ mit der Lehre von den 
symmetrischen Functionen. 

Sylvesterr) geht 1878 davon aus, dass der Aufbau der Structur- 


*) Math. Ann. XXXII S. 372—389 (1889). 

""), „Methoden .. .* 112810. 

***) Vor allem hat Cayley selbst, der ursprünglich die Symbolik begrün- 
det hatte, in seinen späteren Arbeiten das Rechnen mit den wirklichen Leit- 
gliedern und den erzeugenden Functionen bevorzugt. 

y) Am. J. I. 8.65—125 (1878). 

Vgl. dazu die Bemerkungen von Clifford ebd. S. 126—129; Malet, ebd. 
5.277— 282. Die wirkliche gegenseitige Zuordnung der beiderseitigen Dar- 
stellungen rührt von Clifford her. 
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formeln nach der neueren atomistischen Theorie mit der üblichen sym- 
bolischen Schreibweise der binären In- und Covarianten eine weitgehende 
Analogie aufweist. Setzt man die chemischen Elemente als binäre For- 
men an, wie folgt: 

ren. Oel 

Nasen. ra 
wo also die „Wertigkeit“ des Elementes der „Ordnung“ der Form ent- 
spricht, so sind die „gesättigten* Verbindungen Ausdrücke von Inva- 
rianten, die „ungesättigten“ solche von Covarianten. Beispiele für die 
ersteren seien: 

20 — (00')’, H,0 = (ho)(h’o), NO,H = (no)”’(no’)?(no’’)(o'’h), 
Stellt man also, wie in der Chemie, die Elemente durch Punkte, die 
gegenseitigen Bindungen (ho, u. s. f.) durch verbindende Striche dar, so 
ist damit ein Anschauungsbild für die binäre Invariantensymbolik ge- 
wonnen. | 

Die Anzahl der Striche zwischen den Punkten (i. e. der gebun- 
denen Wertigkeitseinheiten) wird zum Gewicht der bezüglichen Form: 
eine Invariantenbeziehung ist aequivalent mit der Möglich- 
keit einer Deformation der Bilder der verschiedenen Formen 
in einander. 

Sylvester”) macht davon eigenartige Anwendungen auf das Her- 
mite’sche Reciprocitätsgesetz, die Clebsch’schen associirten Formen 
u. a. mehr. 

Clifford”) hat 1879 das in Rede stehende Verfahren auf binäre 
Urformen übertragen, die in mehreren Variabelnreihen linear sind: ist 
z. B. (x, y, z) eine solche, so hat man als Bild der Invariante 

(xyz) (xyu) (zvw)Quvw) 
etwa ein Quadrat, von dem zwei Gegenseiten doppelt ausgezogen sind. 

Offenbar ist eine derartige Graphik vieler Modificationen fähig; eine 
der nächstliegenden ist diejenige für den Ausdruck einer binären Invariante 
in Differenzen der Urformwurzeln, Derselbe ist eine (symmetrische) 
Summe von Producten der Art: 

(x, RR 5. (&a-1— Xn)®; 
wo die Exponenten — 0, und die Grade in X,, X,, ...,xX, sämtlich ein- 
ander gleich sind. Man wird wieder jedes x durch einen Punkt, jede 
Differenz x; —x, durch eine beliebige Verbindungslinie zwischen x; und 


*) Siehe die Appendices zu der oben genannten Abhandlung Sylvester’s. 
**) Lond. M. S. Proc. X S. 124—129, 214—221; cf. Spottiswoode ebd. 
S. 204—214. 


13* 
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x; repräsentiren; in jedem der n Punkte laufen dann gleich viele Linien 
zusammen. So wird etwa 

X, iR OLE Haan DE a ER 
zu der Figur eines Quadrates mit den Diagonalen führen, von dem, wie 
oben, zwei Gegenseiten doppelt gezogen sind. 

Eine der wesentlichsten Fragen ist dann die nach der Redner 
tät”) des Bildes, d.h. ob sich das letztere nicht durch Ueberlagerung 
von Bildern geringeren „Grades“ erzeugen lässt. 

Petersen**) hat hiervon Gebrauch gemacht, um nicht nur den von 
Gordan”**) stammenden Satz nachzuweisen, dass man (bei gegebenem 
n) eine endliche Anzahl obiger Producte so bilden kann, dass alle 
andern Producte derselben Form sich aus den gebildeten durch Multipli- 
cation zusammensetzen lassen, sondern auch, um die wirkliche Bestim- 
mung jener durchzuführen. i 

Was die Unterordnung der Invariantentheorie unter die Algebra der 
extensiven Grössen angeht, möge zunächst das Beispiel einer Ueberschie- 
bung zeigen. Wenn etwa zwei binär-bilineare Formen gegeben sind: 

= 2,%y43: 0% 43%, 49%, Y,> 

Kae bu, xy 0,8 u; 70,8 Yı 705% 
und man will deren zweite Ueberschiebung bilden — die auch unab- 
hängigen Substitutionen der beiden Variabelnreihen gegenüber invariant 
ist —, so multiplicire man f mit ©, und unterwerfe dabei die binären 
Producte der „Einheiten“ x,, x,, Y,, y, den Gesetzen: 

,—% =y 1) =, =y,=-yy >|; 

in der That resultirt dann: 

dp)’ = 2,09 —%5d,, —2,,b,,+2,,b,,- 


Die Verallgemeinerung bietet ersichtlich keine prineipiellen Schwierigkei- 


”) Vgl. in dieser Hinsicht Buchheim, Lond.M. S. Proc. XVII S. 80—106 
(1856). Der sog. „Zerlegungssatz“ von Clebsch („Binäre Formen“ S. 257): 
„Jede Covariante einer binären Form fn kann in zwei Teile zerlegt werden, 
deren einer eine, von den fn—ı übernommene Bildung ist, während der andere 


den symbolischen Factor (ab)A enthält > en >)‘ folgt hier daraus, dass jedes 


geometrische Bild auf eine Summe von einfachsten Polygonen zurückgeführt 
werden kann. 

Kempe (ebd. S. 107—121) zeigt, wie durch geeignete Deutung identischer 
Relationen zwischen den Symbolen ein wirkliches Rechnen mit den geo- 
m Bildern der Invarianten ermöglicht wird. 

Er **) Acta Math. XV S. 193—220 (1891). Vgl. oben $. 148. 


**®) Siehe diesen Ber. S. 143. 
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ten. Ausführungen dieser Art finden sich bei Clifford”), wenngleich 
der Kern der Theorie bereits bei Grassmann”*) vorgebildet erscheint. 

Wir kommen schliesslich zu der, auf Grund der Theorie der sym- 
metrischen Functionen in die Theorie der binären Invarianten eingeführ- 
ten Symbolik. 

Das Leitglied C, einer Covariante einer Urform f, ist charakterisirt 
als eine isobare Form der Coefficienten a,, a,, A,, A,, ..., welche der 
Differentialgleichung | 


oC, oc oC 

eis a 0 5 ee ee () 

m, 0a, Br 0a, ri 0a, e 

genügt; CO, bleibt daher ein solches Leitglied für jede Urform höherer 
Ordnung fa+ız. fn+2; - - -- In diesem Sinne heisst C, eine „Semin- 


variante“ (Subinvariante) der beliebig fortgesetzten Grössenreihe a,, a, 


und 


32 . . 

Um die Unabhängigkeit der Seminvarianten von der Ordnung n einer 
Urform sichtbar zu machen, denkt man sich letztere nach steigenden 
Potenzen der Variabeln x entwickelt, und demgemäss die reciproken 


Wurzeln eingeführt: 


2» 


b 
Hat rt ARM... 


Dann gilt der folgende, von Mac Mahon ***) herrührende Fundamentalsatz: 

„Jede (ganze) symmetrische Function der Grössen a, ß, y, 
Ö, ».., welche „nicht unitär“ ist, d.i. dieselben von höherem, 
als ersten Grade enthält, stellt in Bezug auf die Coefficienten 
al Iibirorrd,r.nn eine: Seminvariante dar.“ 

Beispielsweise bestätigt man leicht, dass, wie weit man auch die 
Reihe a, ß, y, 6, ..... fortsetzen mag, stets die Relationen gelten: 

La’ — —(c—b), a —= —4(d—3be+2b°), ..., 

wo die rechts stehenden Klammerausdrücke bekannte Leitglieder von Co- 
varianten sind. 

Mac Mahon und Cayley bedienen sich daher einer „Partitionssym- 
bolik“ F), indem sie schreiben: 


EMLYG; 
=") Vgl. etwa die Darstellung in der Grassmann-Biographie, Math. Ann. 
XIV S.9 u. flgde. 
***) Am. J. VII S.26-—-47 (1884). Vgl. dazu Cayley, ebd.S.1—25, 59—73, 
Quart J. XX S. 212—213 (1884). 
7) Um eine Seminvariante gegebenen Grades | zu haben, hat man offen- 
bar nur noch die Zahl I auf alle möglichen Weisen als Summe von kleineren 
Zahlen („Partitionen“) darzustellen. 
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ea ee, 16552 aa anelee 

und übertragen nunmehr unmittelbar auf die Theorie der Seminvarianten 
die bekannten Verknüpfungsgesetze der symmetrischen Functionen*), die 
jetzt einfach lauten: 
l.m=(l+m)+(Im) l>m), 1.1=(2)+2.(l) (l=m), etc. 
Der hierauf sich stützende Algorithmus gewährt vor allem einen tieferen 
Einblick in den Zusammenhang zwischen den Syzygien. Jede solche Sy- 
zygie zwischen Covarianten, oder die ihr äquivalente zwischen den obigen 
Symbolen, ist der Keim einer unbegrenzten Reihe weiterer Syzygien, in- 
dem man z. B. das Symbol 552 successive überführt in 9552, 6992, 
7592: u.8% 

Mit Hülfe dieser Symbolik hat Cayley**) eine „erzeugende Function“ 


für die Seminvarianten hergeleitet: 
X 
(1—x)\(1—x’)(1—x*)...(1—X) ’ 
wo bei Entwickelung derselben nach steigenden Potenzen von x der Üoef- 
ficient von xY die Anzahl der linear unabhängigen Seminvarianten vom 
Grade j und vom Gewichte w angiebt. 

Die schwierigere Frage nach einer erzeugenden Function für die 
'„Perpetuanten“, d. i. derjenigen Seminvarianten, die sich nicht aus solchen 
niederer Grade ganz-rational componiren lassen, hat Mac Mahon***) mittels 
der nämlichen Symbolik gelöst; dieselbe nimmt die einfache Gestalt an: 

„31-1 

2.3:210308 
Cayley und Mac Mahon haben daraufhin ausgedehnte Tabellen für die 
Seminvarianten, Perpetuanten, sowie für deren Syzygien berechnet. 


1.0: 
Unsymbolische Invariantenprocesse. 


Wir werden im folgenden die hervorragendsten (Differentiations-) Pro- 
cesse durchgehen, welche auf invariante Gebilde ausgeübt werden, um 





Sylvester hat die in Rede stehende Partitionssymbolik zu seinen Prineipien 
einer universellen Algebra in Beziehung gesetzt, Am. J. V S. 79—137 (1883). 
Vgl. auch Am. J. VI S. 270—286 (1885), sowie Peirce, Am. J. IV S. 97—229 
(1881). 

*) Mac Mahon hat hierauf umgekehrt später eine neue Theorie der sym- 
metrischen Funetionen gegründet. Andererseits hat er die Symbolik des Textes 
auf Perpetuanten und auf gewisse lineare partielle Differentialoperatoren über- 
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aus ihnen neue zu erzeugen. Der besonders wichtige Fall, wo bei An- 
wendung einer solchen Operation der Wert Null resultirt, soll in dem Ab- 
schnitt über „Differentialgleichungen“ seine Besprechung finden (II. C,b,L); 
desgleichen die Ausübung von Differentialoperationen auf „Reeciprocanten 
und Seminvarianten,“ in den betreffenden Abschnitten (II. C, c, a; II. D, a). 
Diesen Processen kommt selbst an und für sich, oder doch wenigstens in 
einer gewissen Modification*), die „Invarianteneigenschaft zu, d.h. 
es hat das gleiche Ergebnis, ob man erst den Process ausübt und 
dann eine lineare Transformation der Variabeln, oder umgekehrt. 

Nach der historischen Entwickelung sind die Processe einzuteilen 
in solche, welche sich auf die Variabeln, oder auf die Coefficienten der 
Urformen, oder endlich auf die Coefficienten der Substitutionen beziehen; 
indessen erlauben ja diese drei Grössenarten die gemeinsame Auffassung 
als Coeffieienten von Linearformen. 

Es ist nicht wohl möglich, innerhalb des hier gebotenen Raumes 
auf die abstracte Bedeutung und die innere gegenseitige Verwandtschaft 
der einzelnen Operationen tiefer einzugehen; in diesem Betracht mag auf 
Study’s „Methoden“ und den ersten Teil von Gordan’s Vorlesungen, 
Band II verwiesen werden. 


EN TEA RER 
Der Aronhold’sche Process”*). 
Unter diesem Namen fassen wir alle Processe von der Form 


6) 
Du = lere 


zusammen, wo die p;, q; zwei cogrediente Grössenreihen sind, die also 
den nämlichen Substitutionen unterworfen werden. 

Wir betrachten zunächst den Fall, in dem die p, q die gewöhnlichen 
(Punkt-) Variabeln der Formen sind, und die Bezeichnung „Polaren- 
process“ die üblichere ist. 


”) So kommt beispielsweise noch nicht der linken Seite einer einzel- 
nen der n? Aronhold’schen Differentialgleichungen die Invarianteneigenschaft 
zu, wohl aber geeigneten Combinationen derselben. Cf. Study, „Methoden...“ 
S. 175. 

**) Ueber die Verwendung des genannten Processes zur Aufstellung ge- 
wisser „voller Untersysteme“ siehe S. 155, von Syzygien S. 165. Neuerdings 
hat Wiltheiss auf die Bedeutung hingewiesen, welche der Process behufs in- 
variantiver Gestaltung der Differentialgleichungen für 8-Functionen besitzt 
(vgl. etwa Math. Ann. XXXVII, bes. S. 25, 1890), und Hilbert hat gezeigt, 
wie man mit Hülfe des Processes allgemein zu vollen Systemen von Grund- 
formen gelangt (Gött. N. 1892, bes, 8. 6). 
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Während der Polarenprocess verhältnismässig früh in der projecti- 
vischen Geometrie auftritt und seitdem allmählich zur - Grundlage*) 
derselben geworden ist, ist es in der Formentheorie erst neuerdings 
gelungen, dem Polarenprocesse auch hier eine führende Rolle in dem 
Sinne zuzuweisen, dass sämtliche, sonst noch gebräuchlichen Differen- 
tiationsprocesse auf jenen nicht nur zurückführbar, sondern auch in ex- 
plieiten Formeln durch denselben algebraisch ausdrückbar sind. 

Wir nehmen da vor allem die sogenannten Reihenentwickelungen**) 
vorweg, welche dazu dienen, Formen mit mehreren cogredienten Variabeln- 
reihen auf solche von weniger Reihen zu reduciren: die einzelnen Glieder 
derartiger Entwickelungen sind Producte aus „identischen“ Covarianten 
(d. h. solche, die ausschliesslich von den Variabeln abhängen) mit Po- 
laren von den genannten einfacheren Formen. 

Gordan und Clebsch***) haben zuerst für binäre Formen derartige 
Reductionen vorgenommen; Clebsch”***) und Capellif) haben, nach 
zwei verschiedenen Richtungen vorgehend, das Problem allgemein be- 
handelt. 

Capelliff) gebührt aber das Verdienst, im Sinne der oben formu- 
lirten Forderung, den Polarenprocess überhaupt in den Mittelpunkt der 
ganzen Formentheorie gestellt zu haben. 

Dies trat bereits) bei der Behandlung der fundamentalen Aufgabe, 
die Anzahl aller linear unabhängigen Covarianten (eines Systems von Ur- 
formen) von gegebenen Grad- und Ordnungszahlen zu ermitteln, deutlich 
zu Tage. 

In seinen späteren Fffr) Arbeiten geht Capelli allgemein aus von n 





*) Vgl. z.B. Thieme, Math. Ann. XXVII S. 133—151 (1887). 
RER 
***) Gordan, Math. Ann. V S. 95—122 (1872). 
Clebsch, „Binäre Formen“ $ 7 (1872). 
“=, Gött. Abh. XVII S. 1—62 (1872). 
T) Siehe die Citate in II. ce, b,®. 

Während Olebsch verschiedenstufige Variabeln (Determinanten aus cogre- 
dienten Variabelnreihen) einführt, behält Capelli die Reihen von Variabeln der- 
selben Art bei. Die Formeln Capelli’s werden dadurch übersichtlicher ; anderer- - 
seits eignen sich diejenigen von Clebsch besser für geometrische Anwendungen. 
Vgl. die Anmerkung bei Capelli „Fondamenti ...“ (1882), S.3. Wegen der 
verwandten Untersuchungen von Deruyts siehe II.D, a. 

jr) Massgebend ist hierin die grundlegende Arbeit „Fondamenti...“ 
(1882). Im übrigen siehe II. c,b,d. _ 
fr) Siehe diesen Bericht S. 176, 177. 
_ rrrn Capelli hat seine vielfach zerstreuten Untersuchungen über diesen 
Gegenstand zusammengefasst in Math. Ann. XXXVII S. 1—37 (1891). Vgl. 
Nap. Rend. XXV S. 134—141 (1886); ebd. (2) IS. 110— 115, 236—242 (1887), 
Atti R. Acc. Nap. (2) I 17 S. (1887), Math. Ann. XXIX $S, 331-338 (1887). 
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Reihen von v homogenen Variabeln (x, %,; --, &), (Vi: Ya --» Yv); 
(Z, 5 Zy5 ».., Zy), ... und fragt nach den Gesetzen, durch welche die N — n? 


„elementaren“ Operationen Dyz, Dxy, Dyz, -:., Dyx, Dyy; Dyz; ... mit ein- 


yy> 
ander verknüpft sind. 

In erster Linie hat man das bekannte (von Clebsch herrührende) 
Gesetz, wonach der „Klammerausdruck* D;k Din — Dim Dix stets eine ein- 
fache lineare Function von Grössen D ist. Insbesondere ist, bei vier 
verschiedenen Indices, D;, mit Djm vertauschbar; desgleichen D;, mit 
17 Diaimit. Din“) 

Nennt man ferner die N Processe D in irgend einer Reihenfolge 
D,, D,, ..., Dn, so gilt der fundamentale Satz, „ 
D (die nicht nur durch ihre algebraische Zusammensetzung, sondern auch 


dass sich jede Form F der 


durch die Reihenfolge der operativen Factoren D in jedem Gliede be- 
dingt ist), in die Gestalt setzen lässt 


N [72 a9 @N [14 
— SCDa Da... DES, 


Es beruht das darauf, dass die Differenz zweier Producte, die aus den- | 
selben A Factoren D, aber in verschiedener Anordnung gebildet sind, eine 
lineare Function von Producten aus je nur A—1 Factoren D ist. 

Nunmehr wendet sich der Verfasser zu dem allgemeinen Problem, 
die allgemeinste Operation F zu bestimmen, welche mit jeder andern 
Operation derselben Art (also insbesondere mit jeder elementaren) ver- 
tauschbar ist. Dies Problem findet seine Lösung darin, dass F eine 
symmetrische Function der n Variabelnreihen wird, welche sich dar- 
stellen lässt als eine beliebige Form von n gewissen einfachsten, linear 
unabhängigen Operationen, denen jene Eigenschaft der Vertauschbarkeit 
zukommt. Diese letzteren sind z. B. im Falle n= 2 die beiden: 

Dr 12], DD ED. ZDsD,. 

Auf dieser Grundlage kann der Verfasser darlegen, inwiefern andere In- 
variantenprocesse auf die Operationen D zurückkommen. Es genügt, 
diese Aufgabe für den Fall der Cayley’schen Operation & — auf wel- 
cher alle Ueberschiebungsprocesse beruhen — zu lösen””); Qist in sym- 
bolischer Schreibart der Process: 


*) Auf einige wenige charakteristische Identitäten dieser Art lassen 
sich alle übrigen Beziehungen zwischen Polarenprocessen zurückführen. Das 
sind die charakteristischen Differentialgleichungen für die Po- 
laren. Vgl. Math. Ann. XXXVIS. 4. 


”*") Für zwei Reihen binärer Variabeln findet sich die betr. Formel be- 
reits bei Clebsch, „Binäre Formen“ 87. 
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6) 6) 
OX, OX, 
6) 6) 
RE EN en: d 
— — + a 
an Oyı öx, Öy, vw,’ 
ae Ö 
ov, Ovn 
um Dur 6) 
wo nachträglich rechter Hand jedes Glied —— tr —— ZU el- 
OX% Oyk Ov; 
setzen ist durch die nte Ableitung TEN 


Die Operation @ ist vertauschbar mit jeder elementaren D,.,, solange 
p und q verschieden sind, während das Product 
AQb=(xy...viQb (h>0) 
die einfachere Eigenschaft besitzt, mit jedem D,,, für gleiche und für un- 
gleiche p, q vertauschbar zu sein. 
Der gesuchte Zusammenhang“) zwischen Q und den Po- 
laroperationen wird durch die elegante Formel angegeben: 


| Dix en NR D;, | 1% A er, 

DEU DIR N 1 En 
OA 3 ur 37 D, ‚wo AR Yıaya y: s 

KIyar Dy ...n—1+D, VEN 


Jetzt lässt sich auch die oben erwähnte Operation F in übersichtlicher 
Weise aus Processen von dem Typus AQ zusammensetzen. 

Es sei noch erwähnt, dass man aus den N==n? elementaren Ope- 
rationen ein System von n—-1 solchen derart auswählen kann, dass 
sich durch dieselben jede der andern ganz-rational ausdrücken lässt. 

Auf die Untersuchungen des Verfassers über die lineare Unabhän- 
gigkeit von gewissen der in Rede stehenden Processe gehen wir nicht 
näher ein; beispielsweise kann zwischen den Potenzen einer und der- 
selben Operation D niemals eine lineare Identität bestehen. 

In anderer Richtung spielt der Polarenprocess bei der Gordan’schen 
Symbolik**) eine grundlegende Rolle. 

Der Einfachheit halber beschränken wir uns auf den typischen 
Fall einer binären Form mit einer Variabelnreihe x,,x,. Die Form f, 
welche von der Ordnung m—-n sei, wird als Product von zunächst zwei 





*) Weitere Darstellungsformeln giebt der Verfasser Atti d. R. Acc. di 
Napoli (2) I 17 S. (1888). 

*‘) Vorlesungen II $2. Für das ternäre Gebiet siehe Math. Ann. XVII 
S. 217—234 (1880). 
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(symbolischen) Factoren ar, bt aufgefasst. Die kte Polare f, der Va- 
riabelnreihe (y)=y,; y, bez. f resultirt, bis auf einen Zahlenfactor, als 
Coeffieient von A® in der binomischen Entwickelung (ax —+-Aa,)® (bx—+-Aby)", 
somit als eine Summe von k+1 „Gliedern* c,G,, wo c, eine rationale 
Zahl ist und 67 aus ayby entsteht, indem man beliebig p Factoren a, und 
(k—p) Factoren b, wegnimmt, und jeweils durch a, bez. b, ersetzt. 

Man hat nun den wichtigen Satz”), dass „nicht nur die 
Differenz zwischen zwei Gliedern, sondern auch diejenige 
zwischen der Polare selbst und einem ihrer Glieder stets den 
Factor (a,b,—a,b,)(x,y, —X*,y,) besitzt“. 

Die wiederholte Anwendung dieses Satzes, zugleich in seiner Erwei- 
terung auf mehr als zwei Factoren von f, führt zu dem prineipiellen Er- 
gebnis**), „dass sich jedes Glied einer Polare und damit jedes sym- 
bolische Product mit zwei Reihen Veränderlicher (x) und (y) 
in eine Summe von Polaren entwickeln lässt, die nach Po- 
tenzen von (x, y,—x,y,) fortschreitet“. 

Der Satz ist ausdehnbar auf Formen mit mehreren Reihen binärer 
Veränderlicher, desgleichen auf das ternäre Gebiet u. s. f. 

Wir gehen über zu der Ausübung des Aronhold’schen Processes 
auf die Coefficientencolonnen (Pp;), (4;), (Ti), ... der linearen (Punkt-) Trans- 
formation, einer Operation, welche in engstem Zusammenhange mit den 
Polaroperationen steht. In der That findet sich schon: bei Aronhold 
der allgemeine Satz, dass die Coefficienten der (nach den neuen Variabeln) 
entwickelten transformirten Urform Polaren der ursprünglichen Form sind, 
nur geschrieben in den „Substitutionscolonnen“ der (p), (q), (T), --- 

Als eine bedeutungsvolle Folge hiervon erscheint bei Gram***) der 
Umstand, dass man für eine homogene Invariante J (einer Reihe von 
Urformen von n Variabeln) ein System von n(n—1)}) charakteristischen 
Differentialgleichungen erhält, wenn man dieselbe in den transformirten 


*) Vorlesungen II S. 26. Der Satz stützt sich auf die Eigenschaften 
zweier „benachbarter“ Glieder, die dadurch auseinander hervorgehen, dass man 
in einem Factorenpaar ax by die Symbole a, b vertauscht. Pascal hat die Wir- 
kung dieses Processes, für den er ein eigenes Symbol einführt, noch weiter 
verfolgt (Napoli Rend. (2) I S. 200—207, 1887). 

Be) 82502: 

*##) Math. Ann. VII S. 230—240 (1874). 

Der angegebene Satz erscheint andererseits als directer Ausfluss aus der 
Definition der Invarianten, wonach sich die transformirte Invariante nur um eine 
Potenz der Substitutionsdeterminante von der ursprünglichen unterscheidet. 

7) Die n weiteren Gleichungen, die bei Aronhold noch auftreten, sagen 
nur aus, dass die Invarianten in den Coeffieientenreihen der Urformen homogen 
und isobar sind. 
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Coefficienten schreibt, wodurch J in J, übergehe, und nunmehr das Re- 
sultat der auf J, ausgeübten Polaroperationen D,, (p ungleich q) gleich 
Null setzt. 

Für binäre Formen hat Bruno*) gezeigt, wie man durch directe 
Umformung der üblichen Differentialgleichungen für die In- und Covarian- 
ten zu der obigen Gestalt gelangt. 

Wir wenden uns schliesslich zu derjenigen Modification des Aron- 


hold’schen Processes D,, = 2 wo die a;, b; die entsprechenden 


ga 
sAhil; 
Coeffieienten von zwei Formen f„, ©, bedeuten. 

Schon frühzeitig**) bediente man sich dieser Operation, um den 
Begriff und die Bildung der Invariante J einer Urform f, auf mehrere 
Urformen f), @n ete. auszudehnen. 

In seiner Anwendung auf Linearformen dient er bei Clebsch”"*) als 
Fundament der Symbolik, insofern er unmittelbar klarlegt, inwiefern die 
Invariante (einer Urform) vom nten Grade als simultane Invariante von n 
linearen Urformen geschrieben werden kann. 

So lange die Coefficienten b von den a völlig unabhängig sind, ist 
es sehr leicht, den Process Dya J == DJ wiederholt auszuführen: es ist 
dann nur eine directe „Iteration“ erforderlich, d. h. D’J wird in derselben 
Weise aus DJ abgeleitet, wie DJ aus J u. s. f. 

Das Letztere ist aber nicht mehr?) der Fall, sobald sich 
die b in irgend einer (covarianten) Abhängigkeit von den a 
befinden; man stellt dann, wie Gordan entwickelt hat, entweder Re- 
cursionsformeln auf, oder aber, was theoretisch vorzuziehen, man bedient 
sich gewisser Reihenentwickelungen. 

Der Aronhold’sche Process dient bei Gordan auch zur Begründung 
der „Combinanten“ Fr); J wird zur Combinante von f, ©, sobald DJ iden- 
tisch verschwindet, und umgekehrt. 

Die Erweiterung auf mehr als zwei Formen ist leicht zu vollziehen. 

Der Fall, dass auch hier wiederum Abhängigkeit zwischen den Ur- 
formen f, ®, ... herrscht, ist zur Zeit einer allgemeinen Discussion noch 
nicht zugänglich. 

Nur ein specieller, für die Geometrie wichtiger Fall ist im binären 


”) „Binäre Formen“ S. 152. 
=") Siehe diesen Bericht S. 82. 
=») Vo]. etwa die übersichtliche Darstellung in „Clebsch-Lindemann’s 
Vorlesungen I S. 183 u. flgde. 
7) Vgl. Gordan’s Vorlesungen II $ 5. 


+1 ec. $6. 
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und ternären Gebiete untersucht worden, nämlich der einer Urform f und 
einer solchen Covariante , dass man hat: 
Di=o Db=MLf, 
wo M ein constanter (sc. invarianter) Factor ist”). 
Ein speeieller Fall des Aronhold’schen Processes, „, 
process“, ist für den Aufbau der Invariantensysteme von Bedeutung ge- 
worden; man gelangt zu der „ersten“ Evectante von 9, indem man die 


der Evectanten- 


Form f als die reale wte Potenz einer Linearform annimmt, während ® 
in den meisten Fällen eine Invariante J wten Grades (einer Urform F) 
vorstellt. Symbolisch gestaltet sich die Ausführung einfach in der Weise, 
dass man der Reihe nach je eine der u Symbolreihen von J durch eine 
Variabelnreihe x ersetzt, und dann die Summe aller Glieder bildet”), 

Gordan”**) hat eine Anwendung hiervon auf die Differentialglei- 
chungen einer binären Invariante J gemacht, welche den letzteren eine 
direct formentheoretische Bedeutung beilegt. Die Gleichungen lassen sich 
nämlich so umformen, dass sie aussagen: 

„Die (n—1)te Ueberschiebung der Urform mit der ersten Evectante 
von J verschwindet identisch, während die nte Ueberschiebung die In- 
variante (bis auf einen Zahlenfactor) reproducirt.“ 

Umgekehrt lassen sich auf Grund dieses Satzes die Differentialglei- 
chungen unmittelbar aufstellen. 


Im (BED. 
Der Ueberschiebungs- und Q-Process. 

Auf dem Ueberschiebungsprocesse beruht wesentlich die praktische 
"Ausgestaltung der heutigen Formentheorie. 

Allgemein lassen sich die Ueberschiebungen definiren als diejenigen 
simultaninvarianten Bildungen zweier oder mehrerer Urformen von belie- 
bigen Variabelnreihen, welche in den einzelnen Coefficientenreihen je 
linear sind. 

Das “Folgende beschränkt sich der Anschaulichkeit halber auf ein- 
fache Fälle. j 

Hat man zwei, dualistisch sich gegenüberstehende Formen F,(x) und 
®,(u), so bilde man zunächst die kten Polaren von F und ® bezüglich 


v 


*) l.e. 8.74. Vgl. die Entwickelungen von Gundelfinger. Math. Ann. IV 
S. 164—168 (1871). 
**) ]. c. 8.128. Vgl. Study, „Methoden“ S. 41. 
“*) ]. ec. S. 129 u. flgde. Für ternäre Formen siehe Study, „Methoden“ 
S. 170 u. flgde. 
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zweier neuer Variabelnreihen (y), (v), und denke sich dieselben nach Po- 
tenzen und Producten der letzteren entwickelt. 

„Die kte Ueberschiebung von F über ® ergiebt sich hieraus, wenn 
man je zwei entsprechende Üoefficienten der gemeinten Entwickelungen 
mit einander und dem bezüglichen Polynomialeoefficienten multiplieirt”), 
und die Summe dieser Producte bildet.“ 

Die symbolische Schreibart gewährt die knappste Wiedergabe des 
geschilderten Verfahrens. Sind F„(x)=a", und ®,(u) =w” die gege- 
benen Formen, also ay=*a® resp. uy-*v, die kten Polaren, so hat man 
für die kte Ueberschiebung von F über ® den Ausdruck: 

(E-SD)e au a 
Man hätte diesen Ausdruck aber auch symbolisch so entstehen lassen 
können, dass man in dem Producte F® —=a"u” k-mal hintereinander 


ein Factorenpaar a,u, durch den „Klammerfactor* (aa) ersetzt hätte, oder, 
um mit Gordan””) zu reden: 

„Die kte Ueberschiebung zweier Formen 

Ka) ar; Pu) =uW 

geht durch k-malige Faltung des Productes F® hervor“. 

‘Es ist indessen für manche Untersuchungen zweckmässig, die in 
Rede stehende Ueberschiebung zu verallgemeinern. 

Um dies etwa am ternären Gebiete zu illustriren, so gehen wir jetzt 
von drei Formen mit den cogredienten (Punkt-) Variabeln (x), (y), (z) aus: 

R=.a, = bp, H, = ce, 





*) Führt man mit Clebsch und Sylvester „präparirte* Urformen ein, bei 
denen die Quadratwurzeln aus den Polynomialcoefficienten als numerische 
Factoren eingehen, so wird die Ueberschiebung direct die Summe aus den 
Producten je zweier homologer Coefficienten. Die Invarianteneigenschaft der 
Ueberschiebung deckt sich dann damit, dass die beiden Coeffiecientenreihen zu 
einander contragredient sind. 

”*) Vorlesungen II S. 33. 

Hat man im ternären Gebiete zwei Formen, welche neben den x noch die 


u enthalten: Un > 9,0 = bzup: so ist jede Ueberschiebung von f und 


» symbolisch dargestellt durch ab, (abu)” (apx)"arburuf, won -+r3-Hr; =r 
ist. u: 8.7. 
a 49 dg 
Hier bedeutet aa =3Ü1ßı + 3&ß2—+-as3ß;, (abu)=|b, b, b;| etc. 
U} Ug Ug 
Diese Ueberschiebungen kann man sämtlich durch „Faltung“ aus dem 
Producte fp hervorgehen lassen, indem man eine geeignete Anzahl von Malen 
die Factorenpaare Aaug, Dxüa, axbx , au, ersetztresp. durch a9, Da, (abu), (aßx). 
(Gordan, Math. Ann. XVII S. 217—233 (1881).) 


. 
7 
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und wenden auf das Product FGH k-mal den Process der „Faltung“ an, 
indem wir jeweils ein Factorentripel a,b,c, durch den „Klammerfactor“ 
(abe) ersetzen, so nennen wir das Ergebnis ebenfalls die „kte Ueber- 
schiebung“ der drei Formen: 

(EG, H)* = (abo)Har DEF Gu=k 
In der That lässt sich hieraus rückwärts durch symbolische Specialisirung 
der frühere Begriff (F, ®)* wiedergewinnen. 

Man nehme zuvörderst die Ordnungen p und q einander gleich, 
—y, an, und unterwerfe die Symbolreihen der b, ce der Bedingung, dass 
das Product b,c, eine alternirende Form derselben wird, d. h. dass alle 
Verbindungen der b, ce ausser den (b;ck —b£c;)—= a, verschwinden. 

Damit treten denn auch die y, z von selber nur in den analogen 
Verbindungen (y;2, — yx2) = u, ein, und das Product b,c, geht über in 
die Linearform u, (also bFc/ in u,), der Klammerfactor (abe) in (a2), 
und endlich (F, G, H)* in (F, D)K. | 

Die geschilderte Verallgemeinerung lässt nunmehr die innige Ver- 
wandtschaft zwischen Ueberschiebungs- und Q-Process mit Leichtigkeit 
erkennen. Um beim ternären Gebiete zu bleiben, so ist der @-Process 
hier in ausgeschriebener Gestalt: 


o O° oO? 5 O° 
gr.oy, Oz, Fady, Oz, = öx,0y,0z,  0x,0y,0z, 
o° oO’ 





zor.da Sucnde. 
Die Ausübung des @-Processes auf ein (symbolisches oder reales) Pro- 
duet arbPei liefert sofort npq (abe)ag=!bp=! cı=1, und die k-malige An- 
wendung desselben 
n! Dia g! ae 
ee N ee fe aeEihe oa ie 
EEE Te ar 
Es gilt somit der fundamentale Satz”): 
„Der Q-Process ist, angewandt auf ein Product arbbei..., 


bis auf einen Zahlenfactor, äquivalent mit dem Faltungspro- 
cesse, und die k-malige Iteration des Q-Processes ist in gleicher 
Weise äquivalent mit der kten Ueberschiebung“. 

Damit ist aber auch nach Früherem der Zusammenhang zwischen 
Ueberschiebung und Polarenprocess festgelegt. 


*) Vgl. die leicht zu verallgemeinernde Darstellung bei Gordan, Vor- 
lesungen II S. 22, 23. Vgl. auch Vivanti, Pal. Rend. IV S. 261—268 (1890). 
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An den Ueberschiebungsprocess lassen sich nun nach Gordan*) 
analoge Entwickelungen anknüpfen, wie an den Polarenprocess; das lei- 
tende Princip ist wiederum die Ausübung der Ueberschiebung auf zwei 
Producte symbolischer Factoren: das Resultat ordnet sich dadurch von 
selbst als eine Summe von Gliedern. Die Differenz zweier Glieder, wie 
auch die Differenz zwischen der Ueberschiebung und einem ihrer Glieder, 
ist durch gewisse Klammerfactoren teilbar. 

Daraus wird successive der Satz abgeleitet, dass „jedes Glied einer 
Ueberschiebung sich selbst durch eine Summe von Ueberschiebungen dar- 
stellen lässt“, und daraufhin schliesslich auch „jedes symbolische 
Product als Summe von einfachen (d.h. nur noch zwei Sym- 
bole enthaltenden) Ueberschiebungen“. 

Ausgezeichnete Beispiele von Ueberschiebungen sind die „Functional- 
determinante“**) von m Formen (mit m homogenen Variabeln), sowie 
als besonderer Fall derselben die „Hesse’sche Determinante****), wenn 
jene m Formen das ganze System der ersten Ableitungen einer und der- 
selben Form ausmachen. 

Die Auffassung der Ueberschiebung bei Stroh ‘als einer „Ver- 
knüpfung“ zwischen Grössen, und insbesondere die Fruchtbarmachung des 
„associativen“ Gesetzes für die Theorie der Syzygien (im binären Gebiete) 
haben wir früherf) kennen gelernt. 

Desgleichenfr) die fundamentale Eigenschaft ee ()-Processes, wie 
sie Gordan, Mertens, Hilbert verfolgt haben, dass man bei geeignet 
oftmaliger Wiederholung desselben aus einer beliebigen, homogenen und 
isobaren Form der transformirten Coefficienten eine Invariante der Urfor- 
men erhält. 

Die Untersuchung der Bedeutung des Verschwindens einer Ueber- 
schiebung ist die Quelle der Apolaritätstheorie geworden, die ihrerseits 
wiederum mit der der Combinanten auf das engste verwachsen istffY)- 

In anderer Richtung ist eben dieses Verschwinden einer (binären) 





*) Vorlesungen II $3. Math. Ann. XVII S. 217—234 (1881). 


“") Wegen der Beziehungen zwischen Functionaldeterminanten vgl. II.D,b. 
Eine Anwendung derselben trat schon bei der Herleitung von Syzygien hervor, 
siehe S. 165. 


“=, Bezüglich der Formen, deren Hesse’sche Determinante identisch ver- 
schwindet, vgl. II D, d. 
7) 8.166. 
TIANMIAT 
TEN Ay ELSLESDFEH, 


Il. C, b, 8. Der Ueberschiebungsprocess. 209 


Ueberschiebung neuerdings für die Theorie der linearen Differentialglei- 
chungen von Bedeutung geworden. 

Die Gleichung (f, 9) —=0 stellt bei festgehaltenem 9 eine lineare 
Differentialgleichung kter Ordnung (mit ganz-rationalen Functionen als 
Coefficienten) für die Form f(x,,x,) dar. 

„Aber auch umgekehrt ist es möglich, die linke Seite je- 
der vorgegebenen linearen Differentialgleichung kter Ord- 
nung von einer unabhängigen Variabelnx mit rationalen Coef- 
ficienten mittelst Homogenisirung als das Aggregat einer An- 
zahl von Ueberschiebungen einer Function f mit einer Reihe von 
Functionen o, p', @", ... zu schreiben.“ | 

Dies lässt sich, wie Waelsch in letzter Zeit gezeigt hat”), folgen- 
dermassen einsehen. In der vorgelegten Differentialgleichung 

PO) LQyKkY)r.. — 0 


5 
setze man x—=—-, so nimmt dieselbe bei Anwendung des Euler’- 
x 








schen Satzes über homogene Functionen die Gestalt an: 
Kl (r) oky 
r—0 Go BI 
wo die A Formen von einer und derselben Ordnung y bedeuten. 

Nimmt man nun symbolisch die Unbekannte y als eine Form a”(r—.n) 
an, so wird die linke Seite zur allgemeinsten Form in zwei cogre- 
dienten Variabelnreihen x,, x,; — a,, a,. Entwickelt man nach Clebsch 
und Gordan in eine Reihe, die nach Potenzen von a, fortschreitet, so 
geht die ursprüngliche Differentialgleichung in der That, wenn man noch 
n+v=m setzt, über in: 

Co Ko fc, (Om, Ha=i-c, (on fr? +. Da 0, 
wo die & beliebige Formen der bezeichneten Ordnungen, und die ce Zahlen- 
coeffiecienten sind, über welche man noch geeignet verfügen kann. 

Setzt man hier die unsymbolischen Ausdrücke für die einzelnen 
Ueberschiebungen ein, und macht schliesslich x, wieder gleich der Einheit, 
so gelangt man zur ursprünglichen Gleichung zurück. 

Die geschilderte „Normirung“ der linearen Differentialgleichungen 
dient vor allem dazu, specielle Typen derselben übersichtlich zu charak- 
terisiren: insbesondere erweist sie sich als vorteilhaft, wie Hilbert”*) an 


— (), 


*) Prag. Abh. 1892. S. 78—99. 
**) Dissert. Königsberg (1885), Math. Ann. XXX S. 15—29 (1887), XX VII 
S. 381—446 (1887). 
Perrin, S. M. F. B. XVI S. 82—100 (1888). 
Hirsch, Dissert. Königsberg 1892. 


Jahresber. d. Deutschen Mathem.-Vereinigung. 1. 14 
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einzelnen Fällen ausgeführt hat, wenn es sich darum handelt, die ganz- 
rationalen Lösungen einer solchen Gleichung zu ermitteln. 

So hatte schon Pick*) der gewöhnlichen Lame’schen Differential- 
gleichung die Gestalt erteilt: 

CE? 
wo 9, eine Constante, und das Product o,f mit der Oten Ueberschie- 
bung (9,, f)’ äquivalent ist. 

Ersetzt man hier die Formen o,, 9, durch 2m; Ym-4 (von den 
Ordnungen m, m—4), so hat man nach Klein**) die „allgemeine“ 
Lame’sche Differentialgleichung vor sich. Die letztere wird zur allge- 
meinen Differentialgleichung zweiter Ordnung, sobald man in der Form 
Om gewisse (reale) Linearfactoren einander gleichsetzt. 

Lässt man dagegen in der obigen allgemeinen formentheoretischen 
Gestalt der Differentialgleichung f eine wirkliche Form f, der Ordnung 
r(=Zn) bedeuten, so wird die linke Seite der Gleichung eine Form F,, 
von der Ordnung u=n-+v+-n—2n=y--nr—n. Es entspricht dann 
nicht nur jeder Form f,, eine Form F,, sondern auch „jedem linearen 
System von Formen f,, ein lineares System von Formen F,*. Waelsch***) 
gründet hierauf eine specifische Theorie von geometrischen Abbildungen. 


I chen: 
Substitution von nicht-homogenen Differentialquotienten. 

Haben wir soeben wahrgenommen, wie vorteilhaft es sein kann, 
eine Differentialgleichung auf eine (homogene) invariantentheoretische Nor- 
malform zu bringen, so erweist es sich auch umgekehrt für manche 
Zwecke als sachgemäss, z. B. behufs Bildung der Differentialgleichungen 
für die invarianten Bildungen, die Urformen und deren Differentialquo- 
tienten in nicht homogener Gestalt anzusetzen. 





: n 5 2 { 
Bei a5 + ') a, x"=l+...—+-a, eine binäre Urform, so bilde 


man sich die Grössenreihe: 
a RA NL, a 
s vap ara nn — 1), Are 
Dann hat Bruno 1880 den wichtigen Satz) aufgestellt: 


*) Wien Ber. Juli 1887 198. Math. Ann. XXXVII S. 139—143 (1891). 
Siehe auch Halphen, Trait& des fonct. ellipt. T. II 1888. 
**) Gött. N. März 1890, S. 85—95. 
nn Ann. XXXVIIL S. 144—152 (1891). 
m) 180) 
7) ©.R. XC S. 1203—1205, Journ. f. Math. XC S. 186—188, Am. J. III 
S. 154—164, Math. Ann. XVII S, 280—288 (1881). 
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„Vertauscht man in dem Leitgliede C, einer Covariante C 
von f die Coefficienten a, mit den fi, so geht vermöge dieses 
Processes C, in C über.“ 

Die Ausdehnung auf ein System von Urformen macht keine Schwie- 
rigkeiten. 

Die vorliegende Erscheinung ist, wie Hilbert“), der dieselbe weiter 
verfolgt hat, betont, die gemeinsame Quelle”**) einer Reihe von einzelnen Me- 
thoden Früherer: so der Cayley’schen Herleitung der Coefficienten von © 
aus dem Leitgliede C,, der Roberts’schen Rechnung mit den Leitgliedern, 
den Cayley’schen Differentialgleichungen für die In- und Covarianten. 

Letztere nehmen aber jetzt eine insofern einfachere Gestalt an, als 
sich ihre Anzahl auf eine einzige reducirt, vermöge des Satzes: 

„Jede ganze, isobare Function C, der einseitigen Deri- 
virten fi, ©, ..., vom Gewichte p, welche in jenen Grössen 
homogen resp. von den Graden g,Y,.... sei, ist eine simultane 
In- oder Covariante der f,o,..., von der Ordnung 

m=ng—+vy+-—2p, 
sobald sie der Differentialgleichung 








Pe oo. 
Ro RAR bl: 
90 NR 
REEL MR Aa eter er () 


genügt“. 


Der Grundgedanke des Beweises von Bruno ist folgender: Ist » eine Form 
der fi, so ergiebt die Mac Laurin’sche Entwickelung: 
2 


alas; 





Me 
Daun RC 


bedeutet, und die Klammern aussagen, dass hinterher x gleich Null zu setzen 
ist. Für die Covarianten einer binären Form f gilt aber nach Cayley eine 
ganz ähnliche Entwickelung; denn ist db eine BES mit den Coeffieienten 
Cl Cm, 80: hat man: 


eh h 9) 
wo ö den bekannten Differentiationsprocess ö = 5. + 
1 


x? 


1.3 ö’cm—+ .. 


Die Vergleichung beider Entwickelungen liefert aber sofort den Satz des Textes. 
Sylvester hatte den Satz, unabhängig von Bruno, gefunden, erkennt aber Am. 
J. II S. 357 die Priorität des Letzteren an. Vgl. auch Stroh, Math. Ann. XXII 
S. 402 (1885). 
”) Dissertation Königsberg (1885), Math. Ann. XXX S. 15—29 (1837). 
**) Giebt man in dem Satze des Textes der willkürlichen Variabeln x 
den Wert irgend einer Wurzel der Gleichung f=0, so erhält man einen Satz, 
den Brioschi mit Erfolg zur Transformation der Gleichung verwendet hat (Math. 
Ann. XXIX S. 327—330 (1887)). 





= = (Cm —- XöCm now 


14” 
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Eine der wichtigsten Folgen dieser Darstellungsart ist offenbar, dass 
jede Relation zwischen In- und Covarianten eines Formensystems in eine 
Differentialgleichung übergeht. Hilbert hat bemerkenswerte An- 
wendungen*) hiervon gemacht. 

Ferner ist man nunmehr weit eher als vordem in der Lage, In- 
und Covarianten für specielle vorgelegte Urformen auszuwerten. 

Eine weitere Vervollständigung erfährt die Theorie bei Hilbert, 
wenn man neben dem Processe D noch den weiteren A einführt: 


6) ) 
A == (nr zer are 9 or, — -) 


6, O 
+ lm Ho dag ++ 
Po Pı 
Die Ausübung des Processes A auf eine (isobare) Form der f; 
kommt einer Differentiation nach der Variabeln x gleich**). 

Zwischen den Operationen D und A nebst ihren Wiederholungen 
herrschen einfache Recursionsgesetze von der Art: 

DEAI — AlDE Le, Al-IDI-1 Le AD ..., 
AIDk — DEAI+d DEKA. 4,DEAI2..., 
wo die c, d numerische Factoren sind. 

Hierauf stützt sich eine Erweiterung des Begriffes der Covariante 
(und der Ueberschiebung). Eine (isobare) Form F der f;, @x, ... heisse 
eine Semicovariante vom Range r, wenn in der Reihe der Bildun- 
gen DF, D’F, ... die (r+1)te die erste identisch verschwindende ist. 
Zufolge der obigen Formeln besitzt dann F die Ordnung m-+r in x. 

Eine Semicovariante vom Range Null ist eine gewöhnliche 
Covariante (und umgekehrt). 

Es ist von Bedeutung, dass eine solche Form F vermöge der Pro- 
cesse D und A aus Covarianten erzeugt werden kann. 

Construirt man nämlich den Process: 


1 1 
= 1— ——- AD 2 [72 2 ae 
1 1.(m+2) Anh ISReTEERE): Wise 
so resultiren in den Bildungen [F], [DF], ..., [D’F] r+1 Covarianten, 


F®V, FW, ..., F9. „Dann ist die Semicovariante F vom Range r 


*) Math. Ann. XXX l.c. 8.21 u.folgde. Vgl. II.D,d. Vgl. oben S. 128. 

**) Dieser Satz hängt unmittelbar mit dem bekannten zusammen, wonach 
eine isobare Form der ai, welche den beiden Differentialgleichungen D=0, 
A= 0 genügt, eine simultane Invariante der f,9@,... ist. Nach dem Haupt- 
satze des Textes kann sie sich dann nicht ändern, wenn man die a; mit den 
fi vertauscht, und kann demnach auch als Form der fi die Variable x nicht 
enthalten. Ein entsprechender Satz gilt übrigens auch nach Mac Mahon für 
Reciprocanten, siehe II. C, c, 8. 
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darstellbar als das lineare Aggregat*): 
Kr m—-k)! 

Der Process [] spielt dabei die Rolle einer Verallgemeinerung 
der Ueberschiebung, und geht in letztere, nämlich in (f, p)P über, 
wenn man für die Form F das Product f, 9, substituirt. 

Perrin**) hat Sätze dieser Art auf das ternäre und höhere Gebiete 
ausgedehnt, und dieselben in Beziehung zu seiner Darstellung associirter 
Systeme gesetzt (siehe S. 157). 


II. 0, b, . 
Reihenentwickelungen. 
Specialisirt man die Capelli’sche Formel für den Zusammenhang 
zwischen Q- und Polarenprocess, indem man nur zwei binäre Variabeln- 
reihen X,, X,; Y,, y, zu Grunde legt, und wendet sie auf eine Form 


f(x; y) an, so erhält man diejenige Relation, auf welche Clebsch und 
Gordan***) ihre Reihenentwickelung der Form f(x; y) nach Potenzen von 
(xy)=X J,—-X,y, aufgebaut haben, nämlich 
ea (xy), 
wo die drei Processe A, D, & die Bedeutung haben: 
1 of of 1 of of 
(ng + =) n-ln+2): 
0 ( ADD Re ). 
Ku Nor Oyı. OY,ox, 

Da die Formen Df und Qf die y zu niedrigerer Ordnung enthalten, 
als f, so wird man bei wiederholter Anwendung von I schliesslich alles 
auf Formen in x,,x, allein zurückführen. Denn nach. gehöriger Zusam- 
menziehung kommt: 

II. f= ArDrf-+a, (xy)Ar=!Dr=19f+o, (xy)’Ar?DrQ°f- 
Die Reihe bricht beim Gliede Q"f von selber ab, da Q+If identisch 
verschwindet; die Formen Drf, Dr-1Qf, D"-?Q°f hängen allein von 


den x ab. 
„Diese Entwickelung von f nach Potenzen von (xy), wo 





L. t= ADf+ 


*) Hierauf beruht der Beweis von Hilbert über die Anzahl linear unab- 
hängiger invarianter Bildungen. Siehe diesen Bericht S. 170, 
**) S. M. F. Bull. XVI S. 82—100 (1888). 
”»#) Siehe Clebsch, „Binäre Formen“ 8 7. 
Gordan, Vorlesungen II S. 23. 


914 Bericht über den gegenwärtigen Stand der Invariantentheorie. 


die Coeffieienten Polaren von Functionen der x sind, ist eine 
eindeutige“*). 

Durch Vermittelung symbolischer Darstellung lassen sich die Glieder 
rechterhand auch als einfache Ueberschiebungen schreiben. 

Setzt man 

KB =DM=ah, E=> De10n= a 
E;, = DEF Ina 
so gehen die einzelnen Glieder der rechten Seite unmittelbar über in die 
nte, (n—1)te, (n—2)te, ... Ueberschiebung von E,,E,, E,,.... mit der 
Form (xy). 

Es ist aber ungleich zweckmässiger, die Urform f von vorn herein 
symbolisch anzusetzen: {= r"s!, wo dann immer erst geeigneten Pro- 
ducten .der Symbole r und s eine reale Bedeutung zukommt. 

Dann werden die Formen E direct”*) durch den Faltungs- 
process (sc. mit nachträglicher Gleichsetzung der x und y) 
gewonnen: 

un —- men Ele In nr 
Die theoretische Bedeutung der Reihenentwickelung liegt auf der Hand. 
Denn es folgt daraus, dass die Form f mit zwei Reihen cogredienter 
Veränderlicher, hinsichtlich des Systems ihrer invarianten Bildungen, 
vollständig ersetzt werden kann durch die Reihe der n—+1 Urfor- 
men E („Elementarcovarianten“ nach Gordan), welche nur noch 
von einer Variabelnreihe abhängen. 

Das Entsprechende gilt für eine Form f mit mehr als zwei Variabeln- 
reihen, indem man das geschilderte Verfahren genügend oft wiederholt. 

Man kann aber auch unmittelbar zu einer analogen Formel für eine Form 
f mit zwei ternären, ... Variabelnreihen (& , &,, ---); (N,> 995 --.) gelangen. 

Specialisirt man nämlich mit Clebsch***) f zu x@y?, und führt dann 
symbolisch die linearen Ausdrücke ein: 

EAN. I a a 
so geht die Differenz (xy) über in (res„—r,sg), und die Elementar- 
covarianten lassen sich ersetzen durch die Reihe: 





nen „man I, — rm—lan—Ifr.a __ 
vu ans (BES, En) 


*) Die Eindeutigkeit ist dabei so zu verstehen, dass es keine zweite 
Entwickelung nach Potenzen von (xy) giebt, bei der die Coefficienten Polaren 
von Formen einer Variäbeln wären. 

=") Gordan, Vorlesungen II 87. 

“*) Gött. Abh. XVII, insbes. 8.22. Vgl. Gordan, Math. Ann. V 8. 95—122 
(1872), wo zugleich Entwickelungen für die Polaren der „Elementarcovarianten“ 
gegeben werden. 
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Clebseh*) hat auf Grund dieser Entwickelung einer Form 178 


den fundamentalen Satz nachgewiesen, „dass man sich bei Auf- 
stellung des Systems von invarianten Bildungen, welches zu 
einer Reihe von Urformen in den Variabelnreihen (x, ... Xn), 
(Y1 ==: Ya)» (Z, »»- Zu), --. gehört, beschränken darf auf eine ein- 
fachere Reihe von Urformen, welche von jedem „Variabeln- 
typus“ der Art: 








X %k X 
X Xk 
X, Pk = vy ’ Pxı = |Ji Y)k Yl;,-- 
i k 
r Zi ‚2 22 


höchstens je eine Reihe enthält“. 

In der That gilt die soeben erwähnte Reihenentwickelung auch dann, 
wenn die &,n, zwei Reihen irgend eines und desselben „Typus“ vorstellen. 

Diese einfacheren Urformen, welche die ursprünglichen vollständig 
ersetzen, können ausserdem noch so**) gewählt werden, dass sie den 

0° 

OPpik ... Opiwr. .. 
Piwr ... Aualistisch sich gegenüberstehende Variabeln bedeuten, und die 
Summe sich auf alle Paare dieser Art zu erstrecken hat. Hat man also 
etwa Ta x und die contragredienten u, so ist die fragliche 
x 

Bei Gordan***) erscheint der Process der Reihenentwickelung als 
das weittragendste Hülfsmittel der symbolischen Rechnung. Wir erwähnen 


— (0) genügen, wo die Pikı-.-, 





Differentialgleichungen 3 


Summe einfach ® 


lc, 812, 

=) Forsyth hat neuerdings Quart. J. XXIII S. 102—158 (1888) für solche 
„reducirten Systeme“ eine Reihe von Beispielen durchgeführt, und dabei ins- 
besondere nach dem Vorgange von Clebsch constatirt, dass die Anzahl der in 
den reducirten Formen auftretenden willkürlichen Coefficienten genau überein- 
stimmt mit denjenigen der ursprünglichen Formen. 

Mertens hat reducirte Formen des quaternären Gebietes zur Aufstellung 
voller Systeme von Grundformen verwendet. 

(Wien. Ber. XCVII S. 691—739, 1889, sowie spätere Arbeiten ebda.) 

Gordan hat in seinem Programm, Anhang (1875), den Begriff des Reducirten 
noch weiter geführt. Man betrachte in der Determinante der Grössen (X,, X3,...,Xn), 
(Y1»Y25 ---»Yn); (Z15 293 »»+, Zn), ».. einige Reihen als willkürliche Variabeln, während 
die andern, wie beim Q-Process, symbolisch durch die entsprechenden Differential- 
quotienten ersetzt werden. Alle derartigen invarianten Aggregate, gleich Null 
gesetzt, stellen Differentialgleichungen dar, welchen die „redueirten Formen“ 
unterworfen werden können. Mertens macht von diesen Processen den wei- 
testen Gebrauch (l. c.). 

Capelli hat in seinen „Fondamenti“ (1882), ein System einfacher Polar- 
operationen an die Stelle der eben erwähnten gesetzt, desgleichen Deruyts in 
seiner „Theorie generale des formes alg.“ (1891). 

=) Entsprechendes gilt von den ternären Entwickelungen Study’s, 
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ad 


hier etwa die Methode, die linear unabhängigen (oder „asyzygetischen“) 
Covarianten, vorgegebenen Grades, von einer Urform zu berechnen; die 
Darstellung der Covarianten in den Wurzeln der Urform, den Beweis des 
Hermite’schen Reeciprocitätsgesetzes, sowie den Nachweis für den Fun- 
damentalsatz der Symbolik, dass jede Covariante als Aggregat von sym- 
bolischen Producten vorgeschriebener Gestalt geschrieben werden kann. 

Mit der Ausdehnung der Clebsch-Gordan’schen Reihenentwicke- 
lung auf Formen mit mehreren cogredienten Reihen von n Variabeln hat 
sich insbesondere Capelli beschäftigt. 


mn 


Für eine ternäre”) Form etwa, mit drei Reihen: f(x; y; 5 kommt, 

wenn (xyz) die Determinante der x, y, z ist: 
mug, 2478 

u FI 

Hier sind die @,, Covarianten, welche nur die x, y enthalten; sie 
entstehen aus f in der Weise, dass 

ow=2k DEDE DI, Dr Set, 
[0] 

wo die k numerische Factoren bedeuten, o innerhalb gewisser Grenzen 
varürt, und die Exponenten ı in bestimmter Ärt durch die Zahl o be- 
dingt sind. 

In seinem ersten Beweise*) bedient sich Capelli der Aronhold’- 
schen Symbolik. Indem er von dem Specialfalle 1I—= 1 ausgeht, setzt 


er zunächst die Zerlegung an: 
nen 


f(x; y;2) = arbyz = Du9-+Dy„%+-(xyz) (abe)H, 
bei welcher die Formen ®, %, H die Variable z nicht mehr enthalten. 

Die Untersuchung des diophantischen Gleichungssystems zwischen 
den Exponenten der symbolischen Factoren ax, ay, Dx, by, Cx, €, in © 
und & zeigt, dass letztere zwei Formen sich je aus einer bestimmten An- 
zahl linear unabhängiger zusammensetzen, welche direct aus der Form 
ax byxc, durch Polarisation nach den y hervorgehen. 

Hieraus leitet man successive die oben angegebene allgemeine Formel 
her, indem man beide Seiten der Darstellung für ax b,c, mit weiteren Fac- 
toren ce, multiplieirt, 

Der Verfasser hat seitdem fortgesetzt an der Vereinfachung des Be- 
weises gearbeitet””). Es hat sich ihm allmählich ergeben, dass der Satz 





*) Capelli, Batt. G. XVIII S. 17—34 (1880). 
**) „Fondamenti* 1882; Rend. Pal. I S. 1-6 (1886); 
Math. Ann. XXXVII S. 1—57 (1891); 
Rend. Acc. L. VII S. 161—167 (1891), ebd. S. 3—9 (1892). 
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selbst nicht sowohl der Formentheorie, als der abstracten 
Theorie der Polarenprocesse D als solcher angehört. (Siehe 
oben 85. 200—202.) Als Hauptmomente des neuesten Beweises treten 
auf: erstens, dass die Differenz zwischen zwei Producten aus denselben A 
Operationen D, welche sich nur durch deren Reihenfolge unterscheiden, 
aus Producten von weniger Operationen D linear componirbar ist, sodann 
die lineare Unabhängigkeit zwischen gewissen derartigen Producten, end- 
lich die Zurückführung des Q-Processes auf Processe D. 

Ein besonders oft zur Verwendung kommender Unterfall der Ent- 


wickelung von f(x; ne 2) (um beim ternären Typus zu bleiben) ist der- 
jenige, welcher entsteht, wenn n=1 und zudem die y,z nur in den 
Yk 2x 
Yu] 
von den Variabeln x und deren contragredienten u abhängt. Clebsch 
nennt dann f einen „Connex“ *®). 

Diese Connexe f erlauben eine direetere Behandlung, wie Gordan”“) 
schon 1872 auseinandergesetzt hat; f lässt sich in eine endliche Reihe 
nach Potenzen von u = u,x,+4U,%,—+-u,x, entwickeln, derart, dass die 
Coefficienten „Normalconnexe“ werden, d. h. solche, für die eine gewisse 
Zwischenform identisch verschwindet. 

Um dies klar zu machen, folgen wir der Darstellung bei Study 

Ist f symbolisch gegeben durch a®u?, so ergeben sich durch Fal- 


tung: A,f=(aa)ar kun (k=1,2,...), d.s. die einfachsten Ueber- 


Verbindungen u; = auftreten, d.h. wenn die Urform f nur 








u 


schiebungen von f; verschwindet insbesondere Af identisch, so heisst f 
ein „Normalconnex“. 

Es wird zuvörderst nachgewiesen: 

I. „dass jeder Connex mit den Ordnungszahlen m, n eine (in den 
Coefficienten von f) lineare Covariante mit den nämlichen Ordnungszahlen 
besitzt, welche ein Normalconnex ist“. 

In der That stellt das Aggregat: 

Il. G,=f-+a, u,Af-+a, gAT+--- 
für irgend welche (rationalen) Zahlenfactoren a eine lineare Covariante 
von f mit den Ördnungszahlen m, n dar. 

Hier lassen sich die a vermöge Recursion eindeutig so bestimmen, 
dass AG, = 0, also G, ein Normalconnex ist. 

*) Gött. N. 1872 S. 429—449, Math. Ann. VI S. 205—215 (1872). 

Vgl. Clebsch und Gordan, Math. Ann. I S. 359—400 (1869). 


**) Math. Ann. V S. 95—122, bes. $$ 4, 5. 
”) „Methoden“ II 83. 
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Der hiermit bewiesene Satz I wird jetzt der Reihe nach, genau wie 
auf f selbst, angewendet auf die Bildungen Af, A°,...., wodurch die 
„Elementarconnexe G,, G,, G,, ... erzeugt werden. 

Nunmehr setzt man in ähnlicher Weise das Aggregat an: 

I. G+b,.6 +b,%60,-+--- 
und sucht dasselbe durch geeignete Bestimmung der Zahlencoefficienten 
b mit der Urform f zu identificiren. Das gelingt wiederum auf nur eine 
Art, insofern die b; durch Auflösung eines linearen Gleichungssystemes 
berechnet werden. 

„Somit lässt sich jeder Connex f(x; u) in eine, nach Potenzen von u, 
fortschreitende Reihe entwickeln, deren Coefficienten Normalconnexe sind*. 

Zugleich wird dem Beweise selbst die wichtige Folgerung entnom- 


men, dass die Coefficienten der Elementarconnexe G;, — bis auf die Be- 
schränkung, welche ihnen durch das Bestehen der Bedingungen AG; = 0 
auferlegt wird — von einander unabhängig sind, 


Study hat die Theorie solcher Reihenentwickelungen durch Herein- 
ziehung der Dualität noch übersichtlicher gestaltet. 

Nennt man mit Rosanes*) zwei Connexe f—= a"u", g —= b’un 

IE Ar: x 


„eonjugirt“, wenn die simultane Invariante 
—— Y 
[f, 8] Ta an b, 
verschwindet, so zeigen die Reihenentwickelungen (nach Elementarcon- 
nexen) zweier Connexe mit den ÖOrdnungszahlen m, n bez. n, m die 
merkwürdige gegenseitige Zuordnung, „dass jedes Glied u!G;, der einen 
x 
Reihe conjugirt ist zu jedem Gliede u®G, der anderen Reihe, mit Aus- 


nahme des Falles, wo die Indices i, k einander gleich sind. 

Ganz ähnliche Sätze gelten für die Reihenentwickelungen für Formen 
mit zwei cogredienten Variabelnreihen. | 

Study hat ferner nachgewiesen, dass die erörterten Entwickelungen 
ihre wesentlichen Eigenschaften beibehalten, auch wenn der vorgelegte 
Connex f nicht mehr ein allgemeiner, sondern selbst ein normaler ist**), 

Derselbe Verfasser hat endlich, vermöge eingehenden Studiums der 
durch die Substitutionscoefficienten repräsentirten Mannigfaltigkeit und ge- 
wisser in ihr enthaltenen invarianten Untergebiete, den Reihenentwickelun- 
gen eine geometrische, oder besser gesagt, begriffliche Bedeutung unter- 
gelegt***). 





») Of. II.D,b. 
“ei ]son. ITS 8, 
=#9) |, c, 11 812. 
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I. jGa b}ee: Ä 

Substitution von homogenen Differentialquotienten. 

Sylvester hat, wie in der Einleitung hervorgehoben ist“), durch 
Substitution der ersten Differentialquotienten einer Form G(u) an Stelle der, 
mit ihnen cogredienten Variabeln x in eine Form F(x), eine simultan- 
invariante Bildung erzeugt. War insbesondere F(x) bereits eine Co- 
variante, G(u) eine Contravariante von vorgelegten Urformen, so lieferte 
der Process eine neue Üontravariante. 

In neuerer Zeit hat Sylvester”) noch ein anderes Princip ange- 
geben, um aus zwei invarianten Bildungen eine dritte abzuleiten. Das- 
selbe verdient vor allem hinsichtlich seines Ursprunges Beachtung, inso- 
fern ihm eine einfache Beziehung zu Grunde liegt zwischen der Sub- 
stitutionsgruppe der Variabeln x und der hierdurch inducirten Substitutions- 
gruppe der Üoeffieienten a einer Urform. 

Um diese Beziehung deutlicher hervortreten zu lassen, wird die 
Urform zuvor „präparirt*"""), d.h. die Coeffieienten a werden mit den 
Quadratwurzeln aus den bezüglichen Polynomialcoefficienten als numeri- 
schen Factoren ausgestattet. „Dann induciren zwei „reciproke“ 
Substitutionen der x stets auch zwei reciproke Substitutionen 
der a.“ Hat man nunmehr wiederum eine Covariante F (x) und eine Con- 
travariante G(u), so ersetze man die Grössen a innerhalb F(x) durch die 


Differentialquotienten a zugleich die x durch die u, so gelangt man 
dadurch ebenfalls zu einer neuen Contravariante. 

In ähnlicher Weise kann man auch aus zwei Covarianten eine neue 
Covariante erzeugen. 

Der geschilderte Substitutionsprocess lässt sich aber auch auf die 
Leitglieder von Formen F(x), G(u) übertragen. Setzt man in einem 
derselben statt der a die entsprechenden Ableitungen des andern, so ge- 
winnt man ein neues Leitglied einer Covariante resp. Contravariante. 

Während Sylvester den oben mitgeteilten Hülfssatz successive für 


das binäre, ternäre, ... Gebiet nachweist, hat Lipschitzf) einen directen 


”) Siehe oben S. 85, 86. 
*#) Journ. f. Math. LXXXV S. 89—114 (1878). Vgl. auch oben S. 103. 
”##) Diese „präparirten“ Coefficienten treten übrigens bereits bei Clebsch 
auf, Gött. Abh. XVII. S. 14 (1872). 
7) Am. J. IS. 386— 346 (1878), vgl. die Bemerkungen von Sylvester 
dazu, ebd. S. 341—343. 
Einen einfachen symbolischen Beweis für den Satz über die transponirten 
Substitutionen hat le Paige gegeben, Math. Ann. XV S. 206—210 (1879). 
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Beweis gegeben. Er bringt dabei den fraglichen Satz in unmittelbare 
Beziehung zu einem ähnlichen, der die Verwandtschaft zwischen Variabeln- 
und Coefficientengruppe von anderer Seite her ergänzt. Es zeigt sich 
nämlich, „dass auch zwei „transponirte“* Substitutionen der 
einen Art zwei transponirte der anderen Art bedingen“. 

Study”) hat den letzteren Satz auf Connexe ausgedehnt, und einige 
Folgerungen daraus gezogen, welche das Dualitätsprincip als den inneren 
Kern derartiger Erscheinungen erkennen lassen. 


mn 
„Denkt man sich nämlich neben einem ersten Connex f(x, u) einen 


n m 


zweiten @(x, u) mit vertauschten Ordnungszahlen, und ebenfalls in prä- 
parirter Form geschrieben, dann sind die beiderlei Subatıkplion samt EaiE 
der Coefficienten zu einander transponirt. * 

In der That, bezeichnet man die beiderlei Coefficienten mit a,b, 
die transformirten resp. mit a’, b’, so ist das Aggregat ab — Xa’b', d.h. 
Yab ist eine identische Covariante, gerade wie es Ixu ist”*). 

Hieraus ergiebt sich weiter, dass, wenn F irgend eine Function der 


oF | 
a bedeutet, die Grössen —— zu den b cogredient sind. 


0a 


Darauf stützt sich die Einführung des Evectantenbegriffes bei 


el 
Connexen; man hat nur die —— geradezu an Stelle der b einzusetzen. 


0a 
Die Evectante ist dann von selbst wiederum eine präparirte Form. Der 
Evectantenprocess lässt sich wiederholen: die Coefficienten der kten Evec- 
tante sind die partiellen Ableitungen kter Ordnung des Connexes F. 


1 
Differentialgleichungen. 

Dem Anteil, welchen Aronhold, Sylvester, Cayley, Brioschi, 
Betti an der Aufstellung der Differentialgleichungen für die Invarian- 
ten einer oder mehrerer Urformen genommen haben, ist in der Einlei- 
tung”*””) Beachtung geschenkt worden. Die Fortschritte, welche in der 





a „Methoden“ S. 36 u. flgde. Vgl. dazu die Bemerkungen S. 203. 

2 Offenbar lassen sich sowohl die alten, als die neueren Entwickelungen 
Sylvester's über Ersetzung von Differentialquotienten an Stelle von Variabeln 
resp. Coefficienten übertragen auf den Fall von irgend zwei, dualistisch sich 
gegenüber stehenden Variabelnreihen psy1> » ++» Pyyrp> »--, denn die Summe 


Pig» ++ Popp» Ist wiederum eine nneehe Covariante u. s. f. 


wer) S, 87, 
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neueren Periode erzielt worden sind, beziehen sich vorwiegend auf die 
innere Bedeutung, den gegenseitigen Zusammenhang und die daraus flies- 
sende Reduction jener Gleichungen. 

Nachdem Clebsch die Notwendigkeit begründet hatte, behufs Bil- 
dung der Invarianten eines Systemes von Urformen mit mehreren Varia- 
belnreihen die Unterdeterminanten pik, Pix, - - . der aus n derartigen 
Reihen zusammensetzbaren Determinanten als selbständige Veränderliche 
einzuführen, erhob sich zunächst die Aufgabe, die Differentialgleichungen 
der Invarianten einer Urform f(x ,X,, ...,x„) dahin zu modificiren, dass 
sie nunmehr für eine invariante Bildung von f gelten, welche ausser von 
den x und den contragredienten u auch noch von jedem Zwischen-Varia- 
belntypus Pix, Pikı; - - - Je eine Reihe enthalten darf. 

Allgemein ist die bezeichnete Aufgabe erst neuerdings von Forsyth*) 
gelöst worden. 

Indem er nach dem Vorgange von Lie von einer infinitesimalen 
Substitution der x ausgeht, d. i. einer solchen, deren Coefficienten sich 
von denen der „Einheitssubstitution*“ x; —=X; nur um unendlich kleine 
Grössen 5 unterscheiden, berechnet er die Aenderungen, welche jene Unter- 
determinanten p;x, Pikı; - - „, U, Sowie die Coefficienten a der Urform hier- 
bei erleiden. Es brauchen zu diesem Zwecke nur die ersten Potenzen 
der 6 berücksichtigt zu werden. 

Beispielsweise ergeben sich so für die invariante Bildung J einer 


quaternären Form 1037 Ira: x) mit den Coefficienten A;xım sechs lineare 


27 
partielle Differentialgleichungen von dem Typus: 


ar i—1,k-+1,1.m OAıkım ein Ox, Pı4 OP, P3 1 Ö 2 Ö 


23 2 

Es hat auch keine prineipielle Schwierigkeit, auf diesem Wege Ur- 
formen zu berücksichtigen, in welche die x, Pix, Pikı; -.., u sämtlich 
oder teilweise eingehen. 

Die von Clebsch”*) festgestellte Thatsache, dass die n? Aronhold’- 
schen Differentialgleichungen für eine absolute Invariante ein vollständiges 
System bilden, d. h. dass die Anwendung des Klammerprocesses immer 
nur auf lineare Combinationen der alten Gleichungen führt, erscheint 
vom Standpunkte der allgemeineren Lie’schen Theorie in sehr durchsich- 
tigem Gewande. 

Denn während die Differentialgleicehungen der Invariante 


*) Lond. Proc. XIX. 8. 24—46 (1888). 
**) 8, 97, 
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einfach aussagen, dass die letztere die sämtlichen infinitesi- 
malen Substitutionen der Variabeln (oder auch der Coeffi- 
cienten) gestattet, deckt sich die Eigenschaft des „vollstän- 
digen Systems“ damit, dass die Substitutionen eine Gruppe 
bilden. 

Study”) hat diesen Zusammenhang für die projectiven Invarianten 
des näheren verfolet, und hat daraufhin insbesondere nachgewiesen, dass 
gewissen Zusammenfassungen der Differentialgleichungen eine unmittelbare 
formentheoretische Bedeutung, nach symbolischer wie nach unsymbolischer 
Richtung hin zukommt. Gordan hatte das, wie schon früher bemerkt**), 
für das binäre Gebiet geleistet. 

Bei Study*“*) wird zuvörderst eine lineare Transformation der x 
durch eine in den x, u bilineare Form T repräsentirt. Weiterhin wird 
— etwa im ternären Gebiete — die Mannigfaltigkeit der Formen T ab- 
gebildet auf einen linearen Punktraum R von 9—1==8 Dimensionen: 
dieser Raum R wird infolgedessen durch eine achtgliedrige Gruppe trans- 
formirt. 

Der identischen Transformation u, entspricht ein „invarianter“ Punkt, 
der Einheitspunkt: desgleichen entspricht der Gesamtheit der Transfor- 
mationen T’ von verschwindender Discriminante eine lineare siebenfach 
ausgedehnte Mannigfaltigkeit R’. 

Jede infinitesimale Transformation bildet sich ab mittels einer „Ge- 
raden“ in R, welche durch den Einheitspunkt geht. Bestimmt man 
nun diese Gerade durch ihren Schnittpunkt mitR’, so hat man 
damit jeder infinitesimalen Transformation eine bestimmte 
endliche T’ von verschwindender Discriminante eindeutig um- 
kehrbar zugeordnet, und hat zugleich in der Bilinearform T 
ein Symbol für die infinitesimale Transformation. 

Auf diesem Wege gelangt man zu einer durchsichtigen symboli- 
schen Schreibart für die Differentialgleichungen der Invarianten J einer 
Urform £. 

Die unsymbolische Bedeutung der Gleichungen ist dann dadurch aus- 
gedrückt, dass die Evectante J’ von J zu einer gewissen simultanen Co- 
variante von J und f Veranlassung giebt, die sich von dem Producte 
Fu, nur um einen Zahlenfactor unterscheidet. 

Bei Sätzen dieser Art haben übrigens die ganz-rationalen Invarian- 


*) „Methoden...“ II $ 18. 
**) Siehe oben S$. 205. 
FM) 20 D- 
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ten nichts Ausgezeichnetes mehr; an deren Stelle darf auchneine_ratio- 
nale, resp. algebraische, resp. analytische Invariante treten. 

Es drängt sich nunmehr die andere Frage auf, auf welche Mini- 
malanzahl von unabhängigen Gleichungen das ganze System von n? Diffe- 
rentialgleichungen reducirt werden kann. 

Die gemeinte Minimalanzahl von Gleichungen muss dann die Eigen- 
schaft haben, dass man durch wiederholte Anwendung des Klammerpro- 
cesses alle übrigen Gleichungen des Systems erhält. 

Aus der oben berührten Darstellung der infinitesimalen Substitutio- 
nen durch bilineare Formen mit verschwindender Diseriminante kann 
aber gefolgert werden, dass die gesuchte Minimalanzahl gleich on ist. 

Eine andere Methode der Reduction rührt von Kronecker””) her. 
Kronecker setzt die allgemeine lineare Substitution von n Variabeln aus 
einer Reihe einfacherer zusammen, sodass die Reihenfolge der letzteren 
mit der Ausübung der ersteren äquivalent ist. Als derartige einfachere 
Substitutionen nimmt man zweckmässig solche, bei denen sich die Trans- 
formation nur auf zwei Variable erstreckt, und hier insbesondere wieder- 
um solche, bei denen sich dieselben nur um constante Factoren ändern. 

So gelangt man beispielsweise zu m—2 „einfachen Decompositions- 
systemen“ mit numerischen Coefficienten: die 2n—2 entsprechenden 
Differentialgleichungen, die der Reihe nach aussagen, dass eine Invariante 
bei jeder einzelnen der 2n— 2 Substitutionen unverändert bleibt, ersetzen 
das Aronhold’sche System der n? Differentialgleichungen vollständig. 

Für absolute Invarianten hat zu jenen 2n —2 Gleichungen noch eine 
weitere hinzuzutreten. 

Kronecker hebt selbst hervor, dass seine Gleichungen ohne ”**) An- 
wendung irgend welcher Symbolik erlangt worden sind; ferner, dass bei der 
Charakterisirung der Invarianten keine einzige jener 2n—2 resp. 20 —1 
Gleichungen entbehrt werden kann, sowie endlich, dass eben die von 
ihm ausgeführte Reduction der n? ursprünglichen Gleichungen auf 2n—1 
vollständigen Aufschluss giebt über die zwischen den n? Gleichungen 


”) Vgl. dazu die Bemerkungen von Kronecker, der die genannte Erschei- 
nung auf einen substitutionentheoretischen Satz zurückführt. Berl. Ber. 1889 
S. 504. 

”*) Berl. Ber. 1889. S. 349—862, 479—505, 605— 614. 

Die verwandten Betrachtungen von Deruyts sind bei der zusammen- 
hängenden Darstellung im Abschnitte über Seminvarianten II. D, a zur Sprache 
gebracht. 

*=#) Das Gleiche gilt übrigens von den oben erwähnten Differential- 
gleichungen bei Forsyth, sowie von den neueren Herleitungen der Differential- 
gleichungen für „Reeiprocanten“, siehe II. €, e, B. 
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bestehenden Beziehungen, durch welche nach Aronhold ihre Coexistenz 
bedingt ist. 

Zum Schlusse sei noch darauf hingewiesen, dass die Bedeutung der 
Differentialgleichungen, welchen die Invarianten genügen, abgesehen von 
der praktischen Erleichterung, welchen sie bei der Berechnung derselben 
gewährten, vor allem darin beruht, als sie für eine unsymbolische Be- 
handlung der meisten Aufgaben der Formentheorie bis auf die neueste 
Zeit die einzige allgemeine Methode darboten. Denn die gleichfalls un- 
symbolische Methode der „canonischen Formen“ lässt sich selbst wieder- 
um vollständig nur mit Hülfe jener Differentialgleichungen begründen *). 


Anhang. 
BRENNT E 
Verallgemeinerungen. 
Höhere Transformationen. 


Es mag zum Schlusse dieses Hauptabschnitts noch auf zwei Verall- 
semeinerungen eingegangen werden, deren erste mit Gruppen von nicht- 
linearen, rationalen Transformationen der Variabeln zu thun hat, während 
die zweite der sogenannten „erweiterten Gruppe derselben“, oder, was auf 
dasselbe herauskommt, der Theorie der „Differentialinvarianten* angehört. 

Die höheren rationalen Transformationen sind vom formentheoretischen 
Standpunkt aus nur”*”) im binären Gebiete vollständig untersucht worden, 

Auf die invariante Gestaltung der Tschirnhausen-Transformation, 
durch Hermite, bei der die neue (nicht homogene) Variable eine ganze 
Function der alten ist, ist bereits früher”*”) hingewiesen worden. 


*) Ein weiteres, schon früher (S. 147) berührtes, auf der Benutzung des 
Q-Processes beruhendes unsymbolisches Verfahren ist von Mertens zu den 
Differentialgleichungen für „redueirte“ Formen in unmittelbare Beziehung ge- 
setzt worden. 

(Wien. Ber. XCVII S. 691-739, 1889.) 

Dagegen nehmen die neuesten Untersuchungen von Hilbert immer mehr 
einen rein arithmetischen Charakter an. 

**) Siehe die Bemerkungen auf S. 102. Bezüglich der höheren Transfor- 
mationen bei associirten Darstellungen siehe S. 156. 

”#") 8,93. Es sei hier ergänzend hinzugefügt, dass Brioschi, unmittel- 
bar an Hermite anknüpfend, diejenigen partiellen Differentialgleichungen auf- 
gestellt hat, denen die Coeffieienten der transformirten Gleichung zu genügen 
haben. (Atti Ist. Lomb. I S. 231, 1858.) 

Der Hermite’sche Ansatz ist später von Klein schärfer ausgeprägt worden, 
indem die Tschirnhausen-Transformation geradezu auf ein „typisches“ Coordi- 
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Gordan*) verdankt man den Nachweis, dass und wie die binäre 
Invariantentheorie der rationalen Transformation auf die projective zurück- 
gebracht werden kann. 

Es handelt sich hierbei nur um relative Invariänten; da sich un- 
schwer einsehen lässt, dass die Möglichkeit einer absoluten Invariante 
ausgeschlossen ist. 

Auf eine binäre Form f(x, x,) wird die Transformation 


zz = ml) 3 =, %) 
ausgeübt, indem man die Resultante F (bez. der x) der beiden Formen 
f und z,9— 2,9 bildet. F heisst die transformirte Form, und die Auf- 
gabe ist, die Invarianten von F durch die einfachsten simultanen In- 
varianten der f, o, % auszudrücken. Hierbei können die beiden letzteren 
Formen 9, d durch die „Combinante***) 


| IT) LIN)-INYR) 
ersetzt werden. 

Aber nicht umgekehrt ist jede simultane Invariante von f, @, b oder 
auch von f, % eine Invariante von F; dazu muss sie noch gewissen par- 
tiellen Differentialgleichungen genügen. 

Clebsch***) hat dieselben aufgestellt und zugleich nachgewiesen, 
dass sie ein vollständiges System bilden. 

Für den Fall m = 2 lässt sich die Integration durchführen. 


natensystem bezogen wird. Siehe etwa „Vorlesungen über das Ikosaeder ...“ 
(1884), Abschnitt II Kap. II 88 5, 6. 

Es sei hier noch einer anderen Verwendung einer höheren Transforma- 
tion gedacht. Ist fa(x, 1) eine, nicht homogen geschriebene binäre Form, so 
8%, 1) 
Ex) 
Coefficienten sämtlich Invarianten sind, vorausgesetzt, dass g eine Cova- 
riante der Ordnung n—2 ist (Hermite, C. R. 1865, vgl. dazu noch Rahts, Math. 
Ann. XXVIN S. 34—60, 1886). Bei Bruno-Walter S. 191 wird dieser Satz 
dahin ausgedehnt, dass f selbst eine Covariante der Ordnung n ist. Junker 
(Dissert. Freiburg, 1887) hat nachgewiesen, dass der letztere Satz gewissen 
Einschränkungen unterliegt. Brioschi hat neuerdings in einer Reihe von Ar- 
beiten an Hermite wieder angeknüpft, und insbesondere gezeigt, wie einfach 
sich die transformirten Covarianten bei Substitution einer Wurzel der Urform 
darstellen: Math. Ann. XXIX S. 327—330 (1887), Annali di Mat. (2) XVI 8.181 
bis 189, 329—334 . (1888), Lond. M. S. Proc. XX S. 127—131 (1889). Siehe 
oben 8. 211. 

*) Journ. f. Math. LXXI S. 164—194 (1870). 

**) Die Function Y(x, y) ist nichts anderes, als die später von Gordan 
systematisch eingeführte „erzeugende Function“ R der Combinanten von $ 
und d (cf. U. D,b). Auch die Entwickelung von R nach „Elementarcovarian- 
ten“ findet sich hier bereits vorgebildet. 

Ein ausgerechnetes Beispiel, nämlich die quadratische Transformation einer 
biquadratischen Form findet sich bei Cayley, Math. Ann. III S. 359—361 (1871). 

**) Gött. Abh. XV 8. 65—99, 1870. 


Jahresber. d. Deutschen Mathem.-Vereinigung. I. 15 


geht vermöge der Substitution z= 





f über in eine Form Fı (z, 1), deren 
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Die höheren Transformationen werden dazu benutzt, um Gleichungen 
bestimmte Invarianteneigenschaften*) zu erteilen. 

In besonderen Fällen lässt sich nach Clebsch”**) die höhere Trans- 
formation unmittelbar auf eine lineare zurückführen, so z. B. die kubische 
Transformation einer f,. 

Torelli***) hat den eigentlichen Grund dieser Erscheinung in dem ge- 
nannten Falle in einer Identität — mit linearen Covarianten als Coefficienten 
— aufgedeckt, welche zwischen drei beliebigen kubischen Formen herrscht. 

Die beiderlei transformirten Formen unterscheiden sich nur um einen 
constanten Factor, der sich als das Product zweier Invarianten herausstellt. 

Clebschf) hat die höheren Transformationen binärer Formen zu den 
linearen Transformationen eines Raumes von mehreren Dimensionen in 
Beziehung gesetzt und den ersteren damit zugleich eine durchsichtige geo- 
metrische Interpretation erteilt. 

Liegt etwa eine quadratische Transformation einer Gleichung fünfter 
Ordnung f(A) = 0 mit den Wurzeln A; vor: 

ee Harry 

x, tx, +ı”x, ’ 
und repräsentirt man die (y), (x) als Coordinaten zweier Punkte einer 
Ebene, so werden die Wurzeln £, der transformirten Gleichung 
F(£)=0 gegeben durch die Schnittpunkte der Verbindungs- 
linie jener beiden Punkte: | 
Zr —ıYk ck (k == 2379) 

mit den fünf Geraden 

z +h2,+Nz, =. 
Letztere sind aber fünf Tangenten des Kegelschnitts 

z, 42, u — 0). 

Hieraus geht sofort hervor, weshalb man für das Studium der ge- 

nannten Gleichungen noch mit quadratischen Transformationen ausreicht. 





*) Im besondern wird man, nach dem Vorgange von Hermite, vermöge 
der höheren Transformation die transformirte Form zu einer „typischen“ 
machen wollen, deren Coefficienten Invarianten sind. Welche Bedingungen 
hierdurch der Transformation auferlegt werden, ist allgemein noch nicht unter- 
sucht Ran Siehe auch vorige S. unten. 

yılas, 

Atti. Acc. P. Nap. XVII S. 215—225 (1888), Pal. Rend. II S. 165—171 
( 
7) Gött. Nachr. 1871 S. 335—345, Math. Ann. IV S. 284—345 (1871). 
tr) Hieraus lässt sich auch unmittelbar die Wirkung derjenigen quadra- 
tischen Transformation ablesen, die aus der obigen durch Vertauschung von 
& mit A hervorgeht. 
Sei etwa F(&)=0 eine gegebene Gleichung 5. Ordnung, so sind ihre fünf 
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Die verschiedenen Arten, auf welche man die Punkte (x), (y) noch 
auf der Geraden (z) wählen kann, entsprechen den verschiedenen linearen 
Transformationen, welche die transformirte Gleichung noch zulässt. 

Denn die Ersetzung jener beiden Punkte durch irgend zwei andere 
ihrer Verbindungslinie ist genau äquivalent einer linearen Substitution von £. 

Clebsch betont, dass gerade hierdurch die in der höheren Trans- 
formation liegenden eigentümlichen Elemente gesondert erscheinen von 
dem Einfluss, welchen eine nachträgliche lineare Transformation noch aus- 
üben kann. - 

Auch der Gordan’sche Satz, dass die Invarianten der transformirten 
Gleichung nur von den Combinanten der o, ı) abhängen, tritt hier un- 
mittelbar in Evidenz. 

Für Gleichungen sechster*) und siebenter Ordnung wird man analog 
mit kubischen Transformationen auskommen, zu deren Deutung alsdann 
eine kubische Raumcurve herangezogen wird. 

Clebsch hat als eine Anwendung des geschilderten Prineips eine 
vollständige anschauliche Uebersicht über die Zusammenhänge entwickelt, 
welche zwischen den Gleichungen fünfter Ordnung und ihren Resolventen 
bestehen, insbesondere mit der Jerrard’schen Form und der Modular- 
gleichung. 

Ueber höhere eindeutige Transformationen im Gebiete von n Variabeln 
ist neuerdings eine Arbeit von Maurer”*) erschienen, die sich im be- 


Wurzeln &; repräsentirt durch fünf Punkte (y)—Ei(x) der Geraden (y)(x). 
Legt man von diesen die fünf möglichen Tangentenpaare an den Kegelschnitt: 
that =0 (r=1,2,..., 10), so hat man in den 10 Argumenten A die 
Wurzeln der transformirten Gleichung. 

Die invarianten Bildungen der transformirten Form sind simultaninvariant 
bezüglich der drei Formen F(&), sy +5x+8°x;, yı+&ya+E°’y;. Eine Reihe 
von explieiten Formeln dieser Art hat Spottiswoode mitgeteilt (Rom. Acc. L. (8) 
VII S. 218—223 (1883), Lond. Proc. XVI S. 148—171 (1885). Pittarelli hat 
mittels symbolischer Rechnung einen vollständigen Beweis dafür gegeben: Rom. 
Acc. L. Rend. (4) I S. 327— 331, 374—381 (1885). 

*) Eine Untersuchung der Gleichung 6. resp. 7. Ordnung in diesem Sinne 
erscheint sehr wünschenswert, so zwar, dass auch die Gruppenverhältnisse da- 
bei deutlich hervortreten. 

**) Journ. f. Math. CVII S. 89—116 (1890). 

Es sei von vorn herein betont, dass die von Maurer verwendeten Trans- 
formationen mindestens einen willkürlichen Parameter enthalten müssen. 

Im übrigen tritt die Arbeit als eine directe Verallgemeinerung der auf 
S. 133 besprochenen desselben Verfassers auf. 

Bezüglich der algebraisch-geometrischen Theorie der eindeutigen Transfor- 
mationen von zwei Variabeln, welche von Riemann, Cremona, Clifford, Noether, 
Rosanes, Brill u. anderen gefördert worden ist, siehe etwa Clebsch-Lindemann 
I, 4. Abt. IX, sowie insbesondere Noether, Math. Ann. XXI S. 311—358 (1887). 
Erst neuerdings ist es Noether gelungen, die Anzahl der absoluten Invarian- 
ten (Moduln) einer „Fläche“ zu bestimmen: Berl. Ber. 1888 S. 1—5. 


15* 


ad 
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sonderen das Ziel stellt, die Differentialgleichungen der dann existirenden 
Invarianten zu den bekannten n? Aronhold’schen Differentialgleichungen 
in Parallele zu setzen. 

Der Verfasser geht davon aus, dass man bisher solche Eigenschaften 
specieller Formen, welche in, zwischen den Coefficienten bestehen- 
den (algebraischen) Relationen ihren Grund haben, vom Stand- 
punkt der Invariantentheorie nur*) erst in einzelnen Fällen studirt habe. 

Um dem abzuhelfen, teilt er die Formen einer bestimmten Ordnung 
p von n Variabeln x in Klassen ein: die Gesamtheit der Formen bildet die 
Klasse Q,: diejenigen Formen, deren Coefficienten einem bestimmten (irre- 
ducibeln) System algebraischer Gleichungen genügen, bilden die Klasse Q.. 

Genügen die Coefficienten einem weiteren solchen System algebraischer 
Gleichungen, so scheidet sich aus @, die Klasse Q, ab u. s. f. 

Die scheinbare Willkür dieser Klasseneinteilung verschwindet, wenn 
man, um zu Invarianten zu gelangen, Transformationen ausübt, welche 
eine „Gruppe“ bilden. 

Man denke sich nämlich vermöge der Gleichungen, welche die Klasse 
(}; charakterisiren, eine Anzahl von Coefficienten der Form als homogene, 
algebraische Functionen von t noch übrigen, als völlig willkürlich betrach- 
teten Grössen u,, U,, ..., u, bestimmt; die Form sei demgemäss mit f(x, u) 
bezeichnet. 

Man unterwerfe nun die beiden Variabelnreihen x, u einer Transfor- 
mationsschar: 

8) s=a(slp), u = Yilrlp) 
von folgender Art. 

Die # sind rationale**) homogene Functionen der x, in welche m 
Parameter p algebraisch eingehen; die sind algebraische Functionen der 
v, p und bezüglich der v homogen. 

Die Gleichungen (S) sollen ausserdem eine „Gruppe“ von Transfor- 
mationen bilden, welche die identische Transformation enthält; die Um- 
kehrung der Transformation soll demnach wiederum zu Gleichungen der- 
selben Art: y=g'(x|p'), v= W'(u|p’) führen, wo die neuen Para- 
meter p’ algebraisch von den alten p abhängen. 

Wenn es nun möglich ist, dass für alle Werte der Para- 


*) Vgl. indessen die neuesten Entwickelungen von Deruyts (II. D, a), 
welcher durch direete Untersuchung der invarianten Bildungen (jedoch nur 
bei projectiven Transformationen) zu Resultaten gelangt, die inhaltlich mit 
denen von Maurer äquivalent sind. 

“*) Der weitere Verlauf der Untersuchung ergiebt, dass die g homogen 
vom ersten Grade in den x sein müssen. 
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meter p f(x, u) transformirt werde in f(y,v), so heisst die 
Gruppe (S) der Klasse Q, „zugeordnet“. 

Es ergiebt sich umgekehrt, dass solche Systeme von Gruppen ($) 
existiren, und dass diese sämtlichen*) Systeme zu einer ganz be- 
stimmten Klasseneinteilung @; führen, und desgleichen zu einem und 
demselben Invariantensysteme der Klasse Q&.. 

Der Beweis beruht einmal auf dem früher erwähnten Christoffel’- 
schen**) Satze, wonach — wenn man von gewissen Ausnahmefällen ab- 
sieht — die Aequivalenz durch die Gleichheit der absoluten 
Invarianten charakterisirt wird; sodann aber auf den Elementen 
der Lie’schen Gruppentheorie, die nur, mit Rücksicht auf die Eigenart 
der hier gebrauchten Transformationen, in bestimmter Weise zu modifi- 
ciren sind. 

Der Verfasser gelangt so zu dem Ergebnis, dass die n Functionen 
o', die t Functionen W’ und endlich f selbst je m charakteristischen 
linearen partiellen Differentialgleichungen zu genügen haben. 

Dieselben sind von der Gestalt: 


(D,) x BETTER an sau 0, 





0) Zu EU, —0, 


n t 
(E) Deere) ee —=h, 

1 k 1 
wo die Q ausschliesslich von den p, die U von den u, die X von 
den x abhängen. 

‘„Die Invarianten J der Formenklasse sind bestimmt durch 
die m Differentialgleichungen: 
t 


oJ 
J U——— =(. 
(J) = l ou, 

Ist m’ die Anzahl der wesentlichen unter diesen Diffe- 
rentialgleichungen, so hat die Formenklasse t—m’ von ein- 
ander unabhängige Invarianten.* 

Jede von f(x, u) verschiedene Lösung der Gleichungen (E) ist als 
Covariante von f zu betrachten. 

*) Hierbei ist stillschweigend die Erweiterung getroffen, dass die Func- 
tionen auch noch von den u in irgend einer algebraischen Weise abhängen 
dürfen: solcher Systeme (S), welche die u nicht enthalten, giebt es thatsäch- 
lich nur ein einziges. Ganz anders gestaltet sich natürlich das Ergebnis, 
wenn, wie bei Lie, hinsichtlich des functionalen Charakters der Functionen 


o, b gar keine Einschränkungen gemacht werden. 
*) Math. Ann. XIX S. 280—290 (1882). 
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Die Gruppeneigenschaft der Transformationen (S) zieht nach sich, 
dass jene vier Systeme (D,), (D,), (E), (J) „vollständige“ sind. 

Dass die Einteilung der Formen f in Klassen in bestimmter Weise 
vor sich geht, sieht man so ein. 

Die Form f(x, u) der Klasse Q; gehe in eine Form der Klasse 
it über, indem die u dem irreducibeln Gleichungssysteme : 

RE EEE a 
unterworfen werden. 

Nun soll die Klasse Q;,, dahin festgelegt sein, dass durch die, der 
Klasse 2; zugeordneten Transformationen jede Form der Klasse Or, in 
eine Form derselben Klasse transformirt wird. 

Daraus lässt sich aber ableiten, dass auch die Functionen II den 
Differentialgleichungen (D,) für die d' genügen. 

Aus den Differentialgleichungen (E), welchen die allgemeine Form 
der Klasse Q, genügt, ergiebt sich damit ein völlig analoges System 
von Gleichungen, welchen die allgemeine Form der Klasse Q;,, genügt, 
und das Entsprechende gilt von den Differentialgleichungen für die In- 
varianten. 

Die n? Aronhold’schen Differentialgleichungen für die „allgemeinen“ 
Formen der Klasse Q, bleiben daher in ihrem wesentlichen Charakter für 
die folgenden Klassen bestehen. 

Nur in besonderen Fällen*) treten für die letzteren Klassen noch 
weitere Differentialgleichungen hinzu. 


IM eceQ; 
Invarianten der erweiterten projectiven Gruppe**). 
(Reciprocanten und Differentialinvarianten). 


Die Theorie der „Reeiprocanten“ ist im Jahre1885 von Sylvester””*) 
begründet, und seitdem von ihm selbst und von seinen Freunden und 


*) Damit dies eintritt, muss jedenfalls die Diseriminante von f ver- 
schwinden, ein Fall, den schon Aronhold als exceptionellen erkannt hat. 

##) Siehe die Erklärungen auf S. 102, 103. Der Referent ist sich wohl be- 
wusst, das vorliegende Thema nur in sehr unvollständiger Weise bearbeitet 
zu haben: indessen war eine Beschränkung auf diejenigen Partien geboten, 
welche direct den Methoden der gewöhnlichen Invariantentheorie unterworfen 
worden sind. Aus diesem Grunde ist auch im Texte fast gar nicht auf die 
von Lie, Halphen, Appell, Brioschi, Vessiot u. anderen ausgebildete Theorie der 
„Invarianten von Differentialgleichungen“ eingegangen, welche sich zu den 
Differentialinvarianten verhalten, wie die gewöhnlichen invarianten Bildungen 
der Algebra zu den „identischen“ (welche nur die Variabeln enthalten). 

=) Mess. XV S. 74—76, 88—92. C.R. CI S. 1042—1046, 1110—1111, 
1225—1229, 1460— 1464, 
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Schülern Hammond, Mac Mahon, Leudesdorf, Elliott, Forsyth, 
Rogers, Berry sowie von Perrin weitergeführt worden. 

Ein wichtiger Teil*) dieser Lehre, die „Differentialinvarianten“, 
sind indes schon 1878 und 1880 von Halphen**) mit Erfolg in An- 
griff genommen, während auf der andern Seite noch weiter zurückrei- 
chende Untersuchungen von Lie”**) denselben Gegenstand in einer solchen 
Allgemeinheit behandeln, dass allerdings eine Reihe von Theoremen und 
Methoden der zuvor genannten Autoren nur einen speciellen Ausfluss aus 
seiner umfassenden Theorie darstellen; dahingegen ist zu betonen, dass 
hierdurch das Verdienst, derartige allgemeine Erscheinungen für den wichtig- 
sten Fall der ganzen rationalen Functionen in invariantentheoretischem Sinne 
systematisch auszugestalten und so der projectiven Geometrie der Curven 
und Flächen erst zugänglich zu machen, in keiner Weise beeinträchtigt wird. 

Freilich ist da hinzuzufügen, dass der wirkliche Fortschritt der 
Wissenschaft ein ungleich grösserer geworden wäre, wenn Halphen und 
die englischen Forscher mehr Notiz von den tiefen Gedanken Lie’s ge- 
nommen hätten, während es Lie wiederum verschmäht hat, im einzelnen 
auf jene speciellen Theorien einzugehen f). 

Sylvester ist ausgegangen von einer einfachen Eigenschaft des 
sogenannten „Schwarz’schenff) Ausdrucks: 


u y»\ 21,9% —3y3 
x) = m a RR ER 
(y; y, 2 y, 2y? ’ 


Eine zusammenhängende Darstellung der Theorie hat Sylvester in seinen, 
von Hammond herausgegebenen Vorlesungen geliefert: Am. J. VIII S. 196— 260, 
IX S. 1—37 (1886); Am. J. IX S. 115—161, 297—352, X S. 1—16 (1887). 

*) Die „Differentialinvarianten* gehören der allgemeinen projectiven 
Gruppe an, die „Reciprocanten“* können sich auch auf irgend welche Unter- 
gruppen derselben beziehen. Nach der ursprünglichen Terminologie Syl- 
vester’s soll freilich das Wort Reciprocante nur die Vertauschung der Varia- 
beln andeuten. Bei anderen Autoren ist umgekehrt der Begriff der Differen- 
tialinvariante der umfassendere. 

*") 1878, These pour le doctorat. 

1880, Ec. Pol. Mem. pres. (2) XXVII 301 S. (1880—1884). Vgl. noch 
die voraufgehenden Mitteilungen: C.R. LXXXI S. 1053 (1875), Journ. de Math. 
(3) II (1876). 

Wegen des Näheren siehe weiter unten. 

*=#) Siehe etwa Math. Ann. XXIV 8. 337—378 (1884), Lie-Engel I Kap.25. 

7) Eine eingehende Darlegung der beiderseitigen Zusammenhänge würde 
eine sehr dankenswerte Aufgabe sein. Lie selbst geht auf das Verhältnis seiner 
Untersuchungen zu denen anderer, namentlich Halphen’s, verschiedentlich ein. 
Vgl. etwa: Math. Ann. XXXII S. 212—281, insbes. S. 214—215 (Abdruck aus 
dem norwegischen Archiv von 1883), Math. Ann. XXIV S. 557—578, bes. 
S. 549 (1884), Math. Ann. XXV S. 71—15l, bes. S. 74 (1885), Leipz. Ber. 1887 
S. 83—88, Am. J. XI S. 182—186 (1888), Lie-Engel I bes. S. 5952—559, Leipz. 
Ber 1891 S. 253—270, bes. S. 267. 

Tr) Siehe oben S. 122, Der Ausdruck tritt bereits bei Lagrange auf. 
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WO y,, Y,, Y, die erste, zweite, dritte Ableitung der abhängigen Variabeln y 
nach einer unabhängigen x bedeuten. 

Vertauscht man hier y mit x, so geht (y, x), bis auf eine ganze 
Potenz von y, und das Vorzeichen, über in den „reciproken“ Ausdruck 
(x, y), und ein Gleiches gilt auch noch von dem Zähler 2y, y,—Y}- 

Derartige rationale Functionen der y,, Y5> Ya, ---, die sich nach Ver- 
tauschung von y mit x in ihrer Form nur um einen, in denselben Ele- 
menten rationalen Factor ändern, sind binäre „Reciprocanten“* der 
einfachsten Art. 

Beschränkt man sich hierbei auf ganz-rationale Functionen oder 
„Formen“ F der y,, Yg5 Ya; -.-, So ist leicht zu zeigen, dass der hinzu- 
tretende Factor nur die Gestalt y“ besitzen darf, wo u eine ganze 
Zahl ist. Je nach dem Vorzeichen dieses Factors scheiden sich die Reci- 
procanten in zwei Klassen von geradem resp. ungeradem „Charakter“; 
u heisst die „Charakteristik“. Für u=0 resultirt eine „abso- 
lute“ Reciprocante. 

Nimmt man überdies die Form F homogen in ihren Elementen an, 
so zieht das von selbst nach sich, dass sie auch isobar wird; dabei 
empfiehlt es sich, den y,, Yy, Y3> Ya; - .. suce. die Gewichte — 1,0, +1, 
—+2,... beizulegen. Bedeutet dann i den Grad, w das Gewicht vonF, 
so muss u den Wert 3i+-w annehmen. 

Da die Formen F die Variabeln x, y explieite nicht enthalten, so 
ist unschwer zu erkennen, dass sie auch bei den Substitutionen 
der „Translationsgruppe* x —=x--a, y =y--b nur einen Factor 
annehmen, der linear von y, abhängt. 

Combinirt man die beiden Sätze, dass eine absolute Reciprocante 
durch Differentiation nach x wieder in eine Reciprocante (von gleichem 


Charakter) übergeht, sowie dass eine beliebige Reciprocante durch Division 
m 
mit t? zu einer absoluten wird, so gewinnt man einen linearen Diffe- 


rentialoperator £, der gestattet, aus einer vorliegenden Form F 
eine unendliche Reihe weiterer solcher Formen herzuleiten. 
Es geht nunmehr der Uebergang zu einer umfassenderen Gruppe 
von linearen Substitutionen vor sich, nämlich zu der der „orthogo- 
oF 
nalen“. Es gilt der elegante Satz: „Ist F sowohl, wie Er eine 
1 / 
Reciprocante, so ist F eine orthogonale Reciprocante, und um- 
gekehrt.“ Die einfachste derartige Form ist die linke Seite der Differen- 
tialgleichung eines Kreises, 
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Noch wichtiger ist der nächste Schritt zur „affinen“ Gruppe: 
"—=ax+by+co Y=d+ey-+f. 

Durch Zusammensetzung dieser Gruppe aus einzelnen Fundamental- 
substitutionen wird bewiesen, dass eine Reciprocante, abgesehen von der 
Homogenität und dem Isobarismus, nur noch von y, unabhängig zu 
sein braucht, um der Gruppe gegenüber invariant zu sein. 

Derartige „affine* Reciprocanten heissen „reine“, im Gegensatze 
zu den „gemischten“, welche y, noch enthalten. 

Diese reinen Reciprocanten R im besonderen weisen eine auffallende 
Aehnlichkeit mit den Seminvarianten (vgl. II. D,a) auf, wenngleich 
eine eingehende Untersuchung auch wieder einzelne, auffällige Unter- 
schiede zu Tage fördert. 

Beide Grössenarten genügen je einer charakteristischen linearen par- 
tiellen Differentialgleichung von conformem Aufbau*). 

Für beide existirt ein analoger „Generator“, der also hier Sem- 
invarianten in Seminvarianten, dort reine Reciprocanten in reine Reci- 
procanten überführt. 

Der Cayley’schen Abzählungsformel (w :i,j)—(w—1:i,j)”") für 
die Anzahl der linear unabhängigen Quellen vom Grade i und Gewichte 
w einer Grundform von der Ordnung j entspricht für reine Reciprocanten: 
(w::i,j)—(w—1:i-+-J1, j), wenn R von den Ableitungen y,, yz, ---, Yj+2 
abhängt. Nur ist für die letztere Formel bisher noch kein ausreichender 
Beweis gefunden worden. 

Für beiderlei Invariantenbildungen lassen sich auch ähnliche asso- 
ciirte Systeme oder „Protomorphe“ ermitteln, d. h. solche einfachste 
unter ihnen, dass jede weitere (bei unbeschränkter Buchstabenanzahl), bis 
auf eine Potenz des ersten Buchstabens im Nenner, eine ganz-rationale 
Function derselben wird. 

Während es jedoch Protomorphe der Seminvarianten giebt, welche 
abwechselnd vom zweiten und dritten Grade sind, steigt der Grad bei 
denen der reinen Reciprocanten bis zu beliebiger Höhe. 

Andere, noch tiefer greifende Verschiedenheiten sind folgende. Zer- 
fällt eine ganz-rationale Invariante in rationale Factoren, so kommt auch 
jedem der letzteren die Invarianteneigenschaft zu: für die Reciprocanten 
überhaupt trifft das nicht zu. 

*) Siehe weiter unten. 

*") Siehe S. 170. Sylvester giebt hier einen neuen Beweis der Formel, 

welche davon ausgeht, dass zwei isobare Formen, die zu den „complementä- 


ren Typen“ w, i, J] und ij—w, i, j gehören, eine gleiche Anzahl von Gliedern 
besitzen. 
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Reiner Reciprocanten giebt es für einen bestimmten Grad und unbe- 
schränkte Buchstabenanzahl nur eine endliche Anzahl, während die ent- 
sprechende Reihe der Invarianten nicht abbricht. 

Dem entsprechend bieten denn auch die beiderlei „erzeugenden Func- 
tionen“ trotz ihres ähnlichen Aufbaus tief greifende, aber zugleich auch 
tief liegende Differenzen dar. 

Zu den interessantesten Ergebnissen gelangt man, wenn man sich 
schliesslich zur allgemeinsten Klasse der „projectiven“ Reciprocanten 
erhebt, die zur allgemeinen Collineationsgruppe 

und ax—-by-+c TER! dx-—+ey-+f 

gX+hy-+k’ Tr gx+hy+k 
gehören. Das sind die „Differentialinvarianten“ bezüglich einer 
Variabeln x, zu deren Lehre bereits Halphen*) den Grund gelegt hatte. 

Nach Sylvester lässt sich eine derartige Differentialinvariante ein- 
fach dahin charakterisiren, dass sie eine Form der y,, Y,, Yy; --- 
ist, welche die Reciprocanteneigenschaft mit der der gewöhn- 
lichen Seminvarianz in sich vereinigt. 

Die Fruchtbarkeit dieses Zusammenhanges offenbart sich deutlich, 
wenn eine wirkliche Uebersicht über das System der Differential- 
invarianten gewonnen werden soll. 

Es existirt nämlich eine, nach einem sehr einfachen explieiten Ge- 
setz darstellbare Kette von reinen Reciprocanten A, B,C,D,..., die un- 
mittelbar zur Erzeugung aller Differentialinvarianten führt; man hat nur 
die A,B,C,D,.... als Coefficienten einer binären Form (von succ. an- 
steigender Ordnung) aufzufassen und bezüglich dieser die Protomorphe 
für die Seminvarianten zu bilden: irgend eine ganze rationale Func- 
tion jener Protomorphe, durch eine passende Potenz von y, 
dividirt, liefert eine Differentialinvariante, und umgekehrt. 

Statt der Kette der A,B, C,D,.... lässt sich auch direet eine ähn- 
liche Kette von Seminvarianten bez. der y,, y,, Y,; -.. zu Grunde legen. 

Fügt man hierzu noch die besondere Eigenschaft einer rationalen 
Differentialinvariante vom Grade und Gewichte Null, vermöge Differen- 
tiation nach x einen Ausdruck derselben Art hervorzubringen, so wird 
man verstehen, dass auf diesem systematischen Wege die vollständige 


”) ].c. Halphen hat auch in der zweiteitirten Arbeit solche „ternären 
Differentialinvarianten“ in Betracht gezogen, in deren Ausdruck die Ableitun- 
gen von zwei abhängigen Variabeln nach einer unabhängigen dritten eingehen. 
Die englischen Forscher, Elliott, Forsyth u. andere haben sich dagegen auf 
solche ternären Reciprocanten und Differentialinvarianten concentrirt, wo eine 
Variable die abhängige, die beiden anderen die unabhängigen sind. 
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Integration von gleich Null gesetzten Differentialinvarianten in unge- 
zwungener Weise bewerkstelligt wird, während bei Halphen die 
Lösung solcher, für die Geometrie wichtigen Aufgaben nur durch Auf- 
wand von indireeten Integrationsmethoden*) gelingt. 

Es ist noch unsere Aufgabe, einiger hervorragender Ergänzungen 
und Weiterführungen der Theorie zu gedenken, welche von den schon 
erwähnten Mitarbeitern Sylvester’s herrühren”*). 

Es gebührt Mac Mahon das Verdienst, die verwirrende Mannigfaltig- 
keit der, die Lehren von den binären Invarianten und Reciprocanten 
durchziehenden linear-partiellen Differentiationsprocesse geordnet zu haben. 
Ein einziger Process dieser Art, in den vier arbiträre ganze Zahlen ein- 
treten, umfasst je nach Specialisirung der letzteren die bekannten Opera- 
toren*”*), Noch wichtiger scheint hierbei der Nachweis, dass diese vier- 
fache Mannigfaltigkeit von Processen insofern ein vollständiges System 


*) Dies zeigt sich z. B. deutlich bei der Behandlung der Aufgabe, die- 
jenige Differentialinvariante zu finden, deren Verschwinden „die Differential- 
gleichung einer ebenen Curve dritter (nter) Ordnung“ liefert, der also y als 
Function von x genügt, wenn y und x durch eine Gleichung dritter (nter) 
Ordnung mit einander verknüpft sind. 


**) Es ist nicht zu verkennen, dass der äusserlich bedeutende Umfang 
dieser Weiterführungen teilweise durch eine Reihe vereinzelt herausgegriffener 
Fragen (Bestimmung einzelner Klassen von Differentialinvarianten von ein- 
zelnen Untergruppen der linearen Gruppe) bedingt ist. Es macht sich ge- 
rade hier der Mangel an Kenntnis der leitenden Prineipien Lie’s empfindlich 
fühlbar. 


*#=®) Lond. Proc. XVII S. 61—88 (1887). 
Der gemeinte Process ist dargestellt durch die Formel: 
x 9) 
(B, v;m, n) —= 3 ("+ sn) Asm SHE ) 


ET WERL 





ee kı,k 
Asm iz RIET Bag Wglsen 
wo k-+tktk+t..=m, k+2k+3k+...=s, und die vier Parameter 
vv, m, n ganze Zahlen 0 sind. Beispielsweise ist 
0) 9) 
FOR +24, —— +33 A ER 

08, 0a, 043 

die Differentialgleichung der Seminvarianten; 
(4,1; 2 NS RT a ala Nr —=( 
De? 2 08 Au NUDE a ER ya 


diejenige der Reciprocanten. Letztere Gleichung rührt nach Angabe 
Sylvester's von Hammond her. 

Mac Mahon hat den gemeinten Processen weiterhin eine Symbolik unter- 
gelegt, welche dieselben in unmittelbare Verbindung mit den symmetrischen 
Functionen bringt (Lond. Proc. XIX S. 112—128, 1888). 

Ternäre Analoga des Processes (p, v; m, n) sind von Mac Mahon selbst, 
sodann aber besonders eingehend von Elliott studirt worden: Lond. Phil. Trans. 
CLXXXI S. 19-—51 (1890). 
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bildet, als die Ausübung der Poisson’schen Klammeroperation auf irgend 
zwei derselben stets von neuem zu einem Processe des Systems führt. 

Perrin*) hat seine Residuentheorie**) fast unmittelbar von den 
Seminvarianten auf die Reciprocanten übertragen. Liegt demnach eine 
Reihe von Reeiprocantenformen vor, die alle y„ als höchsten Differentialquo- 
tienten wirklich enthalten, und fasst man diesen als eine binäre Variable 
auf, so ist jede Seminvariante der Reihe gleichfalls eine Reciprocante. 

Die Ausdehnung der Sylvester’schen Theorie auf n Variable (unter 
denen eine als abhängig angesehen wird) hat Elliott***) für den Fall 
der Invarianz bei cyklischer Vertauschung der Variabeln durchgeführt; 
insbesondere stammt von ihm die Aufstellung des vollen Systems der 
charakteristischen Differentialgleichungen bei drei Variabeln. 

Weiterhin hat Elliott}) auch die Reciprocanten der allgemeinen 
linearen Gruppe von drei Variabeln in Betracht gezogen, während For- 
sythff) die Eigentümlichkeiten des Falles untersucht hat, wo allein die 
zwei abhängigen Variabeln einer allgemeinen linearen Transformation 
unterworfen werden. 

Hammondfyrr) hat gewisse integrable Reciprocanten eingehend stu- 
dirt und ihre Verwendbarkeit in der Geometrie verfolgt. 


”) O.R. CI S. 351—353 (1886). 
*#*) Siehe oben S. 166. 
=, Lond. Proc. XVII S. 172—196 (1886), XVII S. 142—164 (1887), 
XIX 8.6—23, 377—405 (1888), Mess. (2) XIX S.7—14, Lond. Proc. XX 
S. 131—160 (1889). 
Die zweitgenannte Arbeit enthält die Ableitung der sechs charakteristischen 
Differentialgleichungen für die „reinen ternären Reeiprocanten“. Denkt man 
Orts z 
r!s! Oxröys 
zwei der Gleichungen nur aus, dass die Reciprocante homogen undisobar 
sei in Bezug auf jeden der beiden Indices r und s. Zwei weitere Gleichun- 
gen drücken aus, dass die Reciprocante eine Simultaninvariante ist hin- 
sichtlich der binären Formen 
ZgoA?+ 2241 Au +29 2°, Z3oA’+ 3291 13275 pH Zus, . » 
Vgl. die analoge Erscheinung für die höheren Seminvarianten bei Forsyth, 
diesen Bericht S. 158. 
Die beiden letzten Gleichungen endlich bilden die Verallgemeinerung der 
Hammond’schen Differentialgleichung für die binären Reciprocanten. 
Das System der sämtlichen sechs Gleichungen ist wiederum ein „vollstän- 
diges“, wie die dritte Arbeit nachweist. 
7) Lond. Proc. XX S. 131—160 (1889). 
r) Lond. Phil. Trans. CLXXX S. 71—118 (1889). 
tr) Lond. Proc. XVII S. 128—138 (1886). 
Insbesondere studirt der Verfasser diejenigen Differentialgleichungen 
(y, y’,;y’”,..)=0, welche ein Integral von der Form y’=F(y’) besitzen. 
Ein Br geometrisches Beispiel gewähren die rationalen ebenen Curven, 
welche stets durch das NEBEIDTERIER einer Reciprocante dargestellt werden 
können. 


sich z als Function von x, y und bezeichnet mit Zrs, SO sagen 
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Für die sogenannten „perpetuirenden (reinen) Reciprocanten“, d.h. 
solche, die sich nicht als lineare, ganze Functionen anderer Reciprocanten 
von geringerem Grad und Gewicht, aber unbeschränkter Buchstabenanzahl 
darstellen lassen, hat Mac Mahon*) für die ersten sechs Grade eine nume- 
rische Aufzählung mittels einer einfachen erzeugenden Function geleistet. 

Leudesdorf**) hat, abgesehen von neuen Beweisen für Sylves- 
ter’sche Sätze, ein vollständiges Kriterium dafür angegeben, dass eine 
vorgelegte Function von y,, Y,, ... eine (gemischte) Reciprocante sei, 
und zugleich eine Tafel bezüglicher Protomorphe aufgestellt. 

Eine bemerkenswerte Ausdehnung des Reciprocantenbegriffs ver- 
dankt man Rogers***). Bekanntlich lässt sich eine quadratische, ein-ein- 
deutige Verwandtschaft zwischen zwei Variabelnpaaren (x, y) und (x’,y’) 
zurückführen auf zwei incongruente, linear gebrochene Substitutionen der 
getrennten Variabeln x und y. 

Rogers zeigt, wie man die Differentialinvarianten einer solchen qua- 
dratischen Transformation bildet. 

Im besonderen ergeben sich ihm die Differentialinvarianten für die 
Transformation durch reciproke Radien. 

Berry?r) hat simultane Reeciprocanten (die sich auf mehrere Reihen 
von Variabeln beziehen) erforscht. Es dient hierbei zur Erleichterung 
(wie schon bei Elliott gelegentlich der einfachen ternären Bildungen), 
bereits solche Reciprocanten zu Grunde zu legen, welche die Variabeln 
selbst explicite noch enthalten. 

An die Arbeiten von Rogers über „homographische Reeiprocanten* 
knüpft Forsythff) an, um das vollständige System derselben aufzustellen. 
Es wird dieses Ziel erreicht, indem erst jede der beiden Variabeln ein- 

*) Lond. Proc. XVII 8. 139151 (1886). 

Bezeichnet w das Gewicht, % den Grad, so hat man auf alle möglichen 
Weisen die Zahl w einmal in 9, das anderemal in 9—+1 Teilzahlen zu zerlegen; 
die Differenz beider Anzahlen ergiebt die Anzahl der linear unabhängigen Perpe- 


tuanten vom „Grad-Gewicht“ ($, w). Beispielsweise ist diese Anzahl für 9=35 
der Coefficient von xW in 07 Entwickelung der erzeugenden Function 
1l- xx Ari 2 3 4 6 
SIEHT OT RE I+YX x’ +-x!+x°-+... 
Eine allgemeine Formel ist bisher noch nicht aufgestellt worden. 
=) Lond. Proc. 8. 197—219, 329—343 (1886), ebda. XVII S. 235—262 
(1887). 

In der zweiten Arbeit untersucht der Verfasser insbesondere die notwen- 
digen und hinreichenden Bedingungen dafür, dass eine vorgelegte Function 
von Yı, Ya, -.. eine gemischte Reciprocante ist. 

*=) Lond. Proc. XVII S. 220—231, 344—354 (1886), X VIII S. 150— 141 
(1887), XX S. 161—179 (1889), Mess. (2) XVII S. 153—158 (1889). 

r) Quart. J. XXII S. 260—288 (1888), XXIII S. 289— 316 (1889). 
Tr) Mess. (2) XVII 8. 154—192 (1888). 
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zeln linear gebrochen substituirt wird, und dann die beiderseitigen Ergeb- 
nisse combinirt werden. 

Von besonderem Interesse für die Theorie der linearen Differential- 
gleichungen ist eine besondere Klasse jener Reciprocanten, die sogenannten 
„Quotientenableitungen“*). Versteht man nämlich unter y den Quo- 
tienten von zwei Particularlösungen u,, u, einer linearen Differentialglei- 
chung der nten Ordnung und differentürt man die Gleichung yu, =Uu, 
(2n —1)-mal, so resultirt durch Elimination der Ableitungen von u, ein 
System von n linearen homogenen Relationen in den Unbekannten u, 


U/,..., und, Die Resultante des !stzteren Systems heisst eine Quo- 
tientenableitung, und verhält sich einer Substitution von der Art: 
IRNEEHTE Hay 
gx+h ’ © 0 ey+d 


er . & . : E ay\ır (dX\ 
gegenüber invariant, indem sie sich nur um den Factor a HL 


ändert. (Vgl. auch bei Gordan oben $. 157.) 


d? 
So entspringt z. B. aus der Stammgleichung = 0 die Schwarz’- 


sche Reciprocante 3y3— 2y, y;- 

Die weiteste Ausdehnung hat Forsyth diesem Gegenstande „der Inva- 
riantentheorie der linearen Differentialgleichungen“ in einer anderen Arbeit”*) 
gegeben. Ist ein derartiges Gleichungssystem vorgelegt, so wird dasselbe 
den Substitutionen unterworfen, welches deren Ordnung und linearen Cha- 
rakter ungeändert lässt, d. i. einer linearen Transformation der abhängigen 
und einer arbiträren der unabhängigen Variabeln x. Man kann dann nach 
denjenigen ganzen (und überhaupt algebraischen) Funetionen von y und 
deren Ableitungen, sowie der Coefficienten fragen, welche, für das trans- 
formirte Gleichungssystem gebildet, nur einen Factor (eine Potenz von = 
annimmt. 

Das System (set) dieser Functionen wird in erweitertem Sinne als 
ein volles nachgewiesen, insofern als aus einer beschränkten Anzahl der- 
selben alle übrigen durch rein algebraische Processe hervorgehen. 

Auf besondere Fälle derart waren früher schon Cocle, Laguerre, 
Brioschi, Malet und Halphen gestossen ***). 


*) Lond. Phil. Trans. 1888 S. 377—489. 
”*) Lond. Phil. Trans. 1889 S. 71—118. 
***) Siehe die Citate bei Forsyth. 
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IE 0034: 
Auftreten von projectiven Differentialinvarianten in der 
Krümmungstheorie. 

Die projectivische Theorie der Krümmungseigenschaften einer Fläche 
ist noch wenig untersucht worden. Abgesehen von zerstreuten Bemerkun- 
gen, die sich in dem grossen Werke von Darboux“) finden; einigen, nach 
Grassmann’schen Methoden abgeleiteten Sätzen von Mehmke**), sowie 
einzelnen diesbezüglichen Anwendungen, die Sylvester und seine Schüler 
von ihrer Lehre der „Reciprocanten* gemacht haben***), kommt haupt- 
sächlich nur eine ausführliche Arbeit von Voss?) aus neuester Zeit in 
Betracht. 

Eine projectivische Auffassung von metrischen Eigenschaften einer 
Fläche wird angebahnt, sobald man den Charakter der letzteren, dass 
vier beliebige ihrer Punkte nicht in einer Ebene liegen, mit der That- 
sache combinirt, dass der Inhalt eines Tetraeders bei beliebiger Collineation 
nur um einen leicht ersichtlichen Factor geändert wird. 

Wählt man auf der Fläche ein krummliniges Coordinatensystem u, v, 
so schneiden sich je zwei benachbarte Linien u, u-+-h; v,, v„-+K in 
den vier Eckpunkten P,P,,P,, P, eines Tetraeders T. 

Sei P der Punkt (u,, v,), P, der Punkt (u,-+h, v,+-k). Der letz- 
tere Punkt bewege sich nach dem ersteren (auf der Fläche) hin längs 
einer analytischen Curve mit dem Parameter t: 

u=w-+tht+-, vev-+kitt--- 
Dividirt man den Inhalt T durch das Quadrat des Inhalts & des durch 
P, P,, P, bestimmten Parallelogramms, so erhält man in erster Annäherung 
einen bereits sehr einfachen Ausdruck; nämlich: 

Digrle IE 
ni yaallıraa 
Hier bedeutet H die Discriminante eg—f?” des Quadrats des Linien- 


*) „Lecons sur la theorie generale des surfaces“, Paris 1890 I. livre 2. 
=") Schlöm. Z. XXXVI S. 56—60 (1891). Ebenda S. 206—213 (1891) 
hat derselbe Verfasser untersucht, inwieweit seine Sätze auf beliebige Punkt- 
transformationen ausgedehnt werden können. 
c18 Vgl. auch Böklen, Mitteilungen, 1892, Schlöm. 2. XXXVII S. 186—189 
1892). 
*#@#) Siehe insbesondere Elliott, Lond. Proc. XVII 8. 172—196 (1886). 
y) Math. Ann. XXXIX S. 179—256 (1891). 

Voss betrachtet auch allgemeinere Differentialinvarianten, welche bei einer 
beliebigen Transformation bis auf einen beliebigen Factor in gleichgebildete 
Ausdrücke übergehen. 

Wir haben uns im Texte auf projective Transformationen beschränkt. 
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elementes der Fläche: 
ds? = edu?’+2fdudv—+gdv?, 

während F die zweite der sogenannten „Fundamentalgrössen 2. Ord- 
nung“ E, F, G ist. 

Der angegebene Grenzwert hat im allgemeinen noch keinen Zu- 
sammenhang mit den Krümmungsverhältnissen der Fläche. 

Dies ändert sich indessen, sobald man zu ausgezeichneten Coordi- 
natensystemen u, v übergeht. 

Wird z.B. die eine Schar der Curven u, v von den Haupttan- 
gentencurven gebildet, und versteht man unter K das Krümmungsmass 


F 
der Fläche im Punkte P, so verwandelt sich der Quotient Er direct 


in V—K. 
Interessantere Ergebnisse stellen sich für ein „conjugirtes* System 
u, v heraus, für das also F identisch verschwindet, was von jetzt ab 


vorausgesetzt werden möge. 


ft 
Um nunmehr zu einem Grenzwerte zu gelangen, hat man or 


noch mit dem Quadrate des Linienelements S = PP, zu dividiren, dann 
kommt: 

BREI LUE}". Eah’’-+Gßk'” 
0 28? 72 YH eh’ +2fh'k'+gk'” ’ 
wo die a, ß*) nur von den e, f, g abhängen, also jedenfalls einer Bie- 
gung der Fläche gegenüber sich invariant verhalten. 

Eben diese Ausdrücke a, ß bleiben nun auch bei irgend einer Colli- 
neation der (auf ein System conjugirter Coordinatencurven bezogenen) 
Fläche völlig unverändert, sind also in diesem Sinne absolute projecti- 
vische Invarianten derselben. Stimmen dieselben überein, und nur dann, 
so coineidirt jener ‚Grenzwert, die „Parameterkrümmung“ mit der „Nor- 
malkrümmung“ (nach der Richtung PP, genommen). 

Dieser Umstand veranlasste Voss zu einer systematischen Unter- 
suchung der wichtigsten Krümmungsgrössen auf ihre projectivische In- 
varianz hin. 

Seien X, y, zZ die ursprünglichen Cartesischen Coordinaten eines 
Flächenpunktes P; x’, y’, z’ die linear transformirten; t — t(x, y,z) be- 
zeichne den gemeinsamen Nenner der letzteren, und D die Substitutions- 
determinante. 


*) a, ß sind zugleich die beiden Invarianten der sog. „Laplace’schen“ 
Differentialgleichung vgl. Darboux 1. c. 1 $ 23 ff. 
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Dann reprodueiren sich die drei Fundamentalgrössen 2. Ordnung je 
um den nämlichen Factor”), nämlich: 
hr, wohn oo‘ 
t t t 
wo A einen einfachen algebraischen Ausdruck bedeutet, der nur von den 
Substitutionscoefficienten und von den Richtungscosinus der in P er- 
richteten Normale (also nur von den ersten „Differentialquotienten der 
Fläche“) abhängt. 


In ähnlicher Weise ergiebt sich für das Verhalten von H: 


D? 
u, 
und damit für dasjenige des Krümmungsmasses K: 
WE 
DT 


Gleichungen, aus denen zahlreiche geometrische Anwendungen fliessen. 
So hat man damit unmittelbar den von Mehmke**) aufgestellten Satz: 
„Berühren sich zwei Flächen in einem Punkte, so ist der Quotient 
ihrer Krümmungsmasse in jenem Punkte eine absolute projectivische In- 
variante. * 

Aus der Relation für K hat Voss im besonderen das Ergebnis ab- 
geleitet: „Für jede Collineation (mit Ausschluss der affinen) existiren 
Flächen, sodass bei der Ausübung der Collineation die gegebene Fläche 
derart in eine andere übergeht, dass das Krümmungsmass in entsprechen- 
den Punkten nur um einen constanten Factor geändert wird.“ Die Glei- 
chungen dieser Flächen werden explicite angegeben. 


Imre 0. 
Höhere Transformationen von Differentialformen in der 
Flächentheorie. Differentialparameter. 


Die Flächentheorie wird beherrscht von der Transformation***) ge- 
wisser binärer Differentialformen. Im Vordergrunde stehen zwei quadra- 


*) Vgl. die Anmerkung auf S. 240. 

**) Da der Inhalt dieses Abschnittes nur lose mit dem Hauptgegenstande 
zusammenhängt, so mag es genügen, an Stelle ausführlicher Citate auf die 
Namen Riemann, Beltrami, Christoffel, Weingarten, Halphen, Ricci, Knoblauch, 
Frobenius hingewiesen zu haben. 

*#*) Zwei andere Anwendungen solcher Transformationen von Differential- 
formen sind schon auf S. 114 mitgeteilt worden. 

Eine weitere Ausführung des Textes findet sich bei Knoblauch, „Einlei- 
tung in die allgemeine Theorie der krummen Flächen“, Leipzig, 1888, Ab- 
schnitt Ill. Derselbe Verfasser hat im gleichen Sinne auch kubische Diffe- 
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tische derartige Formen, das Quadrat des Linienelementes der Fläche: 
A —= ds? = edu?+2fdudv—+-gdv? 
und die mit dem Krümmungsradius p dividirte Grösse A: 
2 
1 — — Edu’+2Fdudv—+-Gdv”. 
Dabei ist die Fläche auf ein System krummliniger Coordinaten (u, v) be- 
zogen gedacht. Die 6 Grössen e, f, g; E, F, G, die „Fundamentalgrössen 
1. resp. 2. Ordnung“, sind durch die drei „Fundamentalgleichungen“ mit 
einander verknüpft. 

Die Transformation besteht im Uebergange von dem ursprünglichen 
System u, v zu einem neuen u’, v’, indem die letzteren Grössen gleich 
eindeutigen und eindeutig umkehrbaren, im übrigen aber arbiträren*) 
Functionen der ersteren gesetzt werden. 

Setzt man: 

A=0a8— Pr, 
ou’ ou’ ov' ov' 
‚du. 9A Te 
du =, ld nyludu ie dl ge 
so transformiren sich die &, n linear in die E', n’ in der Weise, dass 
!=a+m, Nr, 
während die Umkehrung dieser Formeln unmittelbar liefert: 
ou lu Su 1 ou 1 Ov 1 
a ee 
du Ov Os Gunsand 
Aula Avis N 

Geht vermöge der angegebenen Transformation irgend eine quadra- 
tische binäre Differentialform A — a, du’+2a,,dudv-+a,, dv? über in 
die entsprechende A’—= a/, du’ + 2a’ ,du’dv’ alady so findet das 
Analoge statt für die bilineare Form: 

A, = a, dußu+a ,(duöv—+-dvöu)-+a,,dvöv. 

Dabei brauchen weder die du, dv, noch die öu, Öv not- 
wendig Differentiale zu sein: es genügt, wenn es überhaupt 
Grössen sind, die den &,n cogredient sind. 

Von dieser Bemerkung lässt sich, ganz wie in der algebraischen**) 








rentialformen im Zusammenhange mit der Flächentheorie studirt: Journ. f. 
Math. CIII S. 25—39 (1888). 

*) „Die Transformationsgruppe ist also die sog. „unendliche“, bezüg- 
lich deren man die neuen Untersuchungen von Lie, Leipz. Ber. 1891 $. 316 
bis 552, 3595—8393 nachsehen möge.“ 

**) Siehe oben S. 85. 
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Invariantentheorie, eine wichtige Anwendung hinsichtlich der Ableitungen 
einer Function machen. 

Ist nämlich y(u, v) eine willkürliche Function von u, v: y (u’, v’) 
die Transformirte, so gelangt man leicht zu den Relationen: 








Oy IH oyeovy 1 0x öv 
au Aa Hr Adv A’ 
#5 a oo N OK 
Br AR ou. Ov A Ov Qu 
Da aber die Diseriminante a—=a,a,—a/, von A eine relative In- 


variante ist, also 
a—A?’a', und damit Ya = Aya', 
Oy 12,0% 


so erkennt man unmittelbar, dass die Grössen Me F = 
Va Ov Ya ou 
mit &, n cogredient sind, also in die Identität A —= A! für die öu, dv 
substituirt werden können. Damit nimmt dieselbe die Gestalt an: 
Udu+Vdv = U’du’ + V’dv’, 
sodass die linke Seite eine lineare Covariante von A darstellt. Hieraus 
fliesst durch einfache Differentiation die Existenz der Invariante 


en 








Ya Ov ou 
oder mit Einsetzung der wirklichen Werte, von: 
Ä ee : EEPUT LEE | 
LW0Q 2 Zu 12 Or aa wen 


Kl) = — |— | nn [4 —— = 
WE |öu Ve dr Vs 
Würde man dagegen in die Linearform Udu—-Vdv statt der du, dv die, 
für eine zweite willkürliche Function w(u, v) genau ebenso, wie für y 
gebildeten Werte rc — Ka ‚08, eingesetzt haben, so hätte 
PN Ov Va ou 
sich eine andere Invariante A,(x, w) herausgestellt, wo: 
1 Oyx dw ne O0  0©% Se )+a 9 al: 
Born) a niveau ör Su du Tr du du 
aus der im besonderen, wenn y mit w übereinstimmt, die speciellere 
Invariante A,(y) entsteht. 
Lässt man nunmehr an Stelle der Form A die Form 
ds? — edu’+ 2fdudv—-gdv’ 
treten, wodurch die drei Invarianten Ay (x), Ar (X), Au(%, w) übergehen 
16* 
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mögen in A'(y), A’(y), A(y, w), so sind die letzteren drei Ausdrücke 
nichts anderes, als die von Beltrami mit so grossem Erfolge eingeführ- 
ten „Differentialparameter erster und zweiter Ordnung von 4%“, und der 
„Zwischenparameter von %, w*. 
Vermöge der Function A? lässt sich nunmehr ein Einblick in die 
Invariantennatur des Gauss’schen Krümmungsmasses K gewinnen. 
Bedeutet nämlich n den Multiplicator der Form A, so dass 
nA — dp dag, 
so stimmt K mit dem Ausdruck 4A’lgn überein. 
Weitere Aufschlüsse solcher Art gewinnt man durch simultane 
Transformation zweier Differentialformen, wie A und B: 
A = edu?’+2fdudv—+gdv?, B = Edu’+2Fdudv+Gdv”. 
Die Algebra liefert sofort zwei absolute Invarianten, nämlich 
eG— 2fF—+-Eg EG—F? 
Lu, RE EEE 
eg—f? eg—f? 





Hier ist H genau gleich dem arithmetischen Mittel der beiden Krüm- 
mungen, K gleich ihrem Product, d. i. das Krümmungsmass: 

1 1 1 

H= a a K—= - 

Pı Pa ' Pı pP; 


Bildet man noch die Functionaldeterminante von A, B, und dividirt sie 





mit 4a — 4Ayeg—f, so stimmt dieselbe mit der „Krümmungslinien- 
form“ I’ überein. 

Aus der Algebra entlehnt man dann ohne weiteres die Darstellung: 

I? —= —KA?+HAB—B°. 
Endlich stellt sich das Quadrat des Linienelementes do auf der Gauss’- 
schen Kugel direct als Covariante von A und B dar: 
ds? —= —KA-+-HB. 

Um die geometrischen Bedeutungen der hier auftretenden Formen zu ver- 
vollständigen, sei noch erwähnt, dass die bilineare Form A, (= 2dxöx) 
das Product der beiden Linienelemente ds, ös mit dem Cosinus des ein- 
geschlossenen .Winkels repräsentirt. 

Endlich hat man: 

' 
cosıbcosh in sin bsind ) 

Pı Pa 
wo db, W' die Winkel sind, welche ds, ös mit einer der beiden, durch 
ihren Schnittpunkt gehenden Haupttangenten bilden. 


Eduöu-+-F(duöv—+dvöu)+Gdvöv = asis( 
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TR: 
Specielle Substitutionsgruppen und Formen. 
II. D,a. Seminvarianten*) und seminvariante Functionen. 


Haben wir bisher die allgemeinen Eigenschaften invarianter Formen 
erörtert, so sollen uns im vorliegenden Schlusskapitel Erscheinungen spe- 
cielleren Charakters beschäftigen, sei es, dass man die Gruppe der aus- 
zuübenden Substitutionen beschränkt, oder die zu Grunde liegenden Ur- 
formen, oder endlich auch beide. 

Unter den invarianten Bildungen, welche zu Untergruppen”*) der all- 
gemeinen linearen Substitutionsgruppe gehören, sind am eingehendsten 
untersucht worden die sogenannten „Seminvarianten“***), d. s. die Leit- 
glieder der Covarianten, Contravarianten, Zwischenformen u. s. f., und 
deren Verallgemeinerungen. 

Um mit dem binären Gebiete zu beginnen, so setzen wir von vorn 
herein immer voraus, dass die zu betrachtenden ganz-rationalen Ausdrücke 


C, in den Coeffieientenreihen (a), (b), ... der Urformen homogen und 


isobar sind, oder, was auf das Nämliche hinauskommt, dass sich diesel- 
ben bei allen Substitutionen der Gruppe: 


(A) Ka uak u I 8) 
nur um eine Potenz der Substitutionsdeterminante ad ändern). 


Fügt man nunmehr die analoge Forderung bezüglich derjenigen 
Gruppe hinzu, welche entsteht, wenn man (A) zusammensetzt mit der 


*) Die bequemere Schreibweise „seminvariant“ an Stelle von „semi- 
invariant“ ist, etwa nach dem Vorbild des Wortes „seminanis = semiinanis“ 
(halbleer) gewählt worden. 

**) In den in nächster Zeit erscheinenden, von Scheffers herausgegebe- 
nen „Vorlesungen über Differentialgleichungen mit bekannten infinitesimalen 
Transformationen“ von Lie, ll. Band werden alle endlichen continuirlichen 
Untergruppen der projectiven Gruppe von 2, 3, 4 Variabeln bestimmt. Zu 
jeder derselben gehört eine besonders auszubildende Invarian- 
tentheorie. Im Texte beschränken wir uns, abgesehen von einigen Noti- 
zen über orthogonale Invarianten, auf die Seminvarianten. 

**#) Einige Eigenschaften der Seminvarianten sind schon früher berück- 
sichtigt worden, siehe S. 92, 157, 158, 164, 166, 169, 177, 179, 197, 211, 212, 
219, 232 u. flgde. 

+) Sei der Einfachheit halber eine einzelne Urform fa mit den Üoeffi- 
cienten &9, A, - .., An vorgelegt, und sei ag’aflad?...acn irgend ein Glied 
von (C,, so folgt in der That unmittelbar bei Ausübung der Substitution 
(A), dass sowohl die Summe 0.0%+1.0ı +2.@+...+4Nn&n, wie auch die Summe 
nu +(n— 1) +(n—2)&y-+... einen constanten Wert besitzen muss. Die 
Addition der beiden Summen zeigt dann, dass auch 9 +9 —+...-+@n constant, 
d.h. dass C, homogen ist. 

Das Entsprechende gilt für ternäre, ... Formen, 
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folgenden: 
(B) x, TI x,+bx,, X, TI7 Xu 
so wird C, zu einer Seminvariante, und genügt der charakteristischen 


Differentialgleichung 


her: 80, 

(D) Q Zi Bra Ei 3a, da, 
SO SC 

Hr ea Ste; En. ‘ 


2 


00, —„... 





Enthält C, n-+-1 Argumente a, m-+1 Argumente b u. s. f., so ist C, 
stets das Leitglied, d. i. der Coefficient der höchsten Potenz von X, 
einer bestimmten Covariante der Formen fy, m; ... mit den Coefficienten 
ES 

Sylvester*) geht von der einfachen Bemerkung aus, dass dann O, 
zugleich zum Leitgliede einer Covariante der Formen 

Kae, Ani ee AO ee | 
wird, deren erste n+1, m—+-1,... Coeffieienten mit den a, b, ... über- 
einstimmen. 

Die Theorie der Seminvarianten wird damit von der Grundlage der 
particulären Formen fy, &m; ... und ihrer Ordnungen losgelöst, und er- 
scheint nur noch als Attribut der beliebig fortsetzbaren „Elementenreihen* 
derii(a);(b ),lös: 

Der Einfachheit halber sei nur eine einzige Elementenreihe (a) vor- 
gelegt. 

Ersetzt man die a durch numerische Vielfache derselben, so ändern 
sich auch die Glieder von @ nur um numerische Factoren, und umgekehrt. 

Setzt man demnach in C, das erste Element a, gleich Null, so ist 
der „Rest“ eine Seminvariante in Bezug auf die neue Elementenreihe 
a, u. 

Sylvester und Perrin”**) haben nachgewiesen, wie auf Grund dieses 





*, Am. J. V S. 79—96 (1882), S. 97—137 (1883). 

In dem zweiten Teile der Arbeit beschäftigt sich der Verfasser mit der 
Ermittelung der „irreducibeln“ Seminvarianten (Perpetuanten), d.h. solcher, 
die sich nicht als rationale ganze Functionen niedrigerer Seminvarianten dar- 
stellen lassen. Es wird auch hier eine erzeugende Function für einzelne Fälle 
aufgestellt, welche die Anzahl der linear unabhängigen Perpetuanten von ge- 
gebenem Grad und Gewicht liefert; die Ordnung der zugehörigen Urform ist 
jetzt bedeutungslos geworden. Die betreffende Formel ist weiterhin von Mac 
Mahon allgemein angegeben worden, vgl. oben S. 174, 193, 198. Vgl. auch 
die Tabellen von Cayley, Quart. J. XIX S. 131—138 (1883). 

=») 8. M. F. Bull. XI S. 88—107 (1883). 


II. D,a. Seminvarianten und seminvariante Functionen. 247 


Satzes nicht nur die Ableitung der „Grundformen“, sondern auch die der 
zugehörigen Syzygien*) wesentlich vereinfacht wird. 

Es mag dies etwa durch den Satz von Perrin illustrirt werden, 
dass man den Leitgliedern eines vollen Systems von Grundformen einer 
Urform f, nur noch eine einzige „Restform“ der a,, A, ..., A, hin- 
zuzufügen hat, um ein volles System der zu einer Urform f„+ı gehöri- 
gen Restformen zu besitzen. 

Ein anderer Fortschritt wird durch die Auffassung begründet, C, 
als eine binäre Function der (nicht homogenen) Variabeln 3, anzusehen **). 

Hat man dann eine Reihe von Leitgliedern C,, C/, C},... einer 
Urform f„, so ist nach Sylvester jede Covariante der C, als Formen 
von a, betrachtet, wiederum das Leitglied einer Covariante von f,. 

In dem angegebenen Sinne kommt jeder Seminvariante C, selbst 
abermals ein Leitglied zu, nämlich der Coefficient der höchsten Potenz 
von An. Diese „Keime“ (germs) der Covarianten von f, gewähren, wie 
Sylvester an dem Beispiel der f, und f, näher ausführt, einen guten 
Einblick in die Structur des vollen Formensystems von f,. 

Der Benützung der Seminvarianten zweiten und dritten Grades in den 
a zur Aufstellung „associirter Systeme“ ist schon früher***) gedacht wor- 
den; ebenso der fundamentalen Aufgabe, unter den Seminvarianten (für 
ein unbegrenzt hohes n) die „Perpetuanten“, d. h. die „irredueibeln“ 
herauszugreifen), welche sich nicht als ganze Functionen von solchen 
niedrigeren Grades in den Elementen darstellen lassen; endlich auch des 
engen Zusammenhangesff) zwischen Seminvarianten und symmetrischen 
Functionen. 

In einer sehr einfachen Weise ist d’Ocagnef}r) 1886 zu einem neuen 
Systeme assocürter Seminvarianten einer f, gelangt. 

Man sehe a, für den Augenblick als eine Function einer Variabeln 
E an, und a,, a,, ... als deren erste, zweite, ... Ableitung nach &. Dann 


*) Siehe oben S. 166. 
=") Eine weitere Ausbildung der beiden genannten Prineipien verdankt 
man Petersen, Zeuthen Tidsskr. (4) IV S. 177—190 (1880), V 8. 33—40 (1881); 
(5) VI S.152—156 (1888). Die letztere Arbeit bringt Anwendungen auf die 
Aufstellung voller Systeme. 
*##) Siehe oben S. 157, 158. 
7) Siehe oben S. 174, 195, 198. 
fr) Siehe oben S. 197. 
) ©. R. CII S. 916—917, Brux. S. sc. X. B. S.75—78, ebda. XI S.514 
bis 319 (1887). 
Es wäre wünschenswert, den ersichtlich sehr engen Zusammenhang zwi- 
schen der Methode von d’Ocagne und den, von Bruno (S. 211) und Mac Mahon 
(S. 197) befolgten zu untersuchen, 


948 Bericht über den gegenwärtigen Stand der Invariantentheorie. 


liefern die successiven Ableitungen von la, nach &, von der ersten bis 
zur (n—]1)ten, ein System der gewünschten Art, durch dessen Indivi- 
duen sich also alle anderen Seminvarianten von f, rational, mit einer 
a Potenz von a, im Nenner, ausdrücken lassen. 

d’Ocagne*) und Gesaro”*) haben den Zusammenhang zwischen 
diesem Systeme und dem von Hermite gelieferten näher untersucht. 

Die Differentiation nach £ ist offenbar nur eine symbolische Abkür- 
zung für den Process 

d 6) 8) 

a 
und das obige Verfahren liess mittels desselben aus zwei gegebenen 
Seminvarianten, z. B. a,a,— a? und a), eine neue entstehen. 

In diesem Sinne haben d’Ocagne*"*), Perrinf), Deruytsfr), Ro- 
bertsfff) eine ganze Reihe ähnlicher Processe („Differentialgeneratoren“) 
construirt. 

Deruyts hat dabei eine ganze Reihe von Elementengruppen (a), 
(b), ... zu Grunde gelegt und insbesondere die enge Verwandtschaft 
zwischen dem dadurch entstehenden Processe 


u — 5 (: EN A drue -) 

SE er 3 
mit den früher besprochenen Cayley’schen D und A (in ihren Wirkungen 
auf Seminvarianten) weiter verfolgt. 


Wir führen zur Illustration den Satz an, wonach durch die Sub- 
stitution 


A 
2 SP 2 2? 
wo der Ausdruck X die Eigenschaft besitzt, dass DA gleich der Semin- 
variante S wird, jede Covariante sich derart transformirt, dass die neuen 
Coefficienten zu Zählern Seminvarianten haben. 


Nimmt man hier speciell S=a,, A—=a,, so kommt man auf einen 
bekannten Satz von Hermite zurück. | 


Ku X, —X 





* et S. M. F. Bull. XVI S. 183—187 (1888), Brux. S. sc. XII. B. S. 185 
15 A 


**) Nouv. Ann. (3) VII 8. 464—467 (1888). 
“*) C. R. OIV S. 961—964, 1364—1365 (1887). Vgl. auch Cayley, Quart. 
3. XXI 8. 212—213 (1885), Mac Mahon, ebda. S. 362—365. Der Letztere hat 


auch für die specielle Klasse der „asyzygetischen“ Seminvarianten Genera- 
toren aufgestellt: Am. J. VIII S. 1—18 (1885). 


+) C.R. CIV 8. 1097—1099, 1258—1260 (1887). 
+7) Belg. Bull. XIII S. 226-235 (1887). 
trf) Lond. M. $. Proc. XXI 8. 219—233 (1889). 
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Deruyts hat weiterhin die Lehre von den Seminvarianten auf Ur- 
formen mit mehreren Reihen von n Variabeln ausgedehnt, und damit zu- 
gleich die Invariantentheorie solcher allgemeinen Urformen wesentlich 
gefördert. Seine vielfach zerstreuten und schwer zugänglichen Unter- 
suchungen hierüber“) hat Deruyts 1891 in einer Monographie”*) ver- 
einigt, sodass wir die letztere hier zu Grunde legen können. Die Ab- 
stractheit des Stoffes nötigt uns freilich, es beim Hervorheben einiger 
Hauptgesichtspunkte bewenden zu lassen. 

Deruyts***) setzt, ähnlich wie Kroneckerf), die allgemeine 
lineare Transformation von n Variabeln x aus zwei geeigneten Reihen 
einfacherer zusammen. 

Es sind das einmal diejenigen, bei denen allein eine einzelne 
Variable einen constanten Factor annimmt: 

Ser er lkh), 
andererseits solche, wo eine einzelne Variable um eine zweite, noch 
mit einem constanten Factor behaftete Variable vermehrt wird: 
(SH) ı=Lh+tr7h, kl ka). 

Man betrachte nun ganze Functionen F der Coefficienten von den Urfor- 
men, welche ausserdem noch in ganzer Weise von einer oder mehreren 
der Variabelnreihen (x), (y), (z), ... abhängen können, und welche sich 
nach Ausübung der Substitutionen S), Sn,ı immer nur um eine Potenz 
der Substitutionsdeterminante (e resp. 1) ändern sollen. 

Die erstere Forderung, bezüglich der S), sagt nur aus, dass F „hin- 
sichtlich der einzelnen Indices 1, 2,...,n“* isobarff) wird: F ist dann 


*) Belg. Bull. (3) XIV S. 53—79 (1887), ebda. XV S. 951—980 (1888), 
XVI S. 207—215, 576—589 (1888); Liege Mem. (2) XV, zwei Noten (1888). 

Belg. Mem. S. E. LI, 3 Abhandlungen, ebda. LII. 

*) „Essai d’une theorie generale des formes algebriques“, Bruxelles. 

Zee. Chap. I. 

7) Siehe oben S. 223. 

Der wesentliche Unterschied zwischen beiden Entwickelungen ist in- 
dessen der, dass Kronecker die allgemeine lineare Substitution aus einer ge- 
wissen Anzahl specieller — welche insgesamt die erstere vertreten können — 
zusammensetzt, und jeder der letzteren entsprechend eine Differentialglei- 
chung für die invarianten Bildungen erhält. Deruyts dagegen benutzt nur 
einen Teil seiner speciellen Repräsentanten, um Differentialgleichungen für 
seminvariante Functionen zu bilden, während an Stelle des Restes eine Reihe 
von arithmetischen Gleichheiten (nämlich der der n Gewichte ı, 7%, ..., 7Tn) 
tritt, um dann zu einer invarianten Bildung zu führen. 

17) Um diesen Begriff klar zu legen, denken wir uns etwa eine ternäre 
Form Cn mit einer Variabelnreihe x9, X, X; der Coefficient des Gliedes 
x xkxl (i+k+1=n) sei mit a,,, bezeichnet. 

Irgend eine ganze Function F der a sei als ein Aggregat von Gliedern 
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von selber auch homogen in den einzelnen Ooefficienten und Variabeln- 
reihen. 

Aendert sich F bei Anwendung von $, um die Potenz e”", so heisst 
rn das Gewicht von F bez. des Index h; es giebt also n solcher 
Gewichte n,, T,, -+., Tn- 

Aus den Substitutionen S,,ı lassen sich nun n—1 derart heraus- 
greifen, dass die Zahlen h, l auf die n—1 Wertepaare 

h, 1= (1, My een 
beschränkt werden. Es zeigt sich, dass es für das Folgende genügt, 
diese n—1 Substitutionen $; ;-ı zu verwenden. 

Die Bedingung, dass F gegenüber S,„ invariant ist, erweist sich 
als äquivalent mit einer linearen partiellen Differentialgleichung [h, 1] = 0. 

Als eine „seminvariante Function“ wird jede isobare Form F der 
Coefficienten und Variabeln definirt, welche die n—1 Gleichungen 
i,i+1] F=0 erfüllt®): ist F frei von den Variabeln, so heisst F 
eine „Seminvariante“. 

Fügt man dagegen noch die Forderung hinzu, dass die n Gewichte 
TR, Typ ++ Tu) von F sämtlich einander gleich (=r) werden, 
so geht F über in eine gewöhnliche „invariante Function“ (invariante 
Bildung), resp. in eine gewöhnliche Invariante. 

Beispielsweise ist irgend eine, dem Schema der Variabelnreihen ent- 
nommene ein-, zwei-, dreireihige Determinante**) eine seminvariante 
Function. 


na, kl gegeben, wo sich das Productzeichen auf sämtliche a erstreckt, und 


die Exponenten 0 sind. Dann heisst F bez. des Index 0 isobar, wenn 
die Summe Nia;,, auf alle a ausgedehnt, einen constanten Wert (d.i. das 
i 


bez. „Gewicht“ x.) besitzt; desgleichen bez. des Index 1, 2, wenn das Ent- 
sprechende von den Summen Ika,,, Zla,. gilt. 
k 1 


Der Unterschied zwischen der hier gewählten Bezeichnung und der in 
der analytischen Geometrie üblichen tritt an einem Beispiel deutlich hervor. 
Eine (C, schreibt sich nach der letzteren Vorschrift: 

X, A000 + X} Ayııı +%5 aaa + 485 Xı Aoooı + +» +; 
dagegen nach der ersteren einfacher: 
X5 A004 X1 Ans +X% ano +EX5 Xı ago: 
wo also die Summe der Indices jedes Öoefficienten ein- und dieselbe ist, ge- 
nau wie die Summe der Exponenten. 

*) Es wird bewiesen, dass mit dem Erfülltsein der n—1 Gleichungen 
i,i+1]=0 i=1,2,...,n—l1) für eine isobare Form zugleich alle Glei- 
chungen [h,1J=0, bei welchen der Index h kleiner ist, als der Index 1, be- 
friedigt werden. 

**) Es sind das dieselben „Zwischenvariabeln“ p;,, Pjkp --„ welche den 


allgemeinen Untersuchungen von Clebsch zu Grunde liegen. 
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Behufs weiterer Entwickelung überträgt”) der Verfasser die Clebsch- 
Aronhold’sche Symbolik, welche bis dahin nur für invariante Func- 
tionen benützt wurde, auf seminvariante Functionen. Es empfiehlt sich 
dabei, den symbolischen Ausdrücken eine „canonische“**) Gestalt bei- 
zulegen, welche in den einzelnen äquivalenten Symbolelementen sym- 
metrisch ist: es hat das unter anderem den Vorteil, dass jeder nicht 
verschwindenden symbolischen Bildung auch eine nicht verschwindende 
reale correspondirt, und umgekehrt. 

Bei dieser Festsetzung ist es nicht schwer, nachzuweisen, dass „eine 
seminvariante Function d zum symbolischen Ausdruck W' eine, 
auf Linearformen bezügliche seminvariante Function von den 
nämlichen Gewichten besitzt“***), 

Diese Linearformen dürfen linear angenommen werden, nicht nur in 
den symbolischen Coefficienten, sondern auch in den Variabelnreihen; sie 
sind also sämtlich von dem Typus , = 4x, +3,%,+' "+ ı%- 

Bildet man nun aus den n ersten Colonnen des Schemas der sym- 
bolischen Coefficienten der Reihe nach alle möglichen Determinanten 
Ö,> 0,5 -.., &n von den Ordnungen 1, 2,...., n; andererseits aus den n letz- 
ten Colonnen des Schemas der Variabeln entsprechend alle möglichen 
Determinanten &,, 8n_1, -.., 6, von den Ordnungen n, n—1,..., 1, so gilt 
der grundlegende Satz): 

„Der symbolische Ausdruck U 
Function W ist darstellbar als eine Summe von Producten aus 
den drei Factorengruppen 8; Ö'; (ax, by, ...)*. 

Im besondern treten bei einer invarianten Function nur n-reihige 


' einer seminvarianten 


Determinanten ö„, ©n ein, und man gelangt unmittelbar zum Clebsch’- 
schen Fundamentalsatz der Symbolik zurück. 

Eine weitere Vereinfachung der Theorie wird erzielt, wenn man 
sich, nach dem Vorgange von Capelli, des Aronhold’schen Processes 
bedient; der Fortschritt bei Deruyts wird durch die gleichzeitige 
Berücksichtigung der (symbolischen) Coeffieienten- und der Variabeln- 
reihen erzielt. 

_ Hiermit ergiebt sich, in Verbindung mit der oben berührten sym- 
bolischen Darstellung für die seminvarianten Functionen, auf der einen 





Der Fortschritt bei Deruyts liegt eben darin, dass an Stelle der speciellen 
Grössen p mit den weit allgemeineren seminvarianten Functionen operirt wird, 
2321. c. Ghap. III. 
lee 8..13,X14, 
Br131,C.8. 00. 
Der, DT, 
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Seite der symbolische Ausdruck für irgend eine Seminvariante von den 
Gewichten ,, T,, ..., Tn, indem das aus den Hauptunterdeterminan- 
ten des Coefficientenschemas gebildete Product: 

air (a. hama (abc, AED ÄLRERDECHURE ku) 
genügend oft mal Processen von der Art Dyp, Dac, Dhe, ... unterworfen 
wird*). 

Auf der anderen Seite**) gelangt man, wenn man hier überall die 
Coefficientenreihen der a, b,.... mit den Variabelnreihen vertauscht, zu 
einer neuen Art von invariantiven Functionen, den „identischen Semi- 
covarianten zweiter Gattung“. 

Es hat nun keine wesentliche Schwierigkeit, zu sehen, dass das 
„Leitglied“ ***) einer invarianten Function, welche n Variabelnreihen zu 
den Ordnungen T,, Tr, ..., rn enthält, eine Seminvariante von den Ge- 
wichten x, %,, ..., 7%, ist, und dass diese Beziehung auch in eindeutiger 
Weise umgekehrt werden kann. 

In der That hat man nurf) in dem symbolischen Ausdrucke der 
Seminvariante % die symbolischen Elemente (a), (b), ... durch ebenso- 
viele Reihen von symbolischen Linearformen zu ersetzen, um die sem- 
invariante Function W mit dem Leitgliede ö vor sich zu haben. 

Die Function besitzt die n„te Potenz von ö,, der Determinante 
der Variabeln, zum Factor. Nennen wir den anderen Factor y, so ist % 
eine invariante Function, welche nur noch die n—1 ersten Variabeln- 
reihen zu den Ordnungen r, — Ta, T,— Tiny +++; Tn-ı—Tn enthält, vom 
Gewichte r, ist, und wiederum d zum Leitgliede hat. 

„Diese Functionen y, welche Deruyts als primäre Cova- 
rianten bezeichnet, erweisen sich, wie schon Capelliff) nach- 
gewiesen hatte, als das eigentliche Fundament der Invarian- 
tentheorie derFormen von beliebig vielen cogredientenReihen 
von n Variabeln.“ In der That lassen sich dieselben auch definiren 
als diejenigen, allseitig isobaren Formen von n—1 Variabelnreihen, welche 
den n—2 linearen partiellen Differentialgleichungen 

D,=9 D,=0; ..., Da-3,n-ı = 0 


genügen. 
"771.:0:.8208 
Eee, 
=##) Sind mit x,, (,k=1,2,...,.n) die n Reihen von je n Variabeln be- 
zeichnet, mit mı, Ma, ..., Mn die bezüglichen Ordnungen einer Form, so ist 


. . . h m 
unter dem Leitgliede der Coefficient von x71xX23...x,, zu verstehen. 


nn 
7) merBellt 
tf) Siehe S. 200 u. flgde., 216. 
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* 
Deruyts findet aber nicht nur die Capelli’schen Ergebnisse wieder, 


namentlich den Fundamentalsatz über Reihenentwickelung*), sondern 
deckt auch eine Reihe neuer Eigenschaften der Functionen y auf, eben 
mit Hülfe seiner durchsichtigen symbolischen Darstellung der Seminva- 
rianten. 

Hierher gehört vor allem der nach Hilbert’s Methode geführte 
Nachweis**), dass die Functionen y einen Integritätsbereich 
mit endlicher Basis bilden. 

Mit Hülfe der Functionen y ist Deruyts ferner in der Lage, einem 
Sylvester’schen Satze ($. 219) die weiteste Ausdehnung zu geben, in- 
dem aus zwei seminvarianten Functionen dadurch eine neue erzeugt wird, 
dass die Coefficienten der einen durch die ersten Ableitungen der zweiten 
nach den ihrigen ersetzt werden. 

Die Functionen y lassen sich auf eine Reihe einfachster Typen 
reduciren***), aus denen alle übrigen durch einen verallgemeinerten Q-Pro- 
cess ableitbar sind. 

Schliesslich sei noch hervorgehoben, dass es die Functionen y auch 
erlauben, „specielle“F) Urformen, zwischen deren Üoefficienten gewisse 
algebraische Relationen herrschen, der Formentheorie zugänglich zu 
machen. 

Vorausgesetzt ist nur, dass jene Relationen selbst invariantiver 
Natur sind, d.h. dass sie ihre Form bei linearer Transformation der 
Variabeln nicht ändern. 

Es hat zunächst den Anschein, als ob zu derartigen Urformen Func- 
tionen gehören, welche erst in Folge jener Relationen die Eigen- 
schaft der’ Invarianz annehmen. Dies ist indessen nicht der Fall, da sich 
nachweisen lässt, dass sich sämtliche Functionen y aus solchen „regu- 
lären“ herleiten lassen, welche unabhängig von jenen Relationen 
existiren. 


*) ].c. Chap. IV. Die Anwendung hiervon auf die Bestimmung der 
Anzahl der linear unabhängigen invarianten Bildungen von gegebenen Grad- 
ordnungen ist schon auf 8. 176 u. flgde. besprochen worden. 

**) ].c. 8.116 u.flgde. Die Verallgemeinerungen bei invarianten Func- 
tionen befinden sich schon auf 8. 23 u. flgde. 

elatChapı VI. 

7) l. c. Chap. VIII; Bull. Belg. (3) XXIII S. 152—167 (1892). 

Vgl. Maurer, S. 229. 

Auch Study („Methoden ...“ II $10) verwendet derartige „invariante 
Gleichungssysteme* behufs allgemeiner Erledigung des Aequivalenzproblems: 
insbesondere findet sich bei ihm der Satz, dass ein invariantes Gleichungs- 
system ersetzt werden kann durch eine Reihe von verschwindenden Invarian- 
ten und identisch verschwindenden Covarianten. 
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H2:Dy iD: 
Combinanten und Apolarität. 


Unter den Formen mit mehreren Reihen von Variabeln, welche ver- 
schiedenen“) linearen Transformationen unterliegen, sind bereits wieder- 
holt**) die „Combinanten“ als die am häufigsten vorkommenden namhaft 
gemacht worden. 

Die Verknüpfung der Combinanten mit der „Apolaritätstheorie* ist 
eine so innige, dass eine gemeinsame Besprechung am Platze ist. Frei- 
lich wird es uns nicht gut möglich sein, von der Bedeutung dieses Zwei- 
ges der Formentheorie eine richtige Vorstellung zu geben, da dessen 
wichtigste Anwendungen der Geometrie angehören; gerade hier aber tritt 
wiederholt die Erscheinung auf, dass Sätze, die in der Algebra nahezu 
selbstverständlich, oder wenigstens von nur particulärem Interesse sind, 
in der Geometrie zur Quelle weitreichender Forschungen werden. 


Es seien f,, f,, ..., fp homogene Functionen nten Grades der Variabeln 


X, Xyy +++, Xn- Unter den simultanen invarianten Bildungen der f werden 
diejenigen als Combinanten bezeichnet, welche sich bei linearer Sub- 


*) Siehe S. 106 u. flgde., 140, 148, 154, 178, 193. Von besonderem 
Interesse (auch für die Theorie der elliptischen Functionen) sind die binären 
quadrato-quadratischen Formen. Ihre beiden Discriminanten besitzen gleiche 
Invarianten (Cayley, Quart. J. XI S. 88—91, 1870; Capelli, Batt. G. XVII 
S. 69—148, 1879; Zeuthen, Proc. L.M.S. X S. 196—204, 1879; Frobenius, 
Journ. f. Math. CVI S. 125—188, 1890). Frobenius geht dabei auch auf die 
Aequivalenz solcher Formen ausführlich ein. Dass die soeben genannte Eigen- 
schaft auch bei mehrfach linearen Formen von drei und vier binären Variabeln- 
reihen in entsprechender Weise auftritt, hat le Paige untersucht; vgl. die Ci- 
tate auf S. 178 unten. 


**) Siehe S. 87, 148, 155, 162, 184 u. flgde., 193, 225. 

Combinanten im allgemeinsten Sinne sind die invarianten Bildungen von 
denjenigen unter den bezeichneten Formen, bei welchen eine der Variabeln- 
reihen nur linear eingeht. Siehe weiter unten. Wegen der auf diesen Ab- 
schnitt bezüglichen, bis 1885 reichenden Litteratur sei auf das Verzeichnis in 
des Referenten „Apolarität“ hingewiesen. Zur Begründung der Theorie sei 
hier noch nachgetragen : Clifford, Proc. L.M. S. II S. 116—118 (1869), Darboux, 
Bull. I (1870). 

Eine der wichtigsten Combinanten ist die schon von Jacobi eingehend 
studirte Functionaldeterminante von n Formen mit n Variabeln (siehe etwa 
Gordan’s Vorles. I), Die Functionaldeterminanten der Functionaldeterminan- 
ten sind den ursprünglichen Formen proportional (Clebsch, Journ. f. Math. 
LXIX S. 355—358 (1868), LXX S. 175—-181 (1869), Rosanes, ebda. LXXV 
S. 166—172 (1872), Pasch ebda. LXXX S. 177—182 (1875)). Die auf S. 165 
erwähnte Clebsch’sche Darstellung der binären Functionaldeterminante resp. 
des Productes zweier solcher durch die ursprünglichen Formen ist erweitert 
worden von d’Ovidio, Atti Tor. XIV S. 963—972 (1879), le Paige, Bull. de Belg. 
(2) XLIX S. 1153—125 (1880), (3) I S. 480—499 (1881), C. R. XCI S. 688—690 
(1881), Torelli, Nap. Rend. XXVS. 125—134 (1886). 
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stitution der f nur um eine Potenz der Determinante der Substitutions- 
coefficienten ändern. 

Bildet man sich mit Hülfe der neuen Variabeln 2 su 
Linearform 


run. die 
F=euf+uß,+.-+Uß; 

so lassen sich die Combinanten der f offenbar auch definiren als diejenigen 

Functionen von den Coefficienten und Variabeln der f, welche sich gegen- 

über beliebigen linearen Transformationen, sowohl der u, wie der x, in- 

variant verhalten, und welche die u nicht enthalten. 

Die letztere Definition ist insofern zweckmässiger, als sie nicht nur 
unmittelbar zu einer specifischen schon früher berührten Symbolik *) Ver- 
anlassung giebt, sondern auch zu einer wichtigen Verallgemeinerung führt; 
man gelangt zu „Combinanten der fin weiterem Sinne“, 
wenn man die angegebene Beschränkung hinsichtlich der u 
fallen lässt. 

Gordan**) hat den Grund zu der heutigen Ausbildung der Theorie 
gelegt mittels des Satzes: „dass jede Combinante der f sich dar- 
stellen lässt als eine invariante Bildung einer ausgezeichneten 
Combinante R, derjenigen Determinante nämlich, deren Ele- 
mente entstehen, wenn man die f so oft mit verschiedenen 
(cogredienten) Veränderlichen anschreibt, als ihre Anzahl 
ergiebt“. 

Gordan gelangt hierzu, indem er den Fundamentalsatz***) der Sym- 
bolik, „dass jede Invariante eines Systems linearer Formen eine Form 
der aus den Coefficienten der Formen zu bildenden Determinanten ist“, 
in eigentümlicher Weise in Verbindung bringt mit der Reihenentwicke- 
lungf) einer Form, welche zwei Reihen contragredienter Variabeln 
enthält. 

Die Combinanten bilden somit ein geschlossenes System von Formen, 
dem nach Hilbert unmittelbar die Eigenschaft der Endlichkeit zukommt, 
da sie aus einer einzigen Urform mit cogredienten Variabelnreihen ableit- 
bar sindrf). 

Sehr viel durchsichtiger gestaltet sich die Lehre der 

*) Siehe S. 193. 

**) Math. Ann. V S.95—122 (1872), bes. S.116. Vgl. auch Voss, Münch. 
Ber. 1888 S. 15—19. 

In $11 werden insbesondere die Combinanten R für binäre Formen auf 
noch einfachere Bildungen reducirt. 

*#*) Siehe S. 188. 


T) Siehe 8. 217. 
Tr) Siehe 8. 148. 
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Combinanten, wenn man dem Princip der Dualität Rechnung 
trägt. 

Construirt man nämlich mit Stroh*) eine neue Determinante Q, 
indem man die p Coefficientenreihen der f ergänzt durch die entsprechen- 
den Producte der Potenzen von einer hinreichenden Anzahl von Variabeln- 
reihen (v), (w), ..., welche zu den ursprünglichen Variabeln 
contragredient sind, so ist Q im Stande, die Form R völlig zu 
vertreten. Denn Q ist selbst eine Combinante der f, und R eine in- 
variante Bildung von Q. 

Ist N die Anzahl der Coefficienten einer allgemeinen Form f, so 
beträgt? N—p die Anzahl der neuen Variabelnreihen. 

Der angegebene Satz legt es nun nahe, den p „Ordnungsformen*“ 
f (geschrieben mit Polynomialcoefficienten) N—p „Klassenformen“ » (ge- 
schrieben ohne Polynomialcoefficienten und) in contragredienten Variabeln 
gegenüber zu stellen. 

„Alsdann gehen die Combinanten des einen Systems in 
die des andern einfach dadurch über, dass man in allen For- 
men an Stelle der Determinanten des ersten Coefficienten- 
systems die adjungirten des zweiten setzt.“ 

Hier ist der Punkt, wo die Apolaritätstheorie eingreift. 

Man bezeichnet zwei Formen, wie f und & (wo also die Ordnung 
von f gleich der Klasse von @ ist) als „conjugirt“ (Rosanes””)) oder 
„apolar“ (Reye***)), wenn ihre bilineare Invariante verschwindet. 

Einem Systeme von p linear unabhängigen Formen f cor- 
respondirt gerade ein System von N—.p linear unabhängigen 
Formen @ und umgekehrt, so, dass jede Form f zu jeder Form 
o apolar ist. 

Zwei solche Systeme heissen dann selbst „apolar zu einander“. 

Wählt man nunmehr das obige System der » als ein zum System 
der f apolares, so werden; nach einem, zuerst von Brill***) vollständig 


*) Math. Ann. XXII S. 395—405 (1883). 

Im Falle der binären Formen erhält der Verfasser einen sehr durchsich- 
tigen symbolischen Ausdruck für alle Combinanten ersten Grades, welche zu 
p Formen nter Ordnung gehören (l. c. S. 405). 

”*) Siehe S. 180, 218. 

”*") Math. Ann. IV, bes. S. 530 (1871). 

Vgl. Grassmann’s Ausdehnungslehre, 1862 No. 112. 

Derselbe Satz bildet auch die Grundlage der Untersuchungen von Clebsch 
über die Invarianten von Formen mit n Variabeln (Gött. Abh. XVII S. 1—62, 
1872), sowie von Gordan über den grössten gemeinsamen Factor (Math. Ann. 
VII S. 455—448, 1874), und der auf S. 264 citirten Arbeiten von W. Stahl. 
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nachgewiesenen Satze, je zwei der adjungirten Determinanten der 
beiderlei Coefficientensysteme einander proportional, oder 
auch, wenn man den unwesentlichen Proportionalitätsfactor gleich der 
Einheit setzt, einander gleich. 

Hieraus fliesst das fundamentale „Combinantenprincip*: „Die 
Combinanten zweier apolarer Formensysteme stimmen der 
Anzahl und Form nach mit einander überein“*). 

Beispielsweise lassen sich darnach drei biquadratische binäre Formen 
hinsichtlich ihrer Combinanten ersetzen durch nur zwei solche; waren die 
ersteren „allgemeine“ Formen, so sind es auch die letzteren “*). 

Von besonderem Interesse sind die einfachsten, die CGombinanten 
binärer Formensysteme, weil sich auf ihnen die höheren aufbauen lassen. 

Der Beweis, den Brill***) für diesen Fall geliefert hat, ist um so 
bemerkenswerter, als dabei ein wesentlich neuer Gesichtspunkt zu 
Tage tritt. 

Aus der Gordan’schen, nicht homogen geschriebenen Determinante 
pp —1) 

2 
Factoren besitzt, abgesondert, und nachträglich sämtliche y ein- 
ander gleichgesetzt. 

Die so entstehende einfachere Combinante W(y)f), von der Ordnung 
p(n—p-+-1) in der einen Variabeln y, ist insofern die Gordan’sche 
Form R zu ersetzen geeignet, als man auf die rationale Darstellung der 
invarianten Bildungen Verzicht leistet: in der That wird nachgewiesen, 
dass jede Combinante der f als eine irrationale In- oder Co- 
variante der binären Form W darstellbar ist. (Vgl. IL. B, b.) 

Die „Allgemeinheit“ der Formen f zieht wiederum die- 


R werden die Differenzen der p Variabeln y, welche R zu 


”) Stephanos, Sav. etr. 1883 (eingereicht Dez. 1881, siehe einen Be- 
richt von Jordan vom Dez. 1881). Brill hat den Beweis des Satzes so geführt, 
lass er ohne weiteres auf ein System von Formen mit beliebig vielen Ver- 
änderlichen ausgedehnt werden konnte (Math. Ann. XX insbes. S. 335, 1882, 
datirt vom April 1882). 

Vgl. wegen binärer Formen die Darstellung beim Referenten „Apolari- 
EA BES, 
==) Vgl. Stephanos (l. c.), Brill (l. e.), Referent (l.c. Cap. II), sowie die 
Dissertationen von Friedrich (Giessen, 1886), Gross (Tübingen, 1857, auch 
Math. Ann. XXXI S. 136—150, 1888), E. Meyer (Königsberg, 1888). 
a er 

7) Diese „Functionaldeterminante* der f oder „Haupteombinante“ hat 
in Bezug auf ihre Abhängigkeit von den f Igel in einer Reihe von Abhand- 
lungen in den Wien. Ber. u. Abh. genauer untersucht, und im Anschlusse daran 
Methoden zur Bildung von Combinanten entwickelt. 


Jahresber. d. Deutschen Matliein.-Vereinigung. I. 17 
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— 


jenige der Form W nach sich, d. i. die Coefficienten von W sind 
von einander unabhängig. 

Will man umgekehrt eine allgemein vorgelegte binäre Form von der 
Ordnung pn—p--1) in die Gestalt von W bringen, so bedarf es der 
Adjunction einer irrationalen Function der Coefficienten. | 

Beispielsweise ist die letztere bei einer Form sechster Ordnung die 
Wurzel einer Gleichung fünfter*) Ordnung: diese Adjunction genügt aber 
auch, um die gegebene Form durch lineare Transformation auf zwei ge- 
wisse canonische Gestalten”*) zu bringen. 

Zur Begründung des Combinantenprincips war der Begriff von apo- 
laren Systemen benützt worden. Der letztere ist indessen schon früher 
aufgetreten: seine Quelle ruht in der Ausdehnung der Sylvester’schen 
canonischen Darstellung binärer Formen als Potenzsummen auf 
Systeme von Formen. 

Rosanes hat 1872 einen ersten“) Schritt in dieser Richtung gethan, 
indem er mittels symbolischer Rechnung den einfachen, aber weittragen- 
den Satz nachwies, „dass das Verschwinden der bilinearen Invariante 
zweier binärer Formen gleicher Ordnung notwendig und hinreichend sei, 
damit jede von ihnen sich als Summe der Potenzen der Linearfactoren 
der anderen darstellen lasse“. Noch zweckmässiger spricht sich dies 
dahin aus, dass, „wenn eine binäre Form nter Ordnung den Factor A—a 
besitzt, so ist sie zur nten Potenz von A— a apolar, und umgekehrt“. 

Daraus folgt dann insbesondere, dass n gegebene binäre Formen 
nter Ordnung als lineare Verbindungen der vollständigen Potenzen der- 
selben n linearen Formen darstellbar sind. Das Product der letzteren ist 
nämlich nichts anderes, als die zu den gegebenen Formen apolare Form. 

Rosanes hat bald darauffy) das in Rede stehende Princip der 
apolaren Zuordnungen auf höhere Formen ausgedehnt. Man hat hier 





”) Wegen der Beziehungen zwischen den Wurzeln der Gleichungen 
sechster und fünfter Ordnung vgl. Stephanos (l. c.) und den Referenten (l. c.). 


#9) Journ. f. M. LXXV S. 172—176. Weitere Anwendungen des Satzes 
finden sich in des Referenten „Apolarität“. 

W. Stahl ist in die Beziehungen zwischen binären apolaren Systemen noch 
tiefer eingedrungen und hat interessante Anwendungen auf die Theorie der 
abwickelbaren Flächen gemacht: Journ. f. Math. GI 8. 73—98 (1886), S. 300 
bis 325 (1887); CIV S. 38—61 (1888), S. 302—320 (1889. Vgl. auch Study, 
Leipz. Ber. 1886 S. 5—9. 

Eine rein geometrische Theorie der binären Apolarität verdankt man 
I. Wiener, Habil. Schrift, Darmstadt 1885, 83 S. Vgl. Thieme, Schlöm. Z. XXIV 
S. 221—229, 276—284 (1879); Math. Ann. XXIII S.597—598 (1884). 

7) Journ. f£.M. LXXV S. 312—330 (1873). 
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analog: „Ist f(x, X,, -.., Xr) eine Form nter Ordnung von r Variabeln, 
und bedeuten u,, u,, ..., u. die contragredienten Variabeln, so ist f dann 
und nur dann zur nten Potenz der Linearform u, y+U,y,+*"—U,.Yr 
apolar, wenn die Gleichung f(y,, Ya ---, Jr) 0 erfüllt ist“. 

Hierauf gründet sich die Möglichkeit”), eine allgemeine Form f durch 
eine gewisse Anzahl von Potenzen linearer Formen darzustellen, eine 
Aufgabe, die bereits vorher”*) Reye mit Hülfe seiner mechanischen Inter- 
pretation mit Erfolg in Angriff genommen hatte. 

Es tritt aber jetzt ein neues Moment hinzu, welches den Zusammen- 
hang mit den Polareigenschaften der Form f vermittelt. 

Man bilde von der Form f die erste Polare bezüglich eines Wert- 
systems („Punktes“) (y); von dieser Form abermals die erste Polare bez. 
eines zweiten Punktes (z), und so fort, bis man zu einer Form gelangt, 
die in n Punkten (x), (y), (zZ), --., (w) linear ist. 

Verschwindet die letztere Bildung, so sagt man, dass die n Punkte 
ein „Pol-n-Eck“ von £***) bilden. 

Alsdann ist leicht zu sehen, dass ein Pol-n-Eck von f, d.i. das 
Product der n Linearformen uy, Uy, ..., Uy, eine zu f apolare Klassenform 
ist, und umgekehrt. 

Der Begriff des Pol-n-Ecks lässt sich zu dem eines vollständigen 
Pol-(n-+1)-Ecks erweitern, wenn je n-Ecken des letzteren ein Gebilde 
der ersteren Art darstellen. 

Daraus fliessen nun in Verbindung mit dem Obigen Sätze, wie der 
folgende, wobei wir uns auf den Fall von drei Variabeln beschränken, 
und der Kürze wegen die geometrische Fassung wählen: 

„Eine allgemeine C,„ lässt sich mittels der „Seiten“ eines vollstän- 


1 
digen Pol-(n+-1)-Ecks als Summe der nten Potenzen von aa ) 


Linearformen darstellen.“ 
Es ist bemerkenswert, dass die Kraft der hierher gehörigen Sätze 
wesentlich darauf beruht, dass man von zwei apolaren Formen f, @ die 
eine als reducibel, nämlich als ein Product von lauter Linearformen vor- 
aussetzte. 
Naturgemäss wird man nach der Bedeutung der Apolarität von zwei 
nicht reducibeln Formen fragen. Thatsächlich ist dieses allgemeinere Pro- 
*) Die geometrische Bedeutung der linearen Relationen zwischen gleich 
hohen.Potenzen von Linearformen hatte schon P. Serret 1869 eingehend unter- 
sucht (Geometrie de direction, Paris). 


’=*) Journ. f. Math. LXXI S. 293—326 (1870). 
”=*) Vol. Grassmann, Gött. N. Dez. 1872, S. 567—577. 
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blem das ältere, wenn man sich dabei auch auf den Fall der zweiten *) 
Ordnung und auf die darauf zurückführbaren**) beschränkt hat. 

Indessen schien die gegebene Antwort, so wichtig sie für die Geo- 
metrie ist, algebraisch von zu specieller Natur zu sein, um auf die For- 
mentheorie einen fruchtbaren Einfluss auszuüben. 

Hesse”*”) hatte nämlich bereits nachgewiesen, dass die Apolarität 
zweier Formen zweiter Ordnung resp. Klasse das Kriterium dafür ist, dass 
man vermöge linearer Transformation (und zwar dann noch auf unendlich 
viele Weisen) die beiden Formen auf eine derartige Normalform bringen 
kann, dass in der einen Form ausschliesslich die Quadrate, in 
der andern ausschliesslich die Producte der Variabeln auf- 


treten. 

Rosanes und Reyer) haben hieraus, in Verbindung mit dem 
oben dargelegten Prineipe, weitreichende Folgerungen entwickelt für Systeme 
von Kegelschnitten resp. Flächen zweiter Ordnung (und Raumcurven 


dritter Ordnung). 
Mit der Aufgabe, die in Rede stehende, ganz anders geartete canonische 


*) Der Fall der dritten Ordnung ist erst neuerdings für das ternäre 
. Gebiet von 0. Schlesinger untersucht worden. Sein Hauptresultat lautet geo- 
metrisch, dass, wenn eine Curve dritter Ordnung zu einer Curve dritter Klasse 
eonjugirt ist, die erste unendlich viele Polfünfecke der letzteren enthält. (Vgl. 
auch de Paolis, Acc. L. 1886.) Es wird für diese Polfünfecke eine einfache 
Construction angegeben (Math. Ann. XXX S. 455—477 (1887). Eine allge- 
meinere Auffasung der Apolarität entwickelt derselbe Verfasser, Math. Ann. 
XXXI S. 185—219 (1888), insofern man auf elliptischen Curven mit linearen 
Aggregaten gewisser #-Producte ganz ähnlich rechnen kann, wie mit solchen 
von algebraischen Formen auf rationalen Curven. Im besonderen folgt dar- 
aus, dass die oben mitgeteilte Bedingung des Conjugirtseins nicht nur not- 
wendig, sondern auch hinreichend ist. 

London (Math. Ann. XXXVI 8. 535—584) hat hieran angeknüpft, um eine 
oder mehrere kubische ternäre Formen als Summen von Kuben linearer For- 
men darzustellen. 

=") So z.B. wenn eine Curve zweiter Klasse k, apolar ist zu einer Curve 
dritter Ordnung (;, d.h. zu allen Polarkegelschnitten der C,, oder, wenn eine 
Fläche zweiter Klasse ®, apolar ist zu einer Raumcurve dritter Ordnung 9;, 
d.h. zu allen durch 9 gehenden Flächen zweiter Ordnung. Vgl. auch S. 86. 

==) Journ. f£. M. XLV S. 82—90 (1853). 

7) Siehe 8.180. Die Anwendungen auf linear abhängige Punktsysteme 
sind seitdem von Rosanes noch weiter verfolgt worden, Journ. f. M. LXXXVII 
S. 241—273 (1880), XC 8. 303—321 (1881), XCV S. 247—255 (1885), C S. 311 
bis 316 (1887). 

In jüngster Zeit hat Reye die Geometrie um einen neuen Zweig berei- 
chert, der mit der Apolarität vielfache Berührungen aufweist, nämlich um 
die Theorie der linearen Mannigfaltigkeiten projectiver Ebenenbüschel und 
collinearer Bündel und Räume, und der hier geltenden Dualitätsprincipien. 
3erl. Ber. 1889 S. 833—839, Journ. f. Math. CIV S. 211—240 (1889), CVI S. 30 
bis 47, 815—829; CVII S. 162—178 (1890); CVIII S. 89—124 (1891). Vgl. 
W. Stahl, Journ. f. Math. CVIT S. 179-188 (1890). 
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Darstellung auf die früheren zurückzuführen, verbindet sich eine andere von 
allgemeinerem Charakter, nämlich die Apolaritätserscheinungen im Gebiete 
von drei, vier, ... Variabeln aus einer rein binären Quelle herzuleiten. 

Der Referent*) hat sich hiermit eingehend beschäftigt und hat nach- 
gewiesen, dass beide Fragen zu bejahen sind: Apolaritäts- und Com- 
binanteneigenschaften höherer Gebiete lassen sich der Theorie 
der binären Combinanten unterordnen. 

Es wird das erreicht durch eine Kette von Uebertragungsprineipien 
(oder umgekehrt, wenn man will, von Reductionsprineipien). 

Der Kern des Verfahrens ist der, dass unter Zugrunde- 
legung eines canonischen „Coordinatensystems“* die erforder- 
lichen Polarenprocesse umgesetzt werden in einfache Umwand- 
lungen elementar-symmetrischer Functionen. 

Da es bei den in Rede stehenden Gebilden irrelevant ist, ob man 
die Formen gleich Null setzt oder nicht, so möge das Erstere erlaubt 
sein, und damit zugleich eine bequeme geometrische Redeweise. 

Um uns nicht in Erklärungen complicirter Begriffe einzulassen, genüge 
es, den einfachsten Fall von zwei Kegelschnitten**) der Illustration 


unterzulegen. 


Es seien ein Ordnungs- und ein Klassenkegelschnitt vorgelegt: 
zes =D, —=0, vEw ED —=0 (,k—0,1,2). 


Den letzteren denke man sich bereits in die „Normalform****) gebracht 


en 24! 

DES U U ei), 

oder auch, mit Einführung eines willkürlichen Parameters X: 
VE U LE l. 
Die Apolaritätsbeziehung zwischen f und & drückt sich jetzt aus durch: 
ae 
sodass man bei ihrem Erfülltsein setzen kann: 
Sn a ee All > mer a rel re ae 





*) „Apolarität ...*, Tübingen 1883. Die in Rede stehenden Ueber- 
tragungsprineipien hat des weiteren (auch für nicht apolare Gebilde) Study 
verfolgt: Leipz. Ber. 1890 S. 172 u. flgde. 

er lec. 8,1% 

‚#=°) Die Verwendung dieser Normalform ist für die Durchsichtigkeit des 
ganzen Verfahrens durchaus wesentlich. Selbstredend können einzelne Er- 
gebnisse auch unter Zugrundelegung allgemeiner Urformen abgeleitet und 
weiter verfolgt werden, wie das mittels symbolischer Rechnung Schlesinger 
für das ternäre, Lindemann für das quaternäre Gebiet nachgewiesen haben. 
Öf. O.Schlesinger, Dissertation, Breslau 1882 oder Math. Ann. XXI S.520—568, 
Lindemann, Math. Ann. XXIII S. 111—142 (1884). 

Ursprünglich ist der letztere von der „typischen“ Darstellung binärer 
Formen ausgegangen, siehe oben S. 161. 
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Von einem Punkte (x) mögen die Tangenten a, ß an den „Norm- 
Kegelschnitt“ & gehen, dann hängen die x,, X,, X, mit den a, ß zusam- 
men durch die einfachen Relationen: 

x, In au lg Bo 
Dann lautet der grundlegende Satz: 

„Die Bedingung dafür, dass zwei Punkte (x) = (a, ß), 
(y)= (1,6) in Bezug auf den Kegelschnitt conjugirt sind, 
drückt sich vermöge der, in den a,ß, y, 6 symmetrischen Ge- 
stalt aus: 








yy 3 =35,74, ; +, ,+3,3,71383 — 0, 
s 








S S r ; 
wo die 3 —., — die elementarsymmetrischen Func- 


\ 
= 


tionen der a, ß, y, ö bedeuten“. 

Daraus fliessen unmittelbar die nachstehenden Folgerungen. 

„Die sämtlichen Lösungen (s) der Gleichung 3%, —= 0 
stellen die (dreifach unendliche) Schar von, &@ umschriebenen 
Polvierseiten des zu o apolaren Kegelschnitts f dar.“ 

Setzt man nn ,—=0:a=ß=y=6—N, 50 erhält man die 
Gleichung a} = 0 für die vier Schnittpunkte von o mit f. 

Daraus und aus der Definition der binären Apolarität ergiebt sich: 

„Die Polvierseite des vorigen Satzes sind auf © darge- 
stellt durch die zum binären Quadrupel ai der Schnittpunkte 
von © mit f apolare Gruppe.“ 

Von den Polvierseiten von f gelangt man zu den Poldreiseiten von 
f, indem man eine Seite der ersteren unbestimmt werden lässt. 

Sollen zugleich die Seiten eines Poldreiseits Tangenten a, ß, y von 
» sein, so spaltet sich die Gleichung a, = 0 in die beiden: 

2,42, 4%, 5,+3,0, =0, 8,9,+3,5,-+23,5,-+3,0,=0), 
wo Zi =a+ß+% 5 —= ad+ay+Py, —_ = oßy gesetzt ist. 
iR findet aber 2 Satz von Hesse . vollständige Erklärung, 
„denn die, @ umschriebenen Poldreiseite von f sind auf» 
repräsentirt durch die zur Gruppe der ersten Polaren des 
Schnittpunktquadrupels (f, 9) apolare Gruppe.“ 

Die Verknüpfung zwischen dem binären und ternären Gebiete wird 

eine noch engere mittels eines weiteren, zuerst*) von O. Schlesinger mit 








*, Dissertation, Breslau 1882 oder Math. Ann. XXII S. 520—568 (1883). 
Unabhängig davon ist der Referent auf dieses Prineip gekommen, und hat das- 
selbe Math. Ann. XXI S. 528—544 (1885) und in „Apolarität* allgemein mit 
unsymbolischen Mitteln entwickelt. 


a nn en a TE Br 
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symbolischer Rechnung aufgestellten Uebertragungsprincipes, welches 
wesentlich auf der Auffassung beruht, dass man einen und densel- 
ben Kegelschnitt K einmal als Ordnungs-, das anderemal als 
Klassengebilde ansieht. 

Auf einem Kegelschnitt K sei ein Punktquadrupel a} nebst einem 
Tangentenquadrupel bj gegeben. Es giebt einen einzigen zu K apolaren 
Ordnungskegelschnitt f, der mit K das Punktquadrupel a} gemein hat, 
und ebenso einen einzigen zu K apolaren Klassenkegelschnitt ®, der mit 
K das Tangentenquadrupel b} gemein hat. 

„Dann ist (bis auf einen unwesentlichen Factor) die binäre 
bilineare Invariante der beiden Quadrupel af, bi identisch mit 
derternären bilinearenInvariante der beiden Kegelschnittef, o.* 

Wir brechen hier ab und begnügen uns damit, die Ausdehnung auf 
höhere Gebiete dadurch zu charakterisiren, dass man die Ordnung n einer 


Binärform f, = a) in zwei Factoren n,n, zerlegt”), und nunmehr die 


Wurzeln von f, = 0 interpretirt als Punkte auf einer, in einem Raume 
von n, Dimensionen gelegenen einfach - ausgedehnten Mannigfaltigkeit, 
deren homogene Coordinaten nichts anderes sind, als die Potenzen 1, A, 
A, ..., Ati der Variabeln A. | 

Als eine Anwendung der in Rede stehenden Uebertragungsprineipien 
mögen zwei Sätze ihre Stelle finden, welche auf die Natur der cano- 
nischen Potenzdarstellungen ein neues Licht werfen. 

Der erste**) sagt beispielsweisaaus, dass die beiden Pro- 
bleme, eine Binärform neunter Ordnung als Summe von fünf 
neunten Potenzen, andererseits eine quaternäre kubische Form 
alsSumme von fünf dritten Potenzen darzustellen, äquivalent 
sind: man kann das eine auf das andere vermöge invarianter 
Processe zurückführen. 

Der zweite Satz***) zeigt abermals die Aequivalenz zweier Probleme 
der canonischen Potenzsummendarstellung von Formensystemen und der 
Aufsuchung des grössten gemeinschaftlichen Teilers von Formensystemen. 

Seien nämlich zwei apolare binäre Formengruppen vor- 
gelegt, so entspricht jeder Untergruppe der einen, deren sämt- 
liche Individuen als Summen derselben vollständigen Poten- 





*) Für den Fall, dass die Ordnung der Urform eine Primzahl ist, führt man 
deren Polaren von einer zerlegbaren Ordnung ein. Im übrigen wird ein aus- 
gedehnter Gebrauch vom „Prineip des Projieirens“ gemacht, bez. dessen man die 
grundlegende Arbeit von Veronese vergleiche: Math. Ann. XIX S.161—254 (1882). 

**)\ „Apolarität . ...“ $ 32. 
er) Luca 8:34. 
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zen darstellbar sind, eine bestimmte Untergruppe der anderen, 
deren sämtliche Individnen ein und dieselbe Form als ge- 
meinsamen Fäctor besitzen, und umgekehrt. 

In neuerer Zeit sind auch die oben berührten „erweiterten Combi- 
nanten“ eines Systems binärer Formen f,, f,, f,, ..., fr in Betracht gezogen, 
welche also ausser der Variabeln A noch eine (oder mehrere) Reihen von, 
mit den f, contragredienten Grössen u enthalten. 

Es erweist sich dabei als zweckmässig, an Stelle der u variable 
Grössenreihen (x), (y), ... einzuführen, welche mit den f cogredient sind. 

Die Gordan’sche erzeugende Combinante R (die Determinante der 
in verschiedenen Variabeln A, u, v, ... geschriebenen f) ist nunmehr nach 
Brill”) um einige weitere zu vermehren, die dadurch hervor- 
gehen, dass man successive eine, zwei, drei, ..., p Reihen der 
f ersetzt durch Variable (x), resp. (x), (y), resp. (x), (y), (z) ete. 

Geometrisch dienen die erweiterten Combinanten zur Erkenntnis der in- 
varianten Eigenschaften der durch die f repräsentirten einfachen Mannigfal- 
tigkeit, innerhalb einer Mannigfaltigkeit von p— 1 Dimensionen. 

Eine der wichtigsten Aufgaben ist in diesem die projectivische Er- 
zeugung der vorliegenden Mannigfaltigkeit der f durch solche von nie- 
drigerer Ordnung. . Algebraisch lautet dieselbe: 

„Man soll p—1 Reihen von Formen der Ordnungen n, 
np D=n+n,+--+n,-1) ermitteln, derart, dass’die 
p vollständigen, aus den p—1 Reihen zu bildenden Deter- 
minanten mit p vorgelegten Formen f nter Ordnung überein- 
stimmen.“ 

Der Referent“*) hat diese Aufgabe mit Hülfe eines, später von Hil- 
bert””*) als allgemeingültig nachgewiesenen Postulates erledigt, indem er 
dieselbe als besonderen Fall der Teilbarkeitsaufgabef) behandelte: 

*) Siehe bei Gross, Dissertation, Tübingen 1887, oder im Auszug, Math. 
Ann. XXXII S. 136—150, Einleitung. 

**) Math. Ann. XXX S. 30-—74 (1887). 

Wegen besonderer Fälle siehe Math. Ann. XXIX S. 447—467 (1887), 
XRXT S,.06-133 (1888): 

*#*) Gött. N. 1889, bes. S. 30; Math. Ann. XXXVI, bes. $. 516 (1890). 

Das gemeinte Postulat setzt die geforderte „Erzeugung“ als möglich 
voraus. Es sei also möglich, für ein gegebenes System von d+1 Formen 
f@A) nter Ordnung, d Systeme von d-+1 Formen g(p) von den Ordnungen 
Y1, 925 -..,.Yg 80 zu bestimmen, dass einmal jede Summe von der Art XfA)o@(p) 
durch A—p. teilbar wird, und zugleich die Summe der v gleich n wird. 

Für den Fall p=3 war das gemeinte Postulat vom Referenten (l. ce.) be- 
wiesen worden. 

7) Das Prineip der Teilung geht in seiner einfachsten Fassung auf eine 
Arbeit von Brill zurück: Math. Ann. XXXVI S. 230—238 (1890), Abdruck 
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„Für eine ganze Function F(A, u) zweier nicht homogenen 
Variabeln das Kriterium dafür zu finden, dass F durch eine 
andere Function von A, u teilbar wird, welche eine der Va- 
riabeln nur zum ersten Grade enthält.“ | 

Die Lösung geschieht mit Hülfe von Ueberschiebungs- und Polaren- 
processen. 

W. Stahl hat*) für eine Reihe von Fällen r=3 und r=4 eine 
directe Lösung der gemeinten Aufgabe durch explicite Determinanten- 
formeln hergestellt. 


1» 1,7% 
Resultanten und Diseriminanten. 


Unter den speciellen Invarianten verdienen, mit Rücksicht auf die 
zahlreichen Anwendungen, die Resultanten und Diseriminanten eine be- 
sondere Berücksichtigung”). 

Die Lehre von den Resultanten und Diseriminanten algebraischer 
Formen kann hier freilich nur insoweit in Betracht kommen, als ihre in- 
variante Natur auch formal***) in den Vordergrund tritt. 

In dieser Hinsicht drängte die historische Entwickelung der Formen- 
theorie zunächst zur Lösung der Aufgabe, für jene Bildungen in den 
einfachsten Fällen einen symbolischen Ausdruck herzustellen. 

Für die Resultante einer binären Form f, nter Ordnuug und einer bi- 
nären, linearen f, bot das keine Schwierigkeit. 

Ersetzt man die f, durch eine f,, so gab Salmonf) eine Lösung 
mittels des Hyperdeterminantencalceüls in einer Weise, die auch die Mög- 
lichkeit einer Erweiterung auf höhere Fälle zuliess. 

Clebschyr) ging hierin einen Schritt weiter, indem er auf Grund 
(mit Zusätzen) aus den Münch. Ber. 1885. Die Darstellung der Endbildungen 
als Combinanten gehört dem Referenten an. 

*”) Math. Ann. XXXVII S. 561—585 (1891), XL S.1—54 (1892). Die 
Entwickelung beruht hier wesentlich auf dem S. 256 erwähnten Determinanten- 
satze. Vgl. noch Schuhmacher, Math. Ann. XXXVII S. 298—806 (1891), so- 
wie Jolles, Habil. Schrift, Aachen 1886, 24 S. 

**) Siehe die früheren Bemerkungen S. 85, 86, 92, 94, 150, 162, 184, 185. 

=##) Wir verzichten daher auch auf eine Ausführung der schönen An- 
wendungen, welche insbesondere die Discriminante in der Theorie der Diffe- 
rentialgleichungen und in der arithmetischen Theorie der algebraischen Grössen 
erfahren hat. 

7) Siehe etwa Salmon-Fiedler, No. 309, 310. 

+F) Journ. f. Math. LVIII S. 273—291 (1861). 

Vgl. die Darstellung bei Gordan, Journ. f. Math. LXXI S. 164—194 (1870). 


Clebsch hat weiterhin für die Teilbarkeit einer fn durch eine f, ein Kriterium 
mittels einer identisch verschwindenden Covariante gegeben (Binäre Formen 
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der Aronhold’schen Symbolik den Ausdruck für die Resultante einer 
f, und f, so weit umgestaltete, dass seine reale Zurückführung auf eine 
Reihe von intermediären In- und Covarianten ausführbar wird. 

Weniger durchsichtig gestaltet sich bei ihm die Verallgemeinerung auf 
mehrere Variable, wenn die Resultante von einer Form beliebiger Ordnung, 
einer quadratischen und einer Reihe linearer Formen gebildet werden soll. 

Das Verfahren von Olebsch hat Gordan*) weitergeführt für die 
Resultante R von zwei.beliebigen binären Formen f„ und fı- 

Zunächst gelingt es, in dem ausgezeichneten Falle m = n, durch 
Einführung der Symbole von den einzelnen „Elementarcovarianten“ der 
Cayley-Bezout’schen Resultantenform, und vermöge des Princips der 
Reihenentwickelung, die Resultante durch alleinige Anwendung des 
Ueberschiebungsprocesses aus den gegebenen Formen abzuleiten. 
Darüber hinaus wird in gleichem Sinne die Covariante construirt, deren 
Coefficienten für R= 0 den Potenzen der gemeinsamen Wurzel von fi 
und f, gleich werden, sodann diejenige Covariante, deren identisches 
Verschwinden das Kriterium für eine gemeinsame Doppelwurzel abgiebt u.s. f. 

Sind f„ und f, von ungleicher Ordnung, so erscheint freilich die 
Resultante in ihrem symbolischen Aufbau als Quotient zweier verhält- 
nismässig einfacher Bildungen. In jedem speciellen Falle ist indes die 
Division ausführbar, und es kommt ein dem obigen analoges Ergebnis. 

Die ausgerechneten Beispiele umfassen alle Fälle, wo keine der Ord- 
nungen m, n die Zahl Fünf überschreitet. 

Für den Fall, wo n beliebig, m—3 ist, hat Pascal**) die Resul- 
tante in symbolischer Gestalt fertig hingeschrieben, sodass auch einer 
realen Ueberführung in ein Aggregat von Ueberschiebungen keine wesent- 
lichen Schwierigkeiten entgegenstehen. 


S.91). Siehe die Verallgemeinerung bei Igel, Wien. Ber. 1880, der die f, 
durch eine-Form höherer Ordnung ersetzt. 
*) Math. Ann. III S. 355—414 (1871). 
In einer voraufgehenden Arbeit Gött. N. 1870 S. 427 u. flgde. hatte Gor- 
dan ein System von partiellen Differentialgleichungen für die Resultante R 
einer fan und fm(n m) aufgestellt. Bezeichnet nämlich gu(e =.n) eine 


Simultancovariante von fn und fm, welche die gemeinsamen Factoren der letz- 
teren beiden Formen ebenfalls besitzt, so wird die pte Ueberschiebung von 
» mit der Evectante von R durch R teilbar. Daraus fliessen die gewünsch- 
ten Gleichungen. Siehe oben S$. 205, 222. Die Invarianten-Kriterien für die 
Existenz mehrerer gemeinsamer Wurzeln zweier Formen gleicher Ordnung hat 
für eine Reihe von Fällen Pascal in Gordan’schem Sinne ausgeführt: Napoli 
Rend. (2) II S.402—409, Annali di Mat. (2) XVI S.85—99. Vgl. auch Perrin, 
C. R. CVII S. 22—24 (1885). Wegen der Disceriminanten siehe folg. S. 
**) Batt. G. XXV S. 257—280 (1887). 
Napoli Rend. (2) II S. 67—72 (1888). 
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Die allgemeine Lösung der bezeichneten Aufgabe scheint vorderhand 
unmöglich *) zu sein; man hat sich damit begnügt, in den untersten Fällen 
die invariante Darstellung der Resultante dahin zu vervollkommnen, dass 
nur Formen des bezüglichen vollen Systems zur Verwendung gelangen. 
BEE AuBriosch 18H), >» für m—4,hn—i4,: und für 
men ee rdiOvidio***): 

Noch weniger entwickelt ist eine entsprechende Darstellung der 
Diseriminante. Für binäre Formen f, verdankt man Gordanf) ein syste- 
matisches Verfahren, um die Discriminante durch fundamentale Invarianten 
auszudrücken: indessen steigern sich bei zunehmender Ordnung die Schwie- 
rigkeiten der (symbolischen) Rechnung derart, dass der Fall n= 7ff) 
eben noch bewältigt werden konnte. 

Liegt etwa eine f, vor, so liefert das Bezout-Cayley’sche Ver- 
fahren zur Bestimmung eines Doppelfactors ax, = a, x, —+0,x, von f sechs 
homogene Gleichungen vom fünften Grade in den «a. Durch geeignete 
Ueberschiebung der linken Seiten und darauffolgende Division mit a, resul- 
tiren Gleichungen vom vierten Grade in den «. So fortfahrend gelangt 
man zu quadratischen Gleichungen, aus denen die Elimination der « 
möglich ist; die linke Seite der Resultante erweist sich direet als die 
gesuchte Discriminante. 





*) Der combinatorisch-symbolischen Darstellung der Resultante von 
Schendel, Schlöm. Z. XXXII S. 46—55, 83—90 (1887), XXXIL S. 1—15, 65 
bis 77 (1888), sowie der Mac Mahon’schen Darstellung mittels symmetrischer 
Functionen Quart. J. XXIII S. 159—143 (1888) kann wohl eine Bedeutung 
für die Invariantentheorie vorderhand nicht beigelegt werden. 

**) Chelini Coll. M. 1881 S. 221—223. 

***) Atti Tor. XV S. 385—389, 1880 (m—=4 n—=4). 

Nap.'’Mem. XI, 1888 (m =5, n=2; 3). 

Mem. Soc. It. d. Sc. IV (1888) oder Rom. Acc. L. Mem. (4) IV S. 607—622, 
1888. (m==5, n —=2,3,4,5). 

T) „Vorlesungen“ II No. 99. 

Durch fundamentale Invarianten waren vorher schon ausgedrückt: 
die Discriminante einer f, durch Boole (1845), bei Cayley, Papers I S. 94; 
die Discriminante einer f, durch Salmon (1854), Cambr. a. Dublin M. J. IX S.52; 
die Discriminante einer f;, durch Brioschi (1867), Annali di Mat. (2) I S. 159. 

Das letztere Ergebnis ist auf Gordan’s Wege durch Maisano hergeleitet 
worden, Math. Ann. XXX S. 442-452 (1885). 

Die Structur der binären Discriminanten (in ausgerechneter Form) haben 
untersucht: Joachimsthal, Journ. £.M. XXXII S. 371—376 (1846), Cayley, 
ebda. XXXIV S. 30—45 (1847), Pasch, ebda. LXXIV S. 1—6 (1872), Bauer, 
Münch. Ber. 1886 S.183—191. Eine entsprechende Untersuchung der binären 
und ternären Resultante findet sich bei Noether, Math. Ann. XXIII S. 311—358 
(1884), bes. S. 315 u. flgde. 

Eine Darstellung der Resultante zweier binärer Formen nter Ordnung als 
Determinante von (n—1)? Elementen, die mit der Theorie der Combinanten 
zusammenhängt, hat W. Stahl gegeben: Math. Ann. XXXV S. 395 —400 (1889). 

fr) Math. Ann. XXXI S. 566—600 (1888). 
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Auf indirectem Wege hat Maisano*) den nächstfolgenden Fall 
n — 8 erledigt, indem er zunächst die specielle f, behandelt, welche 
Hesse’sche Covariante einer f, ist, und daraufhin für die Discriminante 
der allgemeinen f, einen analogen Aufbau nachweist. 

Was die Bedingungen für einen mehrfachen Factor einer f, betrifft, 
so ist neuerdings der Fall n = 6 durchgeführt worden. Die bezüglichen 
Covarianten, die dazu identisch verschwinden müssen, sind als Discri- 
minanten von Polaren der Stammform von Maisano**) und d’Ovi- 
dio***) durch Systemformen ausgedrückt worden. 

Für ternäre Gebilde ist nur Einzelnes zu erwähnen. Die Resultante 
dreier quadratischer Formen erscheint bei Gundelfinger****) und Mer- 
tensy) als ganze Function der zwei Fundamentalcombinanten. 

Die Diseriminante einer ternären Form C„ hat Gordanff) mit 
Hülfe einer schon bei Dersch auftretenden Covariante in Determinanten- 
form als Function der Coefficienten hergestellt. | 

Wir wenden uns nunmehr zu einzelnen Eigenschaften der Resultanten 
und Discriminanten binärer Formen. 

Diese Bildungen werden, als Functionen der Coefficienten, specifi- 
schen, partiellen Differentialgleichungen — neben den, für jede Invariante 
gültigen — genügen. Brioschifff) hat zuerst je ein vollständiges 
System von linear unabhängigen Gleichungen derart aufgestellt, während 
Noetherfrrr) nachwies, dass bereits eine einzige derselben, nach Belie- 
ben auswählbare, zur Charakterisirung jener Bildungen ausreicht. 

Eine bemerkenswerte Anwendung von den Brioschi’schen Diseri- 
minantengleichungen hat Wiltheiss*7) gemacht, indem er die Differential- 
sleichung der hyperelliptischen ©-Functionen in eine solche invariante 
Form umsetzte, dass sie geradezu durch geeignete lineare Combination 
von Brioschi’s Gleichungen hervorgehen; die bezügliche. binäre Form ist 
nichts anderes als der unter dem Integralzeichen auftretende Radicand. 





*) Pal. Rend. III S. 55—59 (1889), IV S.1—8 (1890). 
”=) Math. Ann. XXXI S. 495—506 (1888). 

*#*) Torino Atti XXIV S.164—176 (1888). 

#*#*) Journ. f. Math. LXXX S. 73—85 (1875). 
+) Wien. Ber. XCII S. 62—77 (1886). 

yr) Münch. Ber. XVII (1887). 

Bezüglich des Falles n—=4 siehe bei Klein, Math. Ann. XXXVI, bes. S.56. 

try) Journ. f. Math. LIII S. 372— 376. 

Die Resultante bezieht sich auf zwei binäre Formen gleicher Ordnung. 
Für Formen ungleicher Ordnung hat erst später Gordan die entsprechenden 
Differentialgleichungen aufgestellt, Gött. N. 1870 S. 427 u. flgde. 

+rrr) Bruno-Walter’s Binäre Formen, $ 25. 
*7) Math. Ann. XXXIII bes. S. 279 (1888). 
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Auf eine innige Wechselbeziehung zwischen Resultanten und Discri- 
minanten zu einander und unter sich hat zuerst Gordan*) hingewiesen. 
Einfache Rechnung ergab, dass die Resultanten gewisser, hervorragender 
Covarianten einer Stammform f die Discriminante der letzteren als Factor 
enthielten. Den wahren Grund dieser Erscheinung hat Kohn”*) in 
jüngster Zeit aufgedeckt. Führt man nämlich die Wurzeln einer ausge- 
zeichneten, von Hermite stammenden typischen Darstellungsform von f 
als selbständige Grössen ein, so gelangt man fast unmittelbar zu dem 
Satze, dass alle Covarianten von f, deren Gewichte jeweils unter einer 
gewissen Grenze liegen, die Eigenschaft besitzen, dass ihre Resultanten 
mit f, resp. ihre Diseriminanten die Discriminante von f in einer gewissen 
Potenz als Factor aufweisen. 

Entsprechende Sätze gelten für Systeme von Stammformen. 

Für eine binäre Form f ungerader Ordnung n = 21+1 hat Refe- 
rent***) eine geschlossene Reihe von Covarianten f, f,, f,, ..., fj aufgestellt, 
deren Discriminanten, abgesehen von der ersten und letzten, in zwei 
Factoren zerfallen und derart kettenförmig mit einander verknüpft sind, 
dass je zwei aufeinander folgende einen Factor gemein haben. 

Für gewisse particuläre Systeme von binären Formen ist der Connex 
zwischen ihren Resultanten und Disceriminanten noch genauer untersucht wor- 
den. Es sind das diejenigen, welche, gleich Null gesetzt, die (Ordnungs-) 
Singularitäten einer rationalen Curve der Ebene oder des Raumes bestimmen. 

Die Resultanten und Diseriminanten jener Formen zerfallen, wie das 
geometrische Ueberlegungen nahe legen, jeweils in eine Anzahl irredu- 
cibler Factoren, und haben die letzteren, wenn auch in verschiedener Viel- 
fachheit, zum Teil mit einander gemein. Für die Ebene und ein gewisses 
canonisches Gleichungssystem hat Brillf), für Ebene und Raum allgemein 
hatfr) Referent die bezüglichen Zerlegungen vollständig ausgeführt. 

*) Math. Ann. III S. 169—171 (1871). 

**) Wien. Ber. Juli 1891, 29 S., Oct. 1891, 58. Siehe auch S. 157. 

=) Gött. N. 1891 8. 279286. 

) Math. Ann. XVI S. 345—408, bes. S. 388. Vgl. auch Math. Ann. XII 
S. 90—122 (1877). 

+7) Für die Ebene in Gött. N. 1888 S. 74—77, Math. Ann. XXXVIIl 
S. 369—404 (1891); für den Raum in Gött. N. 1890, Juli, 10 S., 1890 Dez, 
S. 493—501, 1891 Jan., S. 1—12. 

Im Gebiete der algebraischen Functionen einer Variabeln existirt eine 


ähnliche Erscheinung. Die „Diseriminante“ einer Form C(1, s, z), d. i. die Re- 
Ö 
os 
Verzweigungen von C=(, während der andere die Singularitäten von C=0 
liefert (Kronecker, Journ. f. Math. XCI 8. 331— 354, 1881). Vgl. die projee- 
tivische Verallgemeinerung bei Noether, Math. Ann. XXIII S.311—858 (1884). 





sultante von C und ,‚ zerfällt in zwei rationale Factoren, deren einer die 
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Im besonderen zerfällt dabei die Diseriminante der Functionaldeter- 
minante von drei oder vier binären Formen gleicher Ordnung in zwei 
Factoren, ein Ergebnis, welches Brill*) schon vorher auf eine beliebige 
Anzahl solcher Formen ausgedehnt hatte. 

Die Kenntnis einer anderen, hierher gehörigen Reducibilitätserscheinung 
verdankt man Cayley””). Bildet man die Diseriminante eines binären 
Formenbüschels k,f+-k,9, und von dieser, welche eine Form der Va- 


riabeln k,, K, ist, abermals die Diseriminante, so zerfällt die letztere in 


2 


ein Product von der Gestalt AB?’C?, wo das Verschwinden der Invarianten. 


A, B,C eine leicht ersichtliche Bedeutung für das vorgelegte Büschel besitzt. 

Im Gebiete von mehreren Variabeln existirt in dieser Richtung ein 
Satz von Brill***). Eliminirt man aus n Gleichungen f; = 0 in n (nicht 
homogenen) Veränderlichen n—1 der letzteren: x,, X,, ..., Xn—ı, SO wird 
die Resultante der f eine binäre Form der übrig bleibenden x„. Die 
bez. x, gebildete Diseriminante derselben ist durch die Resultante aus 
den f und ihrer Funetionaldeterminante teilbar. 

Wir erwähnen noch eine anderweitige fundamentale Eigenschaft der 
Diseriminante D einer Form F. Es lässt sich erwarten, dass auch alle 
Ausartungen von F allein aus dem Verhalten von D erschlossen werden 
können. Für binäre Formen F hat Hilbert?) die bezügliche Frage mittels 
Potenzreihenentwickelung von D in allgemeinster Weise erledigt. Ver- 
schwindet für ein gewisses Wertsystem der Coefficienten a; von F,„ nicht 
nur die Form D(a;), sondern auch ihre sämtlichen ersten n—k—1 Po- 
laren identisch, so zerfällt die nächstfolgende, (n—k)te Polare in n—k 
lineare Factoren. Existiren unter diesen etwa je —1 (i=1,2,...,k) 
gleiche, so zerfällt auch die Stammform F derart, dass ihre Linearfactoren 
zu je w; vereinigt sind, und umgekehrt. 

Für eine specielle Gattung von Polaren, die sogenannten „Evectanten“, 
ist dieses Ergebnis schon weit früher von Sylvesterff) abgeleitet worden. 

Die Hilbert’sche Methode erlaubt indessen, darüber hinaus, alle 
Singularitäten des Gebildes D(a;) = 0 der Form und Anzahl nach an- 
zugeben. 


”) Math. Ann. XX bes. S. 856 u. flgde. (1882). 
**) Siehe Russell, Quart. J. XXI S. 373—375 (1886). 
Hilbert, Math. Ann. XXXI S. 482—492 (1888). 
"er (Hotte,N. 1892 818992: 
+) Math. Ann. XXX 8. 457—441 (1887). Als eine besondere Anwen- 
dung erscheint die Verallgemeinerung eines Satzes über Identitäten zwischen 
gleich hohen Potenzen binärer Formen, welchen der Referent in „Apolarität“ 
S. 850 u. folgde. aufgestellt hatte. 
7) Phil. Mag. (4) III 1852. 
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Wir beschliessen diesen Abschnitt, indem wir noch einiger Fort- 
schritte in der Fassung des Resultanten- (und Discriminanten-) Begriffs 
gedenken, obschon denselben zur Zeit noch die Ausführung im invarianten- 
theoretischen Sinne mangelt. 

Bis auf die neueste Zeit ist die Resultante einer Reihe von n For- 
men F; als die linke Seite der (von überflüssigen Factoren befreit ge- 
dachten) Gleichung formulirt worden, die durch Elimination der n—1 
Variabeln hervorgeht. 

Allerdings hat schon Bezout thatsächlich die Resultante dadurch ge- 
bildet, dass er mit Hülfe geeigneter polynömes multiplicateurs”) die For- 
men F; derart linear combinirte, dass sich der entstehende Ausdruck auf 
eine Constante, eben die Resultante, redueirt. 

Indessen gebührt Mertens”*”) das Verdienst, durch Umkehrung dieses 
Verfahrens den Begriff der Resultante vom Processe der Elimination los- 
gelöst zu haben: unter der Voraussetzung, dass die Gleichungen F; — 0 
kein Lösungssystem gemein haben, wird nachgewiesen, dass eine lineare 
Combination der F von vorgegebenem Grade in den Coefficienten der F 
existirt, die von den Variabeln nicht mehr abhängt. 

Auf der anderen Seite hat man, den einfachsten Ausartungen der 
Grundformen F entsprechend, den Begriff der „redueirten“ Resultante R’ 
eingeführt. Besitzen nämlich die Gleichungen F, — 0 bereits eine An- 
zahl von gemeinsamen Lösungssystemen , so giebt es immer noch eine 
ganze Function R’ der Coefficienten, deren Verschwinden das Kriterium 
dafür abgiebt, dass jene Gleichungen noch eine weitere Lösung zulassen. 

Cayley*** 
rinr) und Brillyr) haben allgemeinere Untersuchungen darüber angestellt. 

Perrin legt das Princip zu Grunde, die ursprüngliche Resultante R 


) hat wohl zuerst ein derartiges Beispiel construirt, Per- 


als Function der von den Variabeln freien Glieder der F aufzufassen, 
und gelangt so zu einer ausartungsfähigen Darstellung von R als ganzer 


*) Die Bezout’sche Methode ist von End ausgedehnt worden auf Func- 
tionen von drei Variabeln, welche ausser für eine endliche Anzahl von Wert- 
systemen der Variabeln noch für ein einfach unendliches Wertsystem dersel- 
ben verschwinden. (Dissert. Tübingen, 1888 oder im Auszuge: Math. Ann. 
AXXV S. 82—90, 1889.) 

**) Wien. Ber. XCVII S. 618—621 (1888). Für binäre Formen findet 
sich eine entsprechende Behandlung der Resultante bereits bei Kronecker, 
Berl. Ber. 1881 S. 535—600. 

**) Quart. J. XI S. 211—213 (1871). Vgl. auch Journ. f. Mat. XXXIV 
S. 80—45 (1847). 

7) C.R. CVL S. 1789— 1791; CVII S. 22—24, 219—221 (1888). 

B on Math. Ann. IV S. 510—526, 527—549 (1871), Münch. Abh. XVII S. 91 
is 101. | 
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Function der F, deren Coefficienten dann aber nicht mehr von den Va- 
riabeln abhängen. 

Durch Combinirung des genannten Princips mit dem Poisson’schen 
Eliminationsverfahren gelingt es Brill*), die Frage zu einem algebraisch 
befriedigenden Abschluss zu bringen, sodass die reducirte Resultante 
expliecite als gemeinsamer Factor gewisser Glieder einer Entwickelung 
erscheint, welche durch einen übersichtlichen Algorithmus berechnet wer- 
den können. 

Zum Schlusse sei noch erwähnt, dass auch die Theorie der Combi- 
nanten und der Apolarität mit Vorteil zum Zwecke von Resultantenbil- 
dungen bei complicirteren Fällen verwendet worden ist**). 


II. D,d. | 
Weitere specielle Formen ***). 


I. D, d,a. Formen mit verschwindender Hesse’scherf) 
Determinante. 
Eine der wichtigsten Fragen der Formentheorie ist die nach einem 
Kriterium, welches zu entscheiden gestattet, wann eine vorgelegte Form 


*) l.e. Brill hat auch eine Verallgemeinerung anderer Art angegeben, 
indem er den Begriff der Resultante auf zwei Potenzreihen ausdehnte (Math. 
Ann. XXXIX S. 129— 141, bes. 138, 1891), während OÖ. Schlesinger schon vor- 
her Resultanten und Diseriminanten von 6-Functionen in Betracht gezogen 
hatte (Math. Ann. XXXII S.411—443, 1889). 


*“) Stephanos, These pour le doctorat. 1883. Referent: Gött. N. 1890 
No.10, Math. Ann. XXXVIIL S.369—404, bes. $ VIII (1891), Verhandl. der 
Bremer Naturforscherversammlung 1891 S.9—11. Geometrisch gesprochen ist 
dies Verfahren mit gewissen Projeetionen äquivalent. 

“**) Aus der ausgedehnten Reihe weiterer specieller Formen sind im fol- 
senden noch zwei Klassen herausgegriffen, welche von weiterem Interesse sind, 
und wir verweisen im übrigen auf eine Reihe von Notizen am Schlusse dieses 
Abschnittes II. D,d. 

7) Zwei andere Eigenschaften der Hesse’schen Determinante H seien 
hier noch kurzweg erwähnt. Voss hat allgemein nachgewiesen, dass bei kubi- 
schen Formen F von n Veränderlichen die Hesse’sche Form von H eine lineare 
Combination von der Urform F und von H ist (Math. Ann. XXVII 8. 515—536 
(1886). Für n=4 war der Satz vorher von Bauer bewiesen (Münch. Abh. 1883 
S. 1—14) und auf die Geometrie der Flächen 3. Ordnung angewandt worden. 

Andererseits hat Brill, behufs Untersuchung der Hesse’schen Curve H=0 
in singulären Punkten einer Grundeurve C=0 die Form H aus gewissen bi- 
nären Covarianten aufgebaut Math. Ann. XIII S. 175—182 (1878), nach einem 
Principe, welches Forsyth später weiter ausgeführt hat (siehe oben S. 158). 

Die nämliche geometrische Aufgabe hat dann Wölffing veranlasst, die 
Form H einer ganzen Function ternärer Formen aus einfachsten Simultanco- 
varianten der letzteren herzustellen: Dissert. Tübingen 1890, oder Math. Ann. 
AÄXXVIS.97—120. Vgl. auch Gerbaldi, Pal. Rend. II S. 60—66 (1889). : 
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F von n Variabeln vermöge linearer Substitution in eine solche von 
weniger Variabeln übergeführt werden kann, und, wenn dies der Fall 
ist, die bezüglichen Substitutionen wirklich zu ermitteln. 

Die allgemeine Erledigung dieses Problems verdankt man”) Gordan 
und Noether, welche damit zugleich einen Satz von Hesse**) rectifi- 
eirten, dem zufolge das besagte Kriterium durch das identische Verschwin- 
den der nach ihm benannten Covariante H, der Functionaldeterminante 
der ersten Polaren von F, ausgedrückt sei. 

Es ergab sich, dass der von Hesse aufgestellte Satz nicht allgemein 
gültig ist, sondern nur für die binären, ternären und quaternären, sowie 
die allgemeinen quadratischen Formen, während bereits im Gebiete von 
fünf homogenen Variabeln ganze Klassen von Formen existiren, deren H 
identisch verschwindet, ohne dass zwischen ihren Polaren lineare Relationen 
stattfinden. 

Die Untersuchung von Gordan und Noether basirt auf einer 
linearen partiellen Differentialgleichung, welcher F und deren Polaren ge- 
nügen, und deren Coefficienten selbst wieder von einem System partieller 
Differentialgleichungen abhängen. 

Aus der Zahl der Lösungen dieses Systems sind diejenigen auszu- 
scheiden, welche ganze Functionen der Variabeln sind. 


*) Gordan, Erl. Ber. 1876 S. 89—95;; Noether, Erl. Ber. 1876 S. 51--56, 
Gordan und Noether Math. Ann. X S. 547—568 (1876). Das Hauptmoment 
des Beweises befindet sich in der letzteren Arbeit auf S. 561. 

Für die ternären kubischen und quaternären kubischen Formen war der 
fragliche Satz von Pasch auf dem Wege von Determinantenrelationen als rich- 
tig nachgewiesen worden, Journ. f. Math. LXXX S. 169—176 (1875). 

In der erstgenannten Note von Gordan sind durch Betrachtung der Hesse’- 
schen Determinante einer reducibeln Form in Bezug auf deren Factoren, und 
der zwischen den Polaren bestehenden Relation die ternären Formen über- 
haupt erledigt. 

Man kann ganze Klassen von Formen f in r(>4) Variabeln, für welche 
der Hesse’sche Satz nicht mehr gilt, nach Gordan und Noether folgendermassen 
angeben. 

Man bilde sich r—s (s x 5) Formen P,ı, Ps, . . ., Pr-s von s Variabeln 
X], X, ».., Xs, und Setze aus ihnen eine neue Form 

Q=xXs+1Pı+Xs+2 P,+...+Xr Pr--s 
zusammen. Dann sind die gesuchten Formen f dargestellt in der Gestalt 
{= (Q, X], X9) ++, X8), 
wo 9 in den X, X, +..„ Xs homogen zu sein hat (l. c. S. 564). 
Insbesondere erhält man sämtliche, den Hesse’schen Satz nicht erfüllen- 
den quinären Formen, in der canonischen Gestalt: 
f = 9(8Pı +x4Ps+x; P3, Xı, %2)> 
wo die P binäre Formen gleicher Ordnung der x,, Xy sind. 
**) Journ. f. Math. XLII S. 117—124 (1851), LVI 8. 263—269 (1859). 
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Es geschieht dies, indem die letzteren „uneigentlich“ rational trans- 
formirt werden, d. i. derart, dass die Determinante der Transformation 
nebst einer Reihe ihrer Minoren identisch verschwindet. 


ILS Sn. 
Specielle Formen, deren Natur durch algebraische 
Differentialgleichungen charakterisirt ist”). 

Da die Ueberschiebung zweier Formen durch einen Differentiations- 
process ersetzt werden kann, alle invarianten Bildungen aber auf Ueber- 
schiebungen zurückkommen, so ist theoretisch klar, dass, wenn die in- 
variantive Ausartung einer Form oder eines Formensystems durch das 
Verschwinden von Invarianten oder das identische Verschwinden von Üo- 
varianten festgelegt ist, die Form selbst einer oder mehreren algebraischen | 
Differentialgleichungen zu genügen hat, deren Herstellung freilich in praxi 
auf dem angedeuteten Wege auf grosse rechnerische Schwierigkeiten stösst. 

Noch weit schwieriger aber würden sich so umgekehrt, wenn der- 
artige Differentialgleichungen für specielle Formen gegeben vorliegen, 
daraus die äquivalenten Invariantenkriterien gewinnen lassen. 

Für das vorliegende Problem wird daher ein Satz von Bedeutung”*), 
den Bruno zunächst für binäre Formen bewiesen, der sich aber nach 
Hilbert und Perrin leicht auf höhere Formen ausdehnen lässt, ein Satz, 
der jene gegenseitige Ueberführung zu leisten im Stande ist. 

Ist nämlich f(x) = f, eine binäre Form in der nicht homogenen 


Variabeln x: 


0 


n 
f, = „x+(}) a xl... +2, 


und bedeuten f,,f,,.... die mit einfachen Zahlenfactoren dividirten Ab- 


leitungen von f nach x: 
| 1 1 
Bene en x f en " 
n a ne IM) a 
so lässt sich jede Covariante von f, unmittelbar dadurch aus ihrem Leit- 
gliede (Quelle) gewinnen, dass man die a; durch die f; ersetzt. 
Daraus folgt sofort, dass jede homogene und isobare Function F 


der f, eine Covariante von f(x) ist, welche der einen Quellengleichung 


*) Vgl. die früheren Bemerkungen auf 8. 209 unten. 
**), Siehe $. 210. 


II. D, d, 8. Specielle Formen, durch Differentialgl. charakterisirt. 2975 


genügt: 


OF. öR  „, öf 
Be a or 


Mit diesem Hülfsmittel hat Hilbert“) gezeigt, wie man z. B. die Kugel- 


ee —=(. 


*) Dissert., Königsberg 1885, Math. Ann. XXX S.15—29 (1887). 

Bezüglich anderweitiger specieller Formen und Substitutionsgruppen, 
soweit sie nicht schon im Texte berücksichtigt worden sind, sei noch Folgen- 
des erwähnt. 

Die einfachsten Formen des binären, ternären und quaternären Gebietes 
sind, mit besonderer Rücksicht auf geometrische Interpretation, auf Trägern 
erster und zweiter Ordnung, systematisch von Battaglini studirt worden. 
Binäre Formen der ersten vier Ordnungen: Rend. Ace. Napoli 1864, 1865, 1866. 
Binäre Formen der fünften Ordnung: Batt. G. XIV S. 54—66 (1876). 

Binäre Formen von beliebiger Ordnung: Batt. G. IX S.1—18, 78—86 (1871). 
(Eine Anwendung der binären quadratischen Formen auf die Transformation 
des elliptischen Differentiales findet sich Rom. Ace. L. (4) I S. 655—657 (1885), 
Batt. G. XXIV S. 128—140 (1886)). 

Binäre bilineare Formen: Rom. Acc. L. (4) I S. 691—699 (1885), Batt. G. 
XXV S.281—297 (1887). (Diese Formen sind auch eingehend, mit Anwen- 
dungen auf die Drehungen des Raumes um einen festen Punkt, von Stepha- 
nos behandelt worden, Math. Ann. XXV S.299—568, 1883.) 

Ternäre Formen zweiter Ordnung: Atti di Napoli III 1867. 2 Abhdl. 
Batt. G. VIII S. 38—59, 129—156 (1870). 
Ternäre Formen dritter Ordnung: Chelini, Coll. Math. S. 27—51 (1881)). 
(Combinanten der Form und ihrer Hesse’schen in binärer Behandlung.) 
Ternäre Formen beliebiger Ordnung: Batt. G. X S. 152—169, 193— 205 (1872). 
Ternäre bilineare Formen: Rom. Acc. L. Mem. IX (1880); Ace. L. (8) V 8.24 
bis 26 (1881); Batt. G. XXI S. 50—68 (1885). 
Ternäre Connexe erster Ordnung und erster Klasse: Attidi Napoli IX 1880, 
Nap. Rend. XIX S.110—112 (1831). 
Ternäre Connexe zweiter Ordnung und zweiter Klasse: Atti di Napoli VIII 1879, 
Nap. Rend. XIX S. 316— 328 (1881). 
Quaternäre bilineare Formen: Rom. Acc. L. Mem. XII 1882, Acc. L. (3) VI 
S. 40—42 (1882), Batt.G. XXI S. 293—323 _ 
(1885). 

Wir erwähnen noch Einiges über die kubischen ternären Formen (, (siehe 
S. 152). Poincare hat die algebraische (und hierauf gestützt die arithmetische) 
Aequivalenz dieser Formen (und auch der kubischen quaternären) vollständig 
erledigt (Ec. Pol. L S. 199—253, LI S.45—91, 1883). Je nach dem Verhal- 
ten der beiden Invarianten S und T werden die (C, in sieben Klassen einge- 
teilt, und für eine jede die Substitutionen aufgestellt, welche die Form in 
sich überführen. Hierauf gründet sich die Aequivalenz zweier Formen (, 
und C7,, die noch besonders für den Fall reeller Coefficienten und Substitu- 
tionen discutirt wird. 

In einer späteren Arbeit (Ee. Pol. LVI S.79—142, 1886) werden auch 
die zerfallenden C, einer analogen Behandlung unterzogen. 

Gundelfinger hatte schon vorher nachgewiesen, wie sich alle Ausartungen 
einer C, invariantentheoretisch charakterisiren lassen (Math. Ann. IV S. 561 
bis 572, 1871, Annali di Mat. (2) V S. 223—236, 1872, vgl. Gordan, Math. Ann. 
III S. 631—632, 1871): seine Resultate sind für den Fall, dass die C, in drei 
Linearfactoren zerfällt, von Brioschi (Annali di Mat. (2) VII S. 189—192, 1875) 
und Thaer (Math. Ann. XIV S. 545—556, 1875). vereinfacht worden. 

Brioschi hat in Annali di Mat. (2) VII S. 52—60 (1875) den Parallelismus 


18* 
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functionen, und allgemeiner diejenigen hypergeometrischen Reihen F(a,ß,y,x), 
welche ganze rationale Functionen in x sind, invariantentheoretisch be- 
herrscht. Soll F eine binäre Form f von x werden, so ist « (resp. ß) 
gleich einer negativen ganzen Zahl —n anzunehmen: n wird dann die 
Ordnung von f. 

Versteht man nun unter © und die kubische bez. lineare, homogen 


zwischen einer C, und f, verfolgt; vgl. damit Hilbert, Journ. de Math. (4) IV 
S. 249—256 (1888), wo der innere Grund deutlicher hervortritt. 

Brioschi macht davon eine interessante Anwendung auf die vorher von 
Cayley (Quart. J. XIII S. 211—216, 1874) studirte Transformation dritter Ord- 
nung der zu f, oder Ü, gehörigen elliptischen Functionen. 

Dingeldey hat eine einfache Transformation einer C; mit verschwinden- 
der Diseriminante auf eine canonische Form angegeben (Math. Ann. XXX 
S. 177—182, 1888); Gross hat die Erzeugung solcher C, studirt (siehe S. 262). 

Harnack hat die, mit gewissen Zwischenformen der C, nach Glebsch ver- 
knüpften Differentialgleichungen untersucht (Math. Ann. IX S. 218— 240, 1875). 

Zur Kenntnis einzelner invarianter Bildungen einer ©, haben noch Bei- 
träge geleistet Bonsdorff, Helsingfors (1876); Gerbaldi, Atti Tor. XV S.707— 714 
(1880); Maisano, Pal. Rend. IV S. 155--158 (1890) u.a. 

Wegen der geometrischen Bedeutung der wichtigsten der zu einer (; 
gehörigen Bildungen sei auf Clebsch-Lindemann I. Band 2. Teil, erste Abteil. 
verwiesen, wo man auch weitere Litteratur nachsehen möge. 

Die einfachsten invarianten Bildungen einer kubischen quaternären Form 
nebst geometrischer Interpretation finden sich in Salmon-Fiedler’s Raumgeo- 
metrie. V Kap. Art. 817—324. 

Bezüglich specieller Substitutionsgruppen (siehe I. A und II. D,a) haben 
wir zu den an ersterer Stelle gemachten Bemerkungen über orthogonale 
Gruppen noch einige Zusätze zu machen. 

Prym hat die von Cayley (siehe S.89) gegebene rationale Darstellung für die 
Coefficienten einer allgemeinen orthogonalen Substitution nter Ordnung durch 
4n(n—1) von einander unabhängige Parameter auf die involutorischen Sub- 
stitutionen ausgedehnt (Gött. Abh. 1892, 42 S.).. Die „charakteristische“ Glei- 
chung hat dann nur Wurzeln +1 und —1. Ist m die Anzahl der ersteren, 
so beträgt die Anzahl der Parameter 2mn. Es wird eine explieite Formel für 
die Gesamtheit der zu einer Zahl m gehörigen involutorischen, und im be- 
sondern der orthogonal-involutorischen Coefficientensysteme abgeleitet. (Wegen 
der letzteren vgl. man die auf S.114*) citirten Arbeiten von Lipschitz und 
Kronecker.) Eine andere Herleitung und Formulirung der gemeinten Ergeb- 
nisse rührt von Cornely her (Dissert. Würzburg, ersch. Göttingen 1892), der 
übrigens zeigt, wie sich der Habergang von seinen Formeln zu denen Prym’s 
bewerkstelligen lässt. 

Hofmann hat versucht, eine allgemeine Parameterdarstellung der Substi- 
tutionen involutorischen Charakters zu geben, welche eine ganze Function 
zweiten resp. dritten Grades in sich selbst transformiren, Hoppe. Arch. (2) VII 
8. 225—268 (1889). 

Mit rein geometrischen Mitteln hat H. Wiener allgemein Gruppen involu- 
torischer Verwandtschaften („Spiegelungen“) studirt: Leipz. Ber. 1890 S. 13 
bis 25, 71—87, 245—267; 1891 S. 424—447. 

Auf die Theorien einzelner Involutionen, wie sie mit geometrischen Mitteln 
Bertini, Weyr u. a. untersucht haben, kann hier nicht eingegangen werden. 
Das Gleiche gilt von den geometrischen Interpretationen binärer Formen auf 
rationalen Trägern, bezüglich deren bereits eine umfangreiche Litteratur existirt. 
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geschriebene Form: 
a E 3Y+2(n—1) sß+n—1 
er 3 1%,%,: = 3(n— 1) En 78(n=2]) 2) 


so setzt sich die lineare Differentialgleichung für F ohne weiteres um in 
die Ueberschiebungsgleichung: 

(9 2,46% 9, = 0 
und vice versa. 

Die Kenntnis der Formen 9 und W lehrt auch sofort die linearen 
Transformationen finden, welche f in die Gestait der hypergeometrischen 
Reihe F bringen. Es sind das genau diejenigen sechs Transformationen, 
vermöge deren die kubische Form ® den obigen canonischen Typus an- 
nimmt. 

Durch eine eingehendere Untersuchung lassen sich aber auch die 
Hülfsformen &, % eliminiren. Es ergiebt sich so, dass zur Charakteri- 
sirung der speciellen Form das identische Verschwinden einer gewissen 
Covariante [' notwendig und hinreichend ist, die sich ihrerseits in ein- 
fachster Weise durch vier bekannte Grundcovarianten darstellen lässt. 


Anhang. 
11.,D,'e. 
Realitätsfragen. 

Es existiren mannigfache, wenn auch ihrem Wesen nach sehr ver- 
schiedene Anwendungen der Invarianten, im besondern der binären, auf 
Realitätseigenschaften von algebraischen Gleichungen und Gleichungs- 
systemen. 

“Der älteren Periode gehören die klassischen Untersuchungen*) von 
Hermite und Sylvester an, in denen sämtliche Realitätsunterschiede, 
welche die Wurzeln einer Gleichung 5. Ordnung darbieten können, durch 
Invariantenkriterien charakterisirt werden. 

Vorher hatte schon Cayley den Fall der Gleichungen 3. und 
4.**) Ordnung erledigt. 


*) Siehe S. 93. Vgl. insbes. noch Hermite, ©. R. 1853 I, Jacobi 1847, 
siehe J. für Math. LIII S.275—280, Sylvester, Phil. Trans. of L. 1864 S. 579 
bis 666, und Cayley VIII Mem. ebda. 1867 S. 513—534. 

*) Eine hier gebliebene Lücke hat Noether ausgefüllt, indem er nach- 
weist, wie sich auch die beiden Fälle von vier complexen und vier reellen 
Wurzeln durch Invariantenkriterien genau von einander trennen lassen (Bruno- 
Walter, Binäre Formen $ 20). 

Die auf S. 280 Anm. *) zu erwähnenden Modelle von Rohn stellen sämt- 
u ntehriterien bez. der Wurzeln einer Gleichung 4. Ordnung anschau- 
ich dar. 
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Das Sylvester-Jacobi’sche Trägheitsgesetz”) der quadratischen 
Formen ist gleichfalls schon früher erwähnt worden. 

Zu Beginn der neueren Periode tritt Schramm”**) mit zwei merk- 
würdigen Arbeiten hervor. Die alte, durch Sturm vollständig beant- 
wortete Frage nach der Anzahl der reellen Wurzeln einer Gleichung 
zwischen gegebenen Grenzen tritt hier, vom Standpunkt der Formentheorie 
aus, in ein neues Stadium. Die Sturm’schen Functionen, auf deren 
Zeichenwechsel es ankommt, werden mit gleichem Erfolge ersetzt einmal 
durch eine Reihe von Covarianten, das anderemal durch eine solche von 
Invarianten. | 

Im besonderen ergiebt sich der Satz, dass, wenn alle Wurzeln der 
ursprünglichen Gleichung f=0 reell sind, diejenigen der gleich Null 
gesetzten Hesse’schen Covariante imaginär ausfallen und umgekehrt. 

Sylvester***) hat den letzteren Satz auf andere Art bewiesen, und 
zugleich auf alle Covarianten zweiten Grades (in den Coefficienten von f) 
ausgedehnt. 

Andererseits gelang es Laguerref), die bekannten Processe behufs 
Separation und Approximation der reellen Wurzeln, unter Einführung in- 
variantentheoretischer Hülfsmittel (der Hesse’schen Covariante u. a.), 
wesentlich zu verallgemeinern. 

In jüngster Zeit hat der ReferentfrF) eine Art Trägheitsgesetz für 
algebraische Gleichungen fa„+1, = 0 von ungeradem Grade aufgestellt. 

Es existirt eine geschlossene Reihe von Covarianten f,, f,, ..., fu, 
derart, dass das System dieser n+] Gleichungen f= 0, von Uebergangs- 
fällen abgesehen, eine von der Wahl der Coefficienten unabhängige An- 
zahl von reellen Wurzeln besitzt. 

Wir erwähnen noch kurz einiger Realitätseigenschaften particulärer 
algebraischer Gebilde, die ihren Ursprung aus geometrischen Fragestellun- 
gen genommen haben. 





*) Siehe S. 87. Zum Abschnitt I. A sei noch erwähnt, dass sich be- 
sonders Weierstrass (5. 108 *)), Sylvester (S. 112*)), Lipschitz (S. 114*)), Stickel- 
berger (S.115*)) und Voss (S. 115**")) mit der reellen Transformation reeller 
bilinearer resp. quadratischer Formen beschäftigt haben. 

**) Annali di Mat. (2) I S. 259—279 (1867), III S. 41—55 (1869). 

*=*) Journ. f. Math. LXXXVII S. 217—219 (1879). 
Bezüglich der Hesse’schen Covariante vgl. noch Gerbaldi, Pal. Rend. III 
S. 22—26, Schoute ebda. S. 160—164 (1889). 

T) Laguerre hat seine diesbezüglichen, in den C.R. von 1879, 1880, 
1581, 1882 mitgeteilten Untersuchungen zusammengefasst in der Abhandlung 
Journ. de Math. (8) IX S. 99—147 (1883). 

rr) Gött. N. 1891 S. 272—286. 
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Derartige Ergebnisse stellen sich unter anderm immer dann mit 
Notwendigkeit ein, wenn man den Bereich der Variabeln einer Form 
systematisch in das complexe Gebiet verlegt. 

Dahin gehört also vor allem die Interpretation der complexen Va- 
riabeln z—=x--iy auf der Kugeloberfläche, wie sie nach Klein“) auf 
Grund der Thatsache eingeführt ist, dass die lineare Transformation von z 
ihren Ausdruck in der projectivischen Massgeometrie auf der Kugel findet. 

Stellt man nun die Gruppe der linearen Transformationen von Z 
auf, welche einen regulären Körper mit sich zur Deckung bringen, und 
unterwirft denselben einen beliebigen Punkt z der Kugel, so ist leicht 
zu erkennen, welche von diesen Werten z reell sind; im Falle des Iko- 
saeders hat man z. B. stets vier solche”). 

Wedekind hat in diesem Sinne das Doppelverhältnis von vier Punk- 
ten auf der Kugel studirt: es ergiebt sich wiederum, dass dasselbe nur 
dann reell sein kann, wenn die vier Punkte zugleich in einer Ebene 
liegen ***). 

Von besonderer Wichtigkeit für die Geometrie der ebenen oder räum- 
lichen Curven sind die (binären) Gleichungen, von denen die singulären 
Stellen der Curven abhängen. 

Indem Brillf) die Diseriminante von solchen Gleichungen in ihre 
irredueibeln Factoren spaltete und, je nachdem die Vielfachheit der letz- 
teren eine gerade oder ungerade ist, die Realitätsveränderungen der Wur- 
zeln bei einem Durchgange der Diseriminante durch Null angab, gelang 
es ihm, auf rein algebraischem Wege die Richtigkeit einer gewissen Re- 
lation zwischen Singularitätenanzahlen darzuthun, welche Kleinff) zu- 
vor vermöge geometrischer Anschauungsmittel gefunden hatte. 





”) Siehe etwa Klein’s Erlanger Programm (1872). Neuerdings haben 
Segre und Juel systematisch die projectivischen Eigenschaften der einfachsten 
(rebilde in Ebene und Raum unter der Voraussetzung untersucht, dass sowohl 
die Coordinaten der Punkte, wie die Coefficienten der Substitutionen complexe 
Grössen sind. Segre, Atti di Torino XXV (1890, Jan., 28 S., März, 30 S., 
April, 23 S., Nov., 40 S.), Math. Ann. XL S. 415—467 (1892); Juel, Acta Math. 
XIV S. 1-30 (1890). 
**) Math. Ann. IX S. 185—208 (1875). 
*#®) Math. Ann. IX S. 209—217 (1875). 
y) Math. Ann. XVI S. 345—408, insbes. $ 7. 

Tr) Math. Ann. X S. 199—209 (1876). Vorher hatte schon Zeuthen die 
Realitätsverhältnisse der 28 Doppeltangenten einer ebenen Ourve 4. Ordnung, so- 
wie ihrer 24 Wendetangenten eingehend untersucht (Math. Ann. VII S.410—432, 
1874). Insbesondere ergiebt sich als Maximalanzahl der reellen Wendungen 
Acht. 

Eine Realitätsbetrachtung anderer Art bezieht sich auf die Anzahl der 
reellen Zuge einer algebraischen Curve nter Ordnung. Für die Ebene hat 
Harnack gezeigt (Math. Ann. X S.189—198, 1876), dass jene Anzahl höchstens 
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Eine entsprechend ausgeführte Ausdehnung auf Raumcurven rührt 
vom Referenten*) her. 


II. D, f. Ueber eine Anwendung der Formentheorie auf die 
Zusammensetzung endlicher econtinuirlicher Transforma- 
tionsgruppen. 

Die Invariantentheorie bietet, wie Lie wiederholt hervorgehoben hat, 
die mannigfaltigsten Beziehungen zur Theorie der endlichen continuir- 
lichen Transformationsgruppen. Einen typischen Fall dieser Art hat 
Engel**) untersucht. Es handelt sich dabei um die Bestimmung aller 
„Zusammensetzungen von r-gliedrigen Gruppen“. 

Eine solche ist bekanntlich definirt durch die Relationen: 


(X; X) = X (Xıf) — X (X; f) = EI Ciks st, 
1 
wo die Constanten c ausschliesslich den Bedingungen zu genügen haben: 
Gr = — is; ins E Ir (Cs Oyjet Crjv Cris + %iv Cyks) = 0 
1 


rk). leer 
Die X,—=X,f sind die (linear unabhängigen) infinitesimalen Transforma- 
tionen der Gruppe, die beliebig linear transformirt werden können, ohne 
deren Zusammensetzung zu ändern. 





gleich p+1=4(n—1)n—2)-+1 ist, und dass dieses Maximum reeller Züge 
auch realisirt werden kann. Hilbert hat nachgewiesen, dass bei Raumcurven 
jene Zahl zu ersetzen ist durch +(n—2)?+1 resp. +{n—1)(n—3)-+1, je nach- 
dem n gerade oder ungerade ist, und dass wiederum Curven mit soviel Zü- 
gen existiren. (Math. Ann. XXXVII S.115—138, 1891). 

Klein hat in seinen neuesten Vorlesungen (Sommersemester 1892) über 
Riemann’sche Flächen die Realität der sog. „Symmetrielinien“ verfolgt. 

Weitere Sätze über Zahl und Anordnung der reellen Züge ebener alge- 
braischer Curven mit Doppelpunkten rühren von Hulburt her (Am. J. XIV 
S. 246—250, 1892). 

Dass reelle ebene algebraische Curven nter Ordnung mit 4(n—1)(n— 2) 
reellen (und nicht isolirten) Doppelpunkten existiren, lässt sich durch all- 
mählichen Uebergang von einer Curve nter zu einer solchen (n-+-l)ter Ord- 
nung zeigen. 

Im übrigen sind die Realitätsverhältnisse der Wurzeln von Singularitäten- 
gleichungen noch wenig bekannt. 

”) Gött. N. 1891 S. 1—13. Als Beispiel ist eine rationale Raumcurve 
4. Ordnung hinsichtlich der Realitätsverhältnisse ihrer Singularitäten studirt 
worden. Von Rohn sind Faden-Modelle construirt, welche jene Verhältnisse 
(insbes. für die zugehörige abwickelbare Fläche) illustriren. Vgl. zwei Noten 
in den Leipz. Ber. von 1891, 1892. 

**) Leipz. Ber. 1886 S. 83—96. 

Eine weitere Durchführung der von Engel angeregten Untersuchung er- 
scheint sehr wünschenswert. 
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Schreibt man daher die Definitionsgleichungen der Zusammensetzung 
für zwei beliebige lineare Combinationen der X: 


r k dar 
Fx,y; O= (Zxx. Sy%) — = CHI Yk Rs, 
1 1 iks 


so repräsentirt die trilineare Form F — oder auch die Gleichung F = 0 
— geradezu die Zusammensetzung der Gruppe in dem Sinne, dass alle 
Formen, die aus F durch lineare Transformation der x, y; X hervorgehen 
(wo die X den cogredienten x, y contragredient gegenüberstehen), die 
nämliche Zusammensetzung liefern. 

Man hat demnach nur noch die Form F invariantentheoretisch zu 
untersuchen, ihr volles System aufzustellen u. s. f. 

Auf Grund der Beziehungen zwischen den c ist die Form F als 
die allgemeinste trilineare Form charakterisirt, für welche die beiden 
Covarianten 

Sr Bee: 

SI (Cixs+ Ckis)Xi Yr As; 3; OikjsXiYR 25 Xs 

iks ikjs 
identisch verschwinden. Die erste Bedingung sagt einfach aus, dass F 
eine, hinsichtlich der x, y alternirende, bilineare Form vorstellt. 

Was die Bedeutung der zweiten Bedingung angeht, so fasse man 
für den Augenblick F=0 als das „Symbol“ einer infinitesimalen Colli- 
neation auf: 


E&X)+ötF — 0. 
1 


Dann erzeugen diese letzteren die sogenannte „adjungirte* Gruppe der 
gegebenen, d.i. eine projectivische Gruppe, welche mit der gegebenen 
isomorph ist. 

Das Verschwinden der zweiten Covariante erhält jetzt den Inhalt, 
dass „jede infinitesimale Transformation der adjungirten Gruppe die Form 
F invariant erscheinen lässt“. 

Als wichtigste Anwendung dieser Interpretation ergiebt sich, dass 
„jede lineare Mannigfaltigkeit der x, welche eine Covariante von F ist, 
eine „invariante“ Untergruppe der ursprünglichen darstellt“. 

Wegen der weiteren gruppentheoretischen Folgerungen mag auf die 
Note von Engel selbst verwiesen sein. 


Seite Anm. 
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2.13. Vgl. die Darstellung in Gordan-Kerschensteiner’s „Determi- 
nanten“*, Leipzig 1885, wo insbesondere der Resultante als Functio- 
naldeterminante eine eingehende Behandlung zu Teil wird. 

Später haben auch Escherich (Wien. Denkschr. XLIII, 1880), Gegen- 
bauer (ebda. XLIIL S. 15— 52, 1881) und Zajaczkowski (Warschau, 
1881) die von Gasparis, Armenante, Padova, Zehfuss u. a. weiter 
ausgebildeten Determinanten höheren Ranges zur Bildung von In- 
varianten verwertet. 

Vgl. noch Sylvester, Phil. Mag. (4) IV S. 158 ff. (1852); Hermite, C.R. 
1852 II; Jacobi (1847), s. J. für Math. LIII S. 275—280 (1857). 

Vgl. die Erklärungen der wichtigsten unter den neu eingeführten 
termini bei Cayley, Papers IV S.594—608 (Abdruck aus der En- 
cyelop. Brit. von 1860). 

Deruyts, Belg. Bull. 8) XXII S. 11—23 (1891). 

Eine directe Ausdehnung des Reciprocitätsgesetzes ist, wie leicht 
ersichtlich, nur auf höhere Formen speciellen Charakters möglich. 
Der Verf. beschränkt sich auf die in lineare Factoren zerlegbaren 
Formen. Der Gedankengang ist im wesentlichen analog dem ur- 
sprünglich von Hermite eingeschlagenen. 

Vgl. dazu die kritischen und litterarischen Noten, welche Cayley 

selbst in der neuen Ausgabe zugefügt hat. 

Vgl. Seite 89, Schluss der ersten Anm. Die Hermite-Brioschi’sche 

Transformation des elliptischen Integrals 1. Gattung, welche dasselbe 
dz 


Vr— 4 99,2 — 483 
Grade in der ursprünglichen Variabeln. Pittarelli hat die Transfor- 
mation, mit Anwendung von Polarenprocessen, durch eine nur lineare 
ersetzt (Rom. Acc. L. R. (4) IV S. 703—705, 1888). Derselbe Verf. 
hat auch solche höheren Transformationen untersucht, vermöge deren 
im transformirten Integral die Invariante g, resp. g; verschwindet 
(ebda. S. 509—515). 
Unter den späteren Anwendungen, welche Clebsch von der Invarian- 
tentheorie auf die Geometrie gemacht hat, ist besonders merkwür- 


dig diejenige auf das sog. „Charakteristikenproblem bei Kegel- 
schnitten“, Math. Ann. VI S.1—15 (1872). Clebsch’s Behandlung 








auf die typische Normalform bringt, ist vom 4. 
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ist. nicht einwandsfrei, vgl. die neueste Arbeit von Study (Math. Ann. 
XL S.565—578, 1892), der die Methoden seines Buches mit Erfolg 
auf das Problem anwendet. 


Die „Fortschritte der Mathematik“ wurden vom Il.—X. Bande von 
C. Ohrtmann, F. Müller und A. Wangerin herausgegeben, vom 
X1.— XIV. Bande von ÖOhrtmann, unter Mitwirkung von Müller 
und Wangerin, vom XV.— XIX. Bande von M. Henoch und 
E. Lampe, unter Mitwirkung ete., endlich vom XX. Bande an von 
Lampe, unter Mitwirkung etc. 

Vgl. auch noch den Beweis von Kronecker, Berl. Ber. 1889 S. 609 
u. figde. 


Das von Gordan daselbst berechnete System einer gewissen doppelt- 
binären Form dient bei Klein-Fricke „Modulfunetionen“ II S. 127 ff. 
(1892) zur Aufstellung von Modulargleichungen. Ist nämlich r ein 
Hauptmodul bei Transformation nter Ordnung, ı der transformirte, 
so ist in der That die linke Seite f(r’,r) der Modulargleichung, 
wenn man noch homogen macht, als eine doppelt-binäre Form an- 
zusehen, welche sich bei den Simultan-Substitutionen einer bestimm- 
ten endlichen Gruppe nicht ändert, somit als ganz-rationale Func- 
tion der Formen des bez. vollen Systems herstellbar ist. Es sind hier 
nur die Fälle der Cogredienz und Contragredienz zu unterscheiden. 

Das Entsprechende gilt im ternären Gebiete für die sog. „Modu- 
larcorrespondenzen* (l. c. S. 690 fi.). 

Auch hier kommt nur Cogredienz und Contragredienz der beiden 
ternären Variabelnreihen in Betracht. Beispielsweise kommt nun- 
mehr das auf S. 284 dieses Berichtes (Zusatz zu „S. 130 2.6 v. un- 
ten“) erwähnte volle System Gordan’s zur Geltung. 

Vgl. noch Klein’s Ikosaeder S. 232 ff. sowie die Leipziger Disser- 

tationen von Fischer (1885) und Fiedler (1885) oder auch Wolf. 2. 
XXX S. 129—229). 
Siehe z. B. die Anwendungen auf „das Problem der kleinen Schwin- 
gungen“ bei Pockels „Ueber die partielle Differentialgleichung 
Au+k’u=0...“ Leipzig 1891, S. 44—-50, sowie solche auf „ge- 
dämpfte“ Schwingungen in dem Werke von Routh „Dynamics of a 
system of rigid bodies* (1890) Part. VII. 


Mit Hülfe der Elementarteiler hat neuerdings Frobenius auch die 
Aequivalenz zweier biquadratischer binärer, sowie zweier quadrato- 
quadratischer binärer Formen erledigt (Journ. f. Math. CVI S. 125 
bis 188, 1890, $$ 4,5, 14, siehe auch oben 8. 253 ***). 

Die Aequivalenz zweier biquadratischer binärer Forınen, sowie die- 
jenige einer solchen mit sich selbst wird bei Klein direct mit Hülfe 
irrationaler Invarianten (Zähler und Nenner der sechs bez. Doppel- 
verhältnisse) behandelt (Klein-Fricke, Modulfunctionen, Leipzig 1890, 
88 4, 5, 6). 

Die simultane lineare Transformation zweier Bilinearformen in 
ihre „reciproken“* ist von Segre studirt worden (Batt. G. XXII S. 29 
bis 35, 1884). 

In nahem Zusammenhange mit den Untersuchungen von Weier- 
strass und Kronecker steht eine solche von Study, welcher solche 
Eigenschaften der Bilinearformen betrachtet, die aus der Theorie 
der recurrirenden Reihen entspringen und sich hierbei auf ein Sy- 
stem irrationaler Invarianten jener Formen stützt (Wiener Monats- 
hefte II S. 1—32, 1891). 

Die Aequivalenz einer bilinearen Form, von je drei homogenen 
Variabeln, mit sich, haben Poincare und Picard für den Fall unter- 
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sucht, dass die entspr. Variabeln und Coeffieienten conjugirt com- 
plexe Grössen sind (C. R. XCVIII S. 344—552, resp. C. R. XCVIH 
S. 416—417, 1884). 

Es sei noch einer geometrischen Anwendung der Elementarteiler 
von Killing (Dissert. Berlin 1872) gedacht, welcher mit Hülfe der- 
selben die Schnittverhältnisse zweier Flächen zweiter Ordnung voll- 
ständig diseutirt. 


In einer neuesten Arbeit (Progr. der 4. Städt. Höh. Bürgerschule 
Berlin, Ostern 1892) stellt Rosenow als Anwendung des Früheren 
die Normalformen auf für die 472 verschiedenen „Klassen“ eigent- 
licher Bilinearformen von 10 Variabelnpaaren bei congruenter 
Transformation der Variabeln. 


Vgl. Forsyth, Theory of differential equations I, Cambridge 1890. 
Chapter XI. 

Vgl. Study, Gött. N. 1889 S. 237—268, Leipz. Ber. 1889, S. 177 bis 
228. (Siehe auch noch Wien. Monatshefte I, 1890, II, 1891.) 

Es sei hier noch erwähnt, dass Stephanos die Lehre von den 
complexen Zahlsystemen mit formentheoretischen Hülfsmitteln unter- 
sucht hat. Athen, Jubelband (griechisch), 1888. 

Die Thatsache, dass jedem Zahlsysteme eine lineare Gruppe mit 


linear auftretenden Parametern entspricht, ist zuerst von Poincare 
bemerkt worden (C. R. XCIX S. 740—742, 1884). 


rt) Die ausführlichere Arbeit Bolza’s findet sich im Am. J. X 8.47 bis 


oben. 


* 


7) 


70 (1887). 


Dass überhaupt zu jeder endlichen Gruppe von linearen Substi- 
tutionen stets ein volles System von Invarianten gehört, geht erst 
aus dem auf S. 145 aufgeführten Satze von Hilbert hervor. 


Erweiterungen der Klein’schen Betrachtungen auf höhere Räume 
finden sich bei Biermann (Wien. Ber. XCV S. 523—548, 1887), der 
lineare Substitutionen von zwei complexen Variabeln im Raume von 
fünf Dimensionen mit den bez. regulären Körpern in Verbindung 
bringt, sowie bei Goursat (C. R. CVI S. 1786—1789, 1888), der mit- 
tels der regulären Körper im Raume von vier Dimensionen das 
Problem der Aufsuchung der linearen, orthogonalen Substitutions- 
gruppen endlicher Ordnung von vier Variabeln vereinfacht. 

Vgl. auch Clebsch-Lindemann II, 1, Abt. 3, IX, X. 

Mit den reellen Bewegungsgruppen überhaupt hat sich Jordan 
eingehend beschäftigt: Annali di Mat. (2) II S. 168—215, 320— 345 
(1869). Eine vollständige Discussion derjenigen von diesen Gruppen, 
bei welchen aus den erzeugenden Bewegungen nicht beliebig kleine 
Ortsveränderungen abgeleitet werden können, findet sich bei Schön- 
flies, Math. Ann. XXVII S. 319—342, XXIX S. 50—80 (1887); 
XXXIV S. 172—2053 (1889). Die letztgenannte Arbeit behandelt 
solche Gruppen von endlichen Transformationen des Raumes in sich, 
bei denen eine beliebige Raumfigur stets in eine ihr congruente 
oder symmetrisch gleiche übergeht. 


Vgl. auch Halphen, Sav. etr. T. XXVIII (1880— 1883). 


Brioschi hat auch den Fall einer fs untersucht, deren vierte Ueber- 
schiebung über sich selbst mit der ursprünglichen Form, bis auf 
einen constanten Factor, übereinstimmt, und ist dabei ebenfalls zu 
der Form der Schwarz’schen Differentialgleichung dritter Ordnung 
gelangt (Chelini, Coll. Math. S. 213—-219, 1881; C. R. XCVI S. 1689 
bis 1692, 1883). 
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Die Arbeiten stehen in naher Beziehung zu der auf S. 177***) 
eitirten. 


Bei Valentiner bleiben schliesslich drei endliche ternäre Gruppen 
übrig, eine G7,, die durch „Erweiterung“ der binären Tetraeder- 
gruppe entsteht, eine Gz4, die analog aus der binären Ikosaeder- 
gruppe hervorgeht, und die eigentlich ternäre Gjss des Textes. 
(Letztere ist, nebenbei bemerkt, als Gruppe von 7 Buchstaben, zu- 
erst 1858 von Kronecker entdeckt worden.) Merkwürdigerweise ist 
indessen die zweite Gruppe Ga]; des Textes bei ihm keine eigent- 
lich ternäre. (Siehe bei ihm S. 222.) 

Valentiner stützt seine Entwickelungen auf die Wiederholungen von 
Substitutionen. Das Kriterium dafür, dass eine Substitution von n 
Veränderlichen nach u-facher Wiederholung die identische Substi- 
tution liefert, ist, wie schon Lipschitz Acta Math. X S. 137—144 
(1887) nachgewiesen hatte, dass ihre charakteristische Gleichung nur 
v.te Einheitswurzeln hat und dass ihre Elementarteiler von der ersten 
Ordnung sind. (Vgl. für die ternären orthogonalen Substitutionen 
Bermbach, Diss., Bonn 1887.) 

Valentiner zeigt dann vor allem, dass die Ordnung einer end- 
lichen Gruppe entweder das kleinste gem. Vielfache der Ordnungen 
ihrer „Fundamentalsubstitutionen* ist, oder aber das 2- resp. 3- 
resp. 6-fache desselben (S. 226 daselbst). 

Es sei noch erwähnt, dass, abstract genommen, die Ikosaeder- 
gruppe Gg, und die Gjes des Textes, bis zur Ordnung 200 hin die 
einzigen einfachen Operationen-Gruppen von zusammengesetzter 
Ordnungszahl sind (Hölder, Math. Ann. XL S. 55—88, 1892), sowie 
dass Askwith alle möglichen Gruppen von Substitutionen aufgestellt 
hat, welche sich aus 3,4,5,6, 7 Buchstaben bilden lassen (Quart. 
J. XXIV S. 111—167, 1889). Die Gıss fehlt indessen bei ihm. 


Die bei Klein, Rohn u. a. auftretende Gruppe G,; von sechzehn 
vertauschbaren involutorischen Transformationen, durch welche die 
Punkte oder Ebenen des Raumes zu Kummer’schen Configurationen 
zusammengeordnet werden, ist eingehend (unter Aufstellung des 
vollen Systems u.s. f.) von Study untersucht worden (Leipz. Ber. 
1892 S. 122— 161). 

Diese Gruppe dient indessen dem Verf. nur als ein Beispiel 
einer systematischen Theorie, welche die formentheoretische Behand- 
lung endlicher Gruppen linearer Substitutionen auf gewisse Reihen- 
entwickelungen gründet (siehe den Text S. 218), wobei dem Apola- 
ritätsbegriff' eine leitende Rolle zufäll. Das bemerkenswerteste 
Resultat ist, dass zur Bestimmung der Invarianten einer solchen 
Gruppe im ungünstigsten Falle nur reine Gleichungen aufzulösen 
sind. (Vgl. oben bei Valentiner.) 


Die von Maschke (siehe S. 132) gelöste Aufgabe, das volle Formen- 
system der Gz3,; aufzustellen, führte daher unmittelbar auf die an- 
dere zurück, das volle Combinantensystem einer Ü, und ihrer Hesse’- 
schen Form abzuleiten (Math. Ann. XXXIII S. 528 u. flgde.). 

Mit den im Texte erwähnten Arbeiten von Witting und Maschke 
vgl. man noch Burkhardt, Math. Ann. XXXVIII S. 161—224 (1891). 


130 Zeile 6 v. unten. Das „volle System“ von f in dem Sinne, dass auch die 


Substitutionen der contragredienten Variabeln mitberücksichtigt wer- 
den, also ‘auch die Contravarianten und Zwischenformen mitum- 
fassend, ist erst von Gordan aufgestellt worden, Math. Ann. XVII 


"8.217—233, siehe insbes. die Tafel am Schlusse der Abh. Vgl. 


S» 153 des Textes. 
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Die Coefficienten der beiden Gleichungen 7. Ordnung bilden nach 
Gordan das volle System der bez. „Affectfunctionen“*, während ein 
Teil davon ausreicht, um als associirtes System derselben zu 
dienen (Math. Ann. XX 8.528). Auf die allgemeinen Bemerkungen, 
welche Gordan daselbst über den Begriff des Affectes, in seiner Be- 
ziehung zur Invariantentheorie, macht, sei ganz besonders hinge- 
wiesen. 


132 Zeile 4 v. u. Mit den im Texte berührten Untersuchungen, soweit sie 


142 Text, 


142 *) 


146 ***) 


149 **) 


149 ***) 


151 


153 +17) 


sich auf binäre und ternäre endliche Gruppen beziehen, steht in 

engem Zusammenhange ein Oyklus von Arbeiten Autonne’s: 

1883; C. R. XCVIL S. 567—570. 

1884; ©. R. XCVIH S. 565—567, IC S. 646—649. 

1885; C. R. CI S.53—56; Journ. de Math. (4) I S. 431 -454. 

1886; C. R. CII S. 313—316, CIII S. 1176—1178; Journ. de Math. 
(4) II S. 49— 104. 

1887: C. R. CIV S. 767 — 770, 1422— 1425, CV S. 267—270, 929 bis 
932; Journ. de Math. (4) III S. 68—85. 

1888; Journ. de Math. (4) IV S. 177—247, 407—464, 

der sich die Ermittelung aller endlichen Gruppen und Untergruppen 

von Cremona-Transformationen (der Ebene), insbesondere der qua- 

dratischen und kubischen, zum Ziel gesetzt hat. Vgl. auch S. Kantor, 

Wien. Denkschr. 1882, 46 S. 


2.6 v.unten. Der fragliche Satz stammt von Gordan her: Math. 
Ann. VI S. 23—28 (1875), Vorl. I 8 15. 

Es sei hier noch eines eigenartigen Endlichkeitsbeweises (für binäre 
Formen) von Cayley gedacht, der sich auf die Benützung irratio- 
naler Invarianten stützt, wobei allerdings ein wesentlicher Hülfssatz 
unbewiesen bleibt (Quart. J. XVII S. 137—147, 1882). 

Einen symbolischen Beweis für die Hilbert'sche Methode der Ab- 
leitung von invarianten Bildungen (im ternären Gebiete) hat H. White 
geliefert (Am. J. XIV S. 253—290, 1892). 


Wegen weiterer Resultate der besprochenen Arbeit Hilbert's, insbes. 
bezüglich des fundamentalen Begriffes „der charakteristischen Func- 
tion eines Moduls“ sehe man den ausführlichen Bericht des Refe- 
renten in den Fortsch. d. Math. Bd. XXI. 


In einer Fortsetzung (Gött. N. 1892 No. 12, 11 S.) löst Hilbert die 
wichtige, im Texte bezeichnete Aufgabe allgemein, für eine Reihe 
von Urformen ein System von Invariantenbildungen aufzustellen, 
durch welche sich alle übrigen als ganze algebraische Functionen 
ausdrücken lassen. Die Aufgabe wird darauf zurückgeführt, alle 
Nullformen mter Ordnung von n Variabeln (d.h. solche, deren In- 
varianten sämtlich verschwinden) aufzufinden, und dies gelingt wieder- 
um mittels einer gewissen canonischen Gestalt derselben. 

(Beispielsweise sind die ternären eanonischen Nullformen bis zur 
sechsten Ordnung berechnet worden.) 

Danach bietet die Aufstellung „voller Systeme“ keine wesent- 
lichen Schwierigkeiten mehr. Die ausführlichere Arbeit wird dem- 
nächst in den Math. Ann. erscheinen. 


Vgl. hiermit noch die Arbeiten von Maisano: Rom Acc. L. Men. (3) 
XIV, 1883, XIX, 1884. 


Die Aufgabe, das volle System zweier C, zu bilden, wird von Perrin 
auf die vorher von ihm gelöste (S. 1527fYf)) zurückgeführt, das volle 
System von vier binären Formen zu bilden, von denen zwei linear 
und zwei quadratisch sind. 
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Das Entsprechende gilt für die Syzygien. Vgl. einen ausführ- 
licheren Bericht des Referenten in den Fortsch. d. Math. Bd. XXII. 

Das zu Grunde gelegte Prineip ist wohl zuerst von Brioschi für 
eine C, verwendet worden (Annali di Mat. (2) VII S. 202 — 216, 
1876), und tritt auch als fundamental in den Untersuchungen von 
Brill (S. 272) und Forsyth (S. 158) auf. 

Dasselbe lässt sich einfach dahin formuliren, dass, wenn etwa 
eine ternäre Form Cn(X1,X3,X3) nach Potenzen von x; angeordnet 
wird, so sind die invarianten Bildungen von Ün gewisse Aggregate 
von (binären) simultan-invarianten Bildungen jener Coefficienten. 

Uebrigens stellt jeder der vier genannten Autoren dieses Princip 
unabhängig von den andern auf. 

Wegen des Systems zweier C, vgl. noch Osgood, Am. J. XIV 
S. 262 —273 (1892). 

Neuerdings ist es Mertens auch gelungen, das volle System (von 
47 Bildungen) dreier F, explieite aufzustellen. (Wien. Ber. 1890 
S. 867— 384.) 

Eine eingehende Untersuchung der typischen Darstellung einer f,, 


unter Zugrundelegung von Clebsch’s associirten Formen, rührt von 
Cayley her: X. Mem. Phil. Trans. 1878 S. 605—661. 


Vgl. hierher noch Bruno, Am.J. V S.1—25 (1882), Burkhardt, Diss., 
München 1887, White, Nova Acta LXII No. 2 S. 45—128, sowie die 
Citate im Texte S. 185, und die zusammenhängende Darstellung bei 
Halphen, Traite des fonctions elliptiques T. II Paris, 1888. 

Vgl. noch Hammond für die fg: Am. J. VII S. 327—344 (1885), und 
für das System (f3, 93): Am. J. VIII S. 158—-155 (1886). 

Vgl. auch Hammond, Am. J. VIII S. 104—126 (1886). 


Die Invarianten der f;, sind von Bolza durch die Nullwerte der zu- 
gehörigen ©-Functionen ausgedrückt worden (Math. Ann. XXX 
Ss. 478—495). 


Eine andere Erweiterung auf Formen f, welche in zwei binären 
Variabelnreihen quadratisch sind, stammt von Frobenius her (Journ. 
f. Math. CVI S. 125 — 189, 1890). f besitzt zwei Diseriminanten 
(d.h. biquadratische binäre Formen mit gleichen Invarianten): um- 
gekehrt wird f gesucht, wenn diese Diseriminanten gegeben sind. 
Man hat im allgemeinen zweifach unendlich viele Lösungen der 
Aufgabe. 


Vgl. auch Study, Leipz. Ber. 1890 S. 172 u. flgde. 
Vgl. auch Böcher, Göttinger Preisarbeit 1891, Kap. II. 


Eine eigenartige Darstellung der Gordan’schen Reihenentwickelung 
hat Baker gegeben. Mess. (2) XIX S. 91—96 (1889). 


Von den älteren Sylvester’schen Sätzen über Substitutionen homo- 
gener Differentialquotienten hat Sharp eine interessante Anwendung 
gemacht (Proc. L. M. S. XIII S. 216 — 239, 1882), indem er nach- 
weist, wie sich die Invariantennatur, insbesondere gegenüber ortho- 
gonalen Substitutionen, der meisten in der mathematischen Physik 
auftretenden Differentialausdrücke jenem Principe unterordnet. Siehe 
auch Text S. 242. 

Study hat die Differentiation nach den Coefficienten einer ortho- 
gonalen Substitution verwendet zur Bildung von Invarianten end- 
licher Gruppen. (Leipz. Ber. 1892 S. 122—161.) 


Wegen des durch Glebsch entdeckten Zusammenhanges der Connexe 
mit den Differentialgleichungen und der daraus folgenden Möglich- 
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keit, die letzteren nach algebraischen Princeipien zu behandeln, sehe 


“man etwa ÖOlebsch-Lindemann I. Bd. 2. Teil. 7. Abth. 


Bez. der Gleichungen 5. Ordnung vgl. die Darstellung bei Clebsch- 
Lindemann II, 1, Abt. 3, No. XI. 


Halphen macht besonders von dem Satze Gebrauch, dass eine Diffe- 
rentialinvariante durch Differentiation nach der unabhängigen Va- 
riabeln x wieder in eine solche übergeht. Vgl. Sylvester Am. J. 
IX S. 297— 852 (1887), Elliott, Mess. (2) XIX S. 7—14 (1889). 


Vgl. auch Griffiths Ed. Times LI S. 137—149 (1889). 


Wir entnehmen dem eitirten Werke die Anm. auf S. 287: „Lie ver- 
öffentlichte seine schon im Jahre 1874 ausgeführte Bestimmung aller 
projeetiven Gruppen der Ebene im Jahre 1884 im Archiv for Math. 
Doch findet sich seine Bestimmung aller projectiven Gruppen der Ge- 
raden schon 1880 in den Math. Ann. Bd. XVI.* Die Bestimmung 
der projeetiven Gruppen des Raumes hat Lie im Jahre 1878 durch- 
geführt, indessen bisher nur einige Bruchstücke darüber publieirt; 
die vollständige Discussion wird in dem dritten Bande von Lie-En- 
gel“ enthalten sein. Die Untergruppen der projectiven Gruppe des 
linearen Complexes hat Knothe aufgestellt, Dissert., Leipzig 1892. 
le Paige hat den Begriff der Seminvariante ausgedehnt auf binäre 
Formen mit mehreren Variabelnreihen, die auch verschiedenen Trans- 
formationen unterworfen werden können (Belg. Bull. (3) II S. 40—53, 
1881). 
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2. 7 von oben. 


Letzte Z. der Anm. 


Z. 15 von unten. 


Seil,» unten, 
- 10,11- unten. 
me unten. 
- 6 - oben. 
- 11 -: oben. 
te lud, 
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An Ars uZzulls 
Z. 1 von oben. 
Anm. ***) 2.4. 


Z. 11 von unten. 


Statt 1892 ist zu lesen 1891. 

Statt: „einer binären Form“ ist zu lesen: „von 
binären Formen“, 

Hinter „Fricke“ ist zu ergänzen „Bianchi, Stouff“. 
Statt: „man unterwirft* ist zu lesen „unterwirft 
man“, 

Es fehlt die Bezeichnung I. A, sowie darüber 
der Haupttitel: I. Aequivalenz. 

Hinter „Reduction“ und „Form“ gehört je ein 
Komma. 

Vor „1868“. gehört ein Komma. 

Statt „verwendete“ ist zu lesen „verwendeten“. 
Es fehlt der Haupttitel: I. B. Weitere Formen. 
Das Zeichen 7) ist zu streichen, dagegen +f) in 
7), und Tfr) in ff) zu ändern. 

Statt „Gordan“ ist zu setzen „Gordan“, 
Statt rn ist zu lesen rm, 

Der Buchstabe „G“* ist zu streichen. 

Statt „XLI S. 1—24* ist zu lesen: XL S. 503 
bis 526. 

Anstatt „F=Fn (x, X, X3) etwa“ ist zu lesen 
„etwa F = Fn(X}, X, X3)“. 





- 2 - oben. Hinter „y“ gehört ein Komma. 

- 2 - unten. Statt „ßx“ ist zu lesen „Bx“. 

- 12 - oben. Statt: „Tschirnhaus“ ist zulesen: „Tschirn- 
hausen“. 

- 7 - oben. Das Wort „einer“ ist zu streichen. 

ee rohen., Stalf „o- ist 'zu lesen „bb“. 

-13,14- oben. Statt „von Study,“ ist zu lesen „, von Study“. 

- 5 - oben. Statt „by“ ist zu lesen „bx“. 

er Serena... ist zu lesen „—=U0.% 

- 15 - unten. Statt „m“ ist zu lesen „2n“. 

- 4 der Anm. **) Die Zahl „4“ ist zu streichen. 

- 2 der Anm. ***) von unten. Es ist einzufügen: „(2) XLVIII 
Ss. 580--549 (1879 *. 

- 5 der Anm. Fr). Statt „(1854), Cambr. a. Dublin M. J. IX S.52* 


ist zu lesen „(1850), Cambr. a Dublin M. J. V*“, 
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Selbständig erschienene Monographien über 
Invariantentheorie. 


G.Salmon. Lessons introductory to the modern higher algebra. Dublin I 
ed. 1859; IV ed. 1885. (Hauptsächlich binäre Formen.) 


In deutscher Bearbeitung unter dem Titel: 


G. Salmon. Vorlesungen über die Algebra der linearen Transformationen. 
Deutsch bearbeitet von W. Fiedler. Leipzig. I. Aufl. 1863; II. Aufl. 1877. 


F. Brioschi. Teorica dei Covarianti. Roma 1861. (Binäre Formen.) 

W. Fiedler. Die Elemente der neueren Geometrie und der Algebra der bi- 
nären Formen. Leipzig. 1862. 

A. Clebsch. Theorie der binären algebraischen Formen. Leipzig. 1872. 


A.Glebsch. Vorlesungen über Geometrie. Bearbeitet und herausgegeben 
von F. Lindemann. I. Band, 1. Teil. Leipzig 1875. 3. Abteilung. (Ele- 
mente der binären und ternären Formen.) 


FaädiBruno. Theorie des formes binaires. Turin 1876. 
In deutscher Bearbeitung unter dem Titel: 


FaädiBruno. Einleitung in die Theorie der binären Formen. Mit Unter- 
stützung von M. Noether deutsch bearbeitet von Th. Walter. Leipzig. 
1881. 

P. Gordan’s Vorlesungen über Invariantentheorie. Herausgegeben von G. 
Kerschensteiner. I. Band. Determinanten. Leipzig. 1885. II. Band. 
Binäre Formen. Leipzig. 1887. 


G. Rubini. Teoria delle forme in generale, e specialmente delle binarie. 
Parte prima. Esposizione dell’ algoritmo fondamentale di questa teoria. 
Lecce. 1886. 


E. Study. Methoden zur Theorie der ternären Formen. Leipzig. 1889. 
Toledo y Zulueta. Elementos de la teoria de las formas. Madrid. 1889. 


J. Deruyts. Essai d’une theorie generale des formes algebriques. Bruxelles. 
1891. 
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Far 


Vorbericht. 


Auf der vorjährigen Versammlung der Deutschen Mathematiker-Ver- 
einigung zu Halle war beschlossen worden, im Jahre 1892 zusammen mit 
der Gesellschaft deutscher Naturforscher und Aerzte die Jahresversamm- 
lung in Nürnberg abzuhalten. Ein wohl vorbereitetes Programm versprach 
zahlreiche Beteiligung. Es sollte bei der Zusammenkunft dem Andenken 
L. Kronecker’s eine Gedächtnisrede durch Herrn H. Weber (Göttingen) 
gewidmet werden; Herr R. Sturm (Breslau) hatte es übernommen, das 
Andenken H. Schröter’s zu feiern. 

An wissenschaftlichen Referaten standen auf der Tagesordnung der 
Bericht der Herren Brill und Nöther zur Theorie der algebraischen 
Functionen sowie ein Bericht Ueber ausgewählte Kapitel der Me- 
chanik von Herrn F. Kötter. Daneben war eine reiche Zahl von Vor- 
trägen specielleren Inhaltes angemeldet. 

Unterstützt von der K. Bayer. Staatsregierung und vom Reichs- 
amt des Innern hatte der Vorstand eine Ausstellung mathematischer 
und mathematisch-physikalischer Modelle, Apparate und Instrumente ins 
Leben gerufen, zu welcher ein grosser Teil der Hochschulen, staatliche 
wie private Sammlungen, einzelne Gelehrte, Verlagshandlungen und mathe- 
matisch-mechanische Institute und Werkstätten im In- und Auslande, im 
ganzen 109 Aussteller, ihre Beteiligung zugesagt hatten; die geplante 
Ausstellung versprach in Verbindung mit dem ausführlichen, durch Zu- 
sammenwirken vieler Collegen entstandenen Kataloge ein übersichtliches 
Bild der vielseitigen Entwicklung zu geben, welche all’ diese dem Unter- 
richt und der Forschung bestimmten Apparate gerade in den letzten De- 
cennien gewonnen haben. 

So waren alle Vorbereitungen getroffen, den Teilnehmern an der 
Nürnberger Versammlung Interessantes und Neues zu bieten. Da nötigten 
Ende August die Gesundheitsverhältnisse in Deutschland zur Absage der 
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Versammlung deutscher Naturforscher und Aerzte; sie hatten auch die 
Absage unserer Versammlung im Gefolge. 


Der Vorstand der Deutschen Mathematiker-Vereinigung ist sich der 


Verantwortung und des Verlustes, der durch den unabweisbar gewordenen 
Ausfall der Versammlung die Interessen der Vereinigung getroffen hat, wohl 
bewusst; er hofft aber, diesem Verluste einigermassen dadurch zu begegnen, 
dass er den gegenwärtigen Jahresbericht schon jetzt der Oeffentlichkeit 
übergiebt. 

An erster Stelle setzen wir in demselben die schon oben erwähnten 
Gedächtnisreden auf Leopold Kronecker und Heinrich Schröter und 
den von Herrn Papperitz verfassten Nekrolog auf Heinrich Gretschel. 

Ueber die für Nürnberg angemeldeten wissenschaftlichen Vorträge 
haben uns eine Anzahl der Beteiligten kurze Referate zur Verfügung ge- 
stellt, die wir im zweiten Teile veröffentlichen. 

Den dritten Teil des Jahresberichtes bildet das Referat des Herrn 
Kötter: „Die Entwickelung der Lehre vom Erddruck“. 

Der von den Herren Brill und Nöther für Nürnberg in Aussicht ge- 
nommene Bericht über die Theorie der algebraischen Functionen wird 
erst im folgenden Jahresbericht erscheinen. 


Wir haben die traurige Pflicht, auch diesen Vorbericht mit der Mit- 


teilung von dem Ableben eines unserer Mitglieder zu schliessen, des . 


Herrn Gymnasial-Lehrers Josef Gierster (München), der am 2. Januar 
1893 einem schweren Leiden im Alter von 38 Jahren erlegen ist. Ein 
Nekrolog, von Herrn Fricke verfasst, ist diesem Jahresbericht beigegeben. 


Leopold Kronecker. 
Von 
H. Weber in Göttingen. 


Seit der letzten Versammlung der Deutschen Mathematiker-Vereini- 
gung hat unsere Wissenschaft einen unersetzlichen Verlust zu beklagen. 

Leopold Kronecker ist nicht mehr unter uns, der während der 
letzten Jahrzehnte eine so beherrschende Stellung im Kreise der deutschen 
Mathematiker eingenommen hat; dessen Geist so deutlich und eindringlich 
den Weg gewiesen hat für den Gang der Forschung. 

Dass er es nicht verschmähte, als die deutschen Mathematiker vor 
zwei Jahren zu einer Gesellschaft zusammentraten, in diese Bestrebungen 
mit einzutreten, sie durch das Ansehen seines Namens zu stützen, das 
war von vorn herein für die junge Genossenschaft ein günstiges Omen, 
und an uns ist es daher vor allem, am heutigen Tage seiner und seiner 
Verdienste in dankbarer Erinnerung zu gedenken. 

Der Vorstand unserer Vereinigung hat mir die Ehre erwiesen, 
mich zu dieser Gedächtnisrede aufzufordern; ich wollte mich dieser Auf- 
gabe nicht entziehen, wenn ich auch nicht ohne Bedenken daran gegan- 
gen bin, und ich muss mit der Bitte um Nachsicht beginnen bei dem 
Versuch, den ich mache, ein Bild des Mannes und seines Wirkens zu 
entwerfen. 

Ich habe nicht als Student zu Kronecker’s Füssen gesessen, und wenn 
ich auch die Schriften des Meisters viel studirt und ihm viel zu ver- 
danken habe, so bin ich doch nicht in alle Seiten seiner so vielseitigen 
Forschung gleichmässig eingedrungen, und ich zweifle, ob es mir gelingen 
wird, sie allseitig richtig zu würdigen. 

Spät erst bin ich mit ihm persönlich bekannt geworden; aber wer 
unter uns ist, der nicht gleich mir in dem schönen Hause in der Belle- 
vue-Strasse gastliche Aufnahme gefunden, der nicht in dem reich belebten 
Familienkreise herzlich willkommen geheissen und Anregung und Arbeits- 
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freude von da mitgenommen hätte? So steht wohl den meisten unter 
uns sein Bild noch lebendig vor der Seele, wie er nach eingehenden 
wissenschaftlichen Gesprächen, reich an Gedanken und Ausblicken, die 
Unterhaltung auch auf andere Dinge, auf Fragen der Kunst und Litte- 
ratur oder des öffentlichen Lebens zu lenken und geistvoll zu beleben 
wusste. — 

Durch freundliches Entgegenkommen des ältesten Sohnes und des 
Bruders des Verstorbenen ist es mir möglich gewesen, mir auch über 
meine persönliche Erinnerung hinaus ein lebendiges Bild von dem Lebens- 
gang und dem geistigen Wesen des ausserordentlichen Mannes zu machen; 
möge es mir gelingen, Ihnen am Faden der Erzählung seines Lebens dies 
Bild zu übermitteln und zugleich eine Würdigung der Hauptmomente 
seines wissenschaftlichen Schaffens hinein zu verweben. 

Leopold Kronecker wurde am 7. Dezember 1523 zu Liegnitz ge- 
boren. Sein Vater, der dort ein kaufmännisches Geschäft betrieb und, 
wie der Briefwechsel mit dem Sohne ergiebt, ein Mann von bedeutender, 
namentlich auch philosophischer Bildung war, der dem Sohne die sorg- 
fältigste Erziehung gab, liess ihn anfangs durch einen Hauslehrer unter- 
richten. Später trat der junge Leopold in die Vorschule des Conrectors 
Werner ein, der auch in der Folge auf dem Gymnasium sein Lehrer 
war, und nächst Kummer den grössten Einfluss auf seine Entwicklung 
übte. Namentlich von Werner’s Unterricht in der philosophischen Propä- 
deutik und in der christlichen Religionslehre, an dem er — obwohl 
Jude — teilnahm, sprach er stets mit grosser Begeisterung. 

Auf dem Gymnasium zeichnete er sich in allen Fächern durch Fleiss 
und Talent aus: aber schon hier zeigte sich seine besondere Begabung 
und Neigung für die Mathematik, in der Kummer sein Lehrer war. Hier 
schon knüpfte sich die Beziehung an, die so entscheidend auf Kronecker’s 
Entwicklung einwirkte und der Anfang einer bis zum Tode ungetrübten 
innigen Freundschaft war. 

Als Kronecker im Frühjahr 1841 die Universität bezog, hatten die 
mathematischen Studien in Deutschland unter dem Einfluss der grossen 
Männer, deren Namen die erste Hälfte des Jahrhunderts zieren, einen 
neuen Aufschwung genommen. Er hörte in Berlin die Vorlesungen 
Dirichlet’s, Jacobi’s, Steiner’s und später in Breslau seines alten Leh- 
rers Kummer, der inzwischen als Professor dorthin berufen worden war. 

Wenn auch von vorn herein die Mathematik Kronecker’s Hauptstu- 
dium und nie aus dem Auge verlorenes Ziel bildete, so beschränkte er sich 
doch keineswegs einseitig auf das Fachstudium; ausser Naturwissen- 
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schaften trieb er philosophische Studien in den Vorlesungen von Werder 
und Schelling, und auch in die Hegel’sche Philosophie hat er sich durch 
das Studium der Werke teilweise eingearbeitet. 

Auch die Sprachen des klassischen Altertums, die er auf dem Gym- 
nasium mit grosser Liebe betrieven hatte, hat er auf der Universität 
nicht aus dem Auge verloren. 

Manche für das Leben wichtige Verbindung knüpfte sich in der 
Studienzeit an. Die Freundschaft mit seinem Schulgenossen Hugo Rühle, 
dem vor einigen Jahren verstorbenen Bonner Kliniker, brachte ihn mit Me- 
dieinern in Berührung, unter denen ihm L. Traube fürs Leben ein treuer 
Freund blieb. 

Wichtig für Kronecker war auch der Verkehr im Hause des Ban- 
quiers Alexander Mendelssohn in dem er durch Dirichlet Zutritt ge- 
funden hatte, wo er unter anderm mit Felix Mendelssohn Bartholdy 
und mit Alexander von Humboldt Beziehungen anknüpfte 

In schöner, ideal verklärter Erinnerung stand ihm stets die kurze 
Bonner Studienzeit. Sie fiel noch in die Zeiten, in denen die bur- 
schenschaftlichen Bestrebungen an den Universitäten verdächtig und 
nach oben hin anrüchig und die Farben Schwarz-Rot-Gold streng ver- 
pönt waren. Es waren aber nicht die Schlechtesten unter der studi- 
renden Jugend, die den Gedanken der Burschenschaft noch hochhielten 
und neu zu beleben suchten, und mancher Name vom besten Klang ist 
darunter zu finden. So war auch Kronecker in Bonn an der Begrün- 
dung einer burschenschaftlichen Verbindung Friederieciana hervorragend 
thätig, an der sich Männer wie Geibel, Kinkel, Palleske, der Schiller- 
biograph und Becker (der sogenannte rote Becker, später Bürgermeister 
von Köln) beteiligten. Die neue Verbindung, die bald mehr als ein Zehntel 
der ganzen Bonner Studentenschaft und darunter die fleissigsten und 
tüchtigsten umfasste, fand einflussreiche Freunde und Beschützer unter 
den Professoren, darunter der damalige Rector Naumann, F. Chr. 
Dahlmann, Nitzsch und E.M. Arndt. Deren Einfluss und Vermitt- 
lung war es zu danken, dass eine in Berlin beabsichtigte politische Unter- 
suchung unterblieb. 

Im Jahre 1845 wurde Kronecker in Berlin unter Böckh’s De- 
canat mit Auszeichnung zum Doctor der Philosophie promovirt. Diesen 
Ehrentag mit dem sich anschliessenden Doctorschmaus, an dem auch 
Böckh teilnahm, rechnete Kronecker stets, nach den Berichten seines 
Sohnes, zu den schönsten Erinnerungen seines Lebens. 

Indem ich aber die Dissertation „de unitatibus complexis* berühre, 
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muss ich mit einigen Worten an die Geschichte der Wissenschaft jener 
Tage erinnern 

Seit dem Erscheinen von Gauss’ zweiter Abhandlung über die bi- 
quadratischen Reste (1832) war der Zahlentheorie eine neue weitgrei- 
fende Aufgabe gestellt, der Ausbau der Theorie der complexen, allge- 
meiner der algebraischen Zahlen. Im fünften Jahrzehnt des Jahrhunderts 
bewegten diese Fragen die Gemüter besonders lebhaft, und neue Bahnen 
wurden damals eingeschlagen. 

Es war die Zeit, da Jacobi nach seiner italienischen Reise sich in 
Berlin niedergelassen hatte und sich viel mit zahlentheoretischen Fragen 
beschäftigte, da Dirichlet, der mit Jacobi in Italien zusammengetroffen 
war, seine unsterblichen Untersuchungen bekannt machte, und da Kummer 
seine folgenreichen Arbeiten durch die „Disputatio de numeris complexis, 
qui unitatis radieibus et numeris realibus constant“ eröffnete. Hier trat 
nun Kronecker in einen Gedankenkreis ein, der seiner Denkweise vor- 
züglich angemessen war, in dem er später besonders seine Grösse ent- 
falten sollte. | 

Bereits seine Dissertation befasst sich mit einem Gegenstand, der für 
die Theorie von fundamentalster Bedeutung ist, und noch im Jahre 1882 
hielt sie der gereifte Verfasser mit Recht eines neuen Abdrucks für wür- 
dig, der im Journal für Mathematik zugleich mit den Schlussparagraphen, 
die, obwohl gleichzeitig entstanden, bei der ersten Publication nicht mit 
abgedruckt waren, erschienen ist. 

Es handelt sich um die Theorie der Einheiten in einem algebraischen 
Zahlkörper; ich bediene mich dieses jetzt allgemein verständlichen und 
immer mehr gebräuchlichen Ausdrucks, obwohl er von Kronecker abge- 
lehnt wurde. Die Theorie der Einheiten fällt in dem einfachsten Fall 
der quadratischen Körper im wesentlichen zusammen mit der Theorie 
der Pell’schen Gleichung, deren Begründung eine der schönsten Leistun- 
gen von Lagrange auf dem Gebiete der Zahlentheorie ist. Die Aufgabe 
ist die, das ganze System der Einheiten, deren es, mit wenigen Aus- 
nahmen besonderer Natur, in jedem Körper unendlich viele giebt, als eine 
Gruppe, um mich der modernen Terminologie zu bedienen, darzustellen, 
und zwar als eine unendliche Gruppe vertauschbarer Elemente mit einer 
endlichen Basis, deren Elemente die fundamentalen Einheiten genannt 
werden. 

Dirichlet hat während seines Aufenthaltes in Italien diese Frage 
nach Ueberwindung mannigfacher Schwierigkeiten in völliger Allgemein- 
heit und grossartiger Einfachheit zur Entscheidung gebracht; aber zur 
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Zeit, da Kronecker seine Untersuchungen anstellte, waren die Resultate 
von Dirichlet noch nicht bekannt, und so war Kronecker’s Arbeit, die 
für Kreisteilungszahlen die Frage erledigte und die bei diesen besonderen 
Zahlenarten bestehenden Verhältnisse klarlegte, immerhin von grosser 
Bedeutung. In den späteren Untersuchungen von Kummer über die all- 
gemeinen Klassenzahlen spielen diese Einheiten dieselbe Rolle, wie die 
Lösungen der Pell’schen Gleichung bei den Klassenzahlen der quadra- 
tischen Formen, und hierdurch gewannen diese Fragen noch ein erhöhtes 
Interesse. Es zeigte sich, dass die wirkliche Durchführung im einzelnen, 
d.h. die wirkliche Bestimmung eines Systems fundamentaler Einheiten, 
selbst in den einfachsten Fällen zu den unzugänglichsten und dornen- 
vollsten Aufgaben der Mathematik gehört, wodurch wesentlich der Aus- 
bau der Theorie gehemmt wurde. 

Es traten nun im Leben Kronecker’s Verhältnisse ein, durch die er 
zu Beschäftigungen gezwungen wurde, die von seinen mathematischen 
Interessen weit ablagen. Aber auch hier bewies er sein Talent und 
seine Tüchtigkeit. Im Interesse der Familie betrieb er die Landwirt- 
schaft und ordnete mit grosser Gewandtheit das Geschäft eines verstor- 
benen Oheims, des Vaters seiner späteren Frau, wodurch er der Familie 
ein nicht unbeträchtliches Vermögen rettete. 

Im Jahre 1845 verheiratete er sich mit seiner Cousine Fanny Praus- 
nitzer, einer liebenswürdigen, geistig bedeutenden und tüchtigen Frau, 
die an den geistigen Interessen des Mannes und an seinen Erfolgen den 
lebhaftesten Anteil nahm. Dreiundvierzig Jahre, bis zu dem kurz vor 
seinem eigenen Ende erfolgten Tod der Gattin lebte er mit ihr in glück- 
lichster Ehe, der sechs Kinder entsprossen, von denen noch vier, drei 
Söhne und eine Tochter, am Leben sind. 

Der Erziehung und Beratung seiner Kinder widmete sich Leopold 
Kronecker im Verein mit seiner Gattin mit grösster Hingebung. Auch 
seines um siebzehn Jahre jüngeren Bruders Hugo, der jetzt Professor der 
Physiologie in Bern ist, hat er sich in fast väterlicher Weise angenom- 
men und ihn menschlich und wissenschaftlich. gefördert. 

Der Lebensabschnitt, in dem Kronecker’s Thätigkeit grösstenteils 
Familienangelegenheiten gewidmet war, in dem er überdies noch durch 
körperliche Beschwerden gehindert war, ist gekennzeichnet durch eine 
Lücke in der Reihe der Publicationen. 

Zwischen den Jahren 15845 und 1853 finde ich keine Veröffent- 
lichung zu verzeichnen. Dass er aber in dieser Zeit auch wissenschaft- 
lich nicht müssig war, und dass hier vielleicht gerade die Zeit der wissen- 
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schaftlichen Entwicklung und Reife zu suchen ist, das beweist der Erfolg, 
auch wenn wir nicht wüssten, dass er während der ganzen Zeit eine 
eifrige wissenschaftliche Correspondenz, namentlich mit seinem Freunde 
Kummer, unterhielt. 

Die Arbeit, mit der er zuerst wieder an die Oeffentlichkeit trat, über- 
gab er im Mai 1853, als er auf einer Reise nach Paris in Berlin weilte, 
an Dirichlet, der sie am 20. Juni desselben Jahres der Berliner Aka- 
demie vorlegte, in deren Sitzungsberichten sie erschienen ist. 

Es ist die berühmte Abhandlung über die algebraisch auflösbaren 
Gleichungen, eine Arbeit, die in ihrer Kürze und in ihrem Gedanken- 
reichtum eine Fülle von Vorarbeiten voraussetzt, über die uns vielleicht 
noch die zu hoffenden Publicationen aus dem Nachlass Aufschluss geben 
werden. 

Kronecker knüpft in dieser Arbeit an die nur fragmentarisch über- 
lieferten algebraischen Untersuchungen Abel’s an, dessen Sätze er zunächst 
zu beweisen sucht. Es ist mir zweifelhaft, ob die Arbeiten von Galois 
Kronecker damals schon bekannt waren. Diese für die Algebra so 
wichtigen Arbeiten waren zuerst erschienen in den Jahren 1825—30, 
aber wenig beachtet und bekannt, bis Liouville im Jahre 1846 einen 
neuen Abdruck in seinem Journal herausgab. Galois wird von Kron- 
ecker zuerst in einem Brief an Dirichlet vom 3. März 1856 und 
in der Arbeit, die am 14. April 1556 von Kummer der Berliner 


Akademie vorgelegt wurde, erwähnt, so dass die Vermutung nahe liegt, 


dass er erst während seines Pariser Aufenthalts im Jahre 1853, 
wo er mit den bedeutendsten französischen Mathematikern, namentlich 
mit Hermite und Bertrand, enge Beziehungen anknüpfte, mit Galois’ 
Arbeiten bekannt wurde. Wie dem aber auch sei, Kronecker’s Arbeiten 
haben die Algebra über den Standpunkt hinaus gefördert, auf den sie 
durch Galois’ geniale Schöpfung gehoben war. Galois hatte in der 
einer Gleichung eigentümlichen Substitutionsgruppe den Kernpunkt aller 
tiefer eindringenden algebraischen Untersuchungen erkannt, und hatte da- 
mit die Grundfrage der Algebra in einfachster und allgemeinster Weise for- 
mulirt; damit ist aber zunächst nur die formale Seite getroffen. Das andere 
Ziel ist die Erforschung der Eigenschaften der durch die Gleichungen defi- 
nirten Zahlenarten, die Anwendung der allgemeinen Grundsätze auf beson- 
dere Gleichungsarten, die tiefer gehende, jedem besonderen Falle angepasste 
Hülfsmittel erfordert. Hierzu finden sich bei Galois zwar Ansätze, z.B. 
in seinen Aussprüchen über die Modulargleichungen der Transformation 
öten, 7ten, I1ten Grades, aber keinerlei weitere Ausführungen. Mehr in 
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dieser Richtung weisen die Sätze von Abel, die sich in einzelnen seiner 
algebraischen Fragmente finden, und vor allem in den Untersuchungen 
von Gauss über die Kreisteilung. | 

Die Frage, die die Algebraiker in erster Linie beschäftigte, die 
wohl auch den Anstoss zu allen diesen Untersuchungen gegeben hat, 
war die nach der algebraischen Auflösbarkeit der Gleichungen, d. h. der 
Reduction auf reine Gleichungen. Diese Fragestellung, die von einem 
höheren Standpunkte betrachtet, etwas Willkürliches hat und später weiter 
fortgebildet werden musste, war durch die elementare Algebra gegeben, 
und so bewegen sich auch Kronecker’s algebraische Arbeiten zunächst in 
dieser Richtung. Wie kommt es, dass die höheren Gleichungen in diesem 
Sinne nicht mehr auflösbar sind, und welche Eigenschaften müssen die 
besonderen Gleichungen haben, die eine Auflösung gestatten? Galois 
hat auf diese Fragen, wenigstens für Gleichungen von Primzahlgraden, 
eine Antwort aus der Natur der Gruppe abgeleitet, und dadurch ein 
Mittel gefunden, das wenigstens principiell in jedem besonderen Fall die 
Entscheidung giebt, wenn es auch meist nicht praktisch durchführbar 
sein wird. Kronecker löst die Aufgaben vollständiger, indem er einen 
algebraischen Ausdruck aufstellt, in dem alle Wurzeln auflösbarer Glei- 
chungen von gegebenem Grad eines beliebigen Rationalitätsbereichs, und 
nichts anderes, enthalten sind, einen Ausdruck, der übrigens für Glei- 
chungen fünften Grades schon von Abel ohne Beweis angegeben war. 

Durch diesen allgemeineren Ausdruck wird die Aufgabe zunächst 
zurückgeführt auf die Bestimmung der Wurzeln einer sogenannten Abel’- 
schen Gleichung, und die Sätze, die Kronecker über die letztere Glei- 
chungsart bereits in seiner ersten Abhandlung mit voller Bestimmtheit 
ausspricht, und die sich dahin einfach zusammenfassen lassen, dass im 
absoluten Rationalitätsbereich, in dem nur die rationalen Zahlen als be- 


. kannt vorausgesetzt sind, alle Abel’schen Gleichungen unter den Kreis- 


teilungsgleichungen enthalten sind, gehören mit den zu ihrem Beweis 
nötigen und zu schaffenden Hülfsmitteln und mit dem, was weiter sich 
daran anschloss, zu den bedeutendsten Leistungen Kronecker’s. Hierzu 
findet sich auch bei Abel noch kein Ansatz, und es war auch erst 
durch die von Kummer begründete Theorie der Zerlegung der alge- 
braischen Zahlen in ihre Primfactoren möglich, an solche Fragen heran- 
zutreten. 

Am Schlusse der Abhandlung eröffnet Kronecker noch eine Per- 
spective auf die Erweiterung dieser Sätze über Abel’sche Gleichungen für 
den Fall, dass nicht der absolute Rationalitätsbereich, sondern der der 


12 Chronik. 


Gauss’schen complexen Zahlen zu Grunde gelegt wird, in den an die 
Stelle der Kreisteilungszahlen, die aus der Lemniskatenteilung stammenden 
Zahlen treten. So finden sich auch die Untersuchungen über die singu- 
lären Moduln der elliptischen Functionen, die in den späteren Arbeiten 
Kronecker’s eine so wichtige Rolle spielen, hier im Keime schon ange- 
deutet. 

Nachdem im Jahre 1855 die geschäftliche Thätigkeit ihren Abschluss 
gefunden hatte, siedelte Kronecker nach Berlin über, und hier schloss 
sich der enge Freundschaftsbund, dem die Wissenschaft so viel verdankt, 
zwischen vier Männern, die zu den ersten Vertretern der Mathematik 
in Deutschland zählen. Zwar hatte Dirichlet Berlin kurz vorher ver- 
lassen; aber statt dessen wurde Kronecker’s alter Freund Kummer 
nach Berlin berufen, und kurze Zeit darauf Weierstrass. Zu diesem 
Kreis gehörte auch Borchardt, der seit Crelle’s Tod die Herausgabe des 
Journals für Mathematik leitete und im Jahre 1856 in die Akademie der 
Wissenschaften aufgenommen wurde. Kronecker, der 1861 in die 
Akademie eintrat, lebte in Berlin in glücklicher Musse seinen wissen- 
schaftlichen Idealen, und reiche Früchte und innere Befriedigung Krönten 
diese Thätigkeit. 

Aus den ersten Jahren des Berliner Aufenthalts besitzen wir den 
wissenschaftlich und persönlich wertvollen Briefwechsel mit Dirichlet, 
den Schering in den Göttinger Nachrichten veröffentlicht hat, und dessen 
Originale die Göttinger Bibliothek aufbewahrt, der uns über Kronecker’s 
Arbeiten in jener Zeit Aufschluss giebt. 

Am 17. Mai 1857 schreibt er an Dirichlet: „Ich habe so manche 
sehr interessante Sachen gefunden, und da ich mich zunächst dadurch 
so unabhängig fühle, dass mich keine Spur irgend welchen Ehrgeizes 
quält, da ich vielmehr einzig und allein meine Freude in der Erkenntnis 
des Wahren habe, so kommt es mir wenig darauf an, wozu ich gerade 
meine Zeit verwende, wenn ich sie nur überhaupt gut benutze.“ 

Und über die divinatorische Art seines Schaffens giebt ein Brief 
vom 26. Juni 1856 Aufschluss. 

„Aber ich bin vielfach in der hoffnungsvollen Fernsicht dem, was 
ich beweisen kann, vorausgeeilt, und habe dabei Anschauungen von der 
Natur der Gleichungen gewonnen, die, wenn sie sich bewähren, ein ganz 
neues und erhebliches Interesse gewähren dürften. Bei der gänzlichen 
Neuheit des Feldes aber, auf welchem ich jetzt arbeite, und bei der 
kaum zu bewältigenden Complicirtheit, glaube ich, dass ich jahrelanger 
Arbeit bedürfen werde, ehe ich zu strieten Resultaten komme.“ 
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Kronecker hatte schon früh herausgefühlt, und die Abhandlung aus 
dem Jahre 1853 enthält darüber bereits eine Andeutung, dass nächst den 
Gleichungen, die wir jetzt in etwas weiterem Sinne, als Kronecker diesen 
Ausdruck ursprünglich brauchte, Abel’sche nennen, und die, wie Kron- 
ecker zuerst erkannt hat, alle durch die Einheitswurzeln gelöst werden, 
die aus der sogenannten complexen Multiplication der elliptischen Func- 
tionen stammenden Gleichungen von fundamentaler Bedeutung sind, dass 
gewissermassen die nächst höhere Zahlenart durch sie definirt wird. 
Diesen Gleichungen wandte sich daher im natürlichen Fortschritt seiner 
Untersuchungen sein hauptsächlichstes Interesse zu. Die Fortschritte, die 
wir Kronecker auf diesem Gebiete verdanken, gehören zu den wert- 
vollsten Bereicherungen der Algebra. 

Abel hatte in seinen Untersuchungen über elliptische Functionen 
die Frage gestellt, unter welchen Bedingungen eine algebraische Multi- 
plication der elliptischen Funetionen mit einem andern als ganzzahligen 
Multiplicator möglich sei; es ergiebt sich leicht, dass die Bedingung dafür 
die ist, dass die Perioden einer homogenen Gleichung zweiten Grades ge- 
nügen, so dass das Periodenverhältnis durch die Quadratwurzel aus einer 
negativen ganzen Zahl ausgedrückt ist. Abel hatte auch erkannt, dass 
für den Modul der elliptischen Functionen hieraus eine algebraische Glei- 
chung resultirt, und hat später ohne Beweis ausgesprochen, dass diese 
Gleichung zu den algebraisch lösbaren gehöre. 

Zu diesen Sätzen hat Kronecker zunächst die Beweise gesucht, 
und wurde dadurch zu den merkwürdigsten Eigenschaften und Beziehun- 
gen dieser Gleichungen und der durch sie definirten algebraischen Zahlen 
geführt. 

Der Kernpunkt dieser Ergebnisse ist die enge Beziehung zur Theorie 
der quadratischen Formen, eben jener Formen, deren Wurzeln die singu- 
lären Periodenverhältnisse sind. Es zeigt sich, dass zu jeder negativen 
Determinante eine algebraische Gleichung mit rationalen Coefficienten 
gehört, deren Wurzeln die von Kronecker so genannten singulären Mo- 
duln sind, so dass jeder Wurzel dieser Gleichung eine Klasse äquivalenter 
quadratischer Formen entspricht, und dass sonach der Grad dieser Glei- 
chung der Klassenzahl für die betreffende Determinante gleich ist. Die 
Gleichung ist irredueibel im absoluten Rationalitätsbereich, zerfällt aber 
in Factoren, wenn die Quadratwurzeln aus den in der Determinante auf- 
gehenden Primzahlen adjungirt werden, und zwar entspricht jedem dieser 
Factoren ein Geschlecht von Formenklassen. 

Die Gleichung ist, von einigen besonderen Fällen abgesehen, im ab- 
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soluten Rationalitätsbereich keine Abel’sche; sie wird es erst durch Ad- 
junction der Quadratwurzel aus der Determinante; dann aber entspricht 
ihre Gruppe genau der von Gauss entdeckten Gruppe der Composition 
der Klassen quadratischer Formen; die Gleichung ist als Abel’sche alge- 
braisch lösbar. 

Dass diese Zahlen für die Abel’schen Gleichungen im quadratischen 
Rationalitätsbereich mit negativer Discriminante dieselbe allgemeine Rolle 
spielen, wie die Einheitswurzeln für den absoluten Rationalitätsbereich, 
d. h. dass die Wurzeln aller Gleichungen, die nach Adjunction einer 
imaginären Quadratwurzel Abel’sche Gleichungen sind, durch diese 
Zahlen rational darstellbar sind, hat Kronecker mehrfach ausgesprochen. 
Den Beweis dafür und ebenso die Uebertragung auf positive Discrimi- 
nanten, mit der sich Kronecker gleichfalls beschäftigt hat, suchen wir 
noch vergeblich. 

Indem ich so in den grossen Zügen die Hauptmomente der Theorie 
der complexen Multiplication aufführe, erkennt man leicht, wie sie voll- 
ständig parallel läuft mit der Theorie der quadratischen Formen von 
negativer Determinante, so dass diese auch aus der complexen Multipli- 
cation abgeleitet und bewiesen werden kann, und so zwischen zwei auf 
ganz verschiedenem Boden gewachsenen Disciplinen ein ebenso unerwar- 
teter als merkwürdiger und fruchtbarer Zusammenhang hergestellt ist. 

Noch mannigfache Resultate und Erscheinungen der Algebra und 
Zahlentheorie haben diese Untersuchungen zu Tage gebracht; ich erwähne 
die merkwürdige Beziehung zu der Pell’schen Gleichung, zum Beweis 
des Satzes, dass eine primitive quadratische Form unendlich viele Prim- 
zahlen darstellen kann, die merkwürdigen Relationen zwischen den Klassen- 
zahlen quadratischer Formen verschiedener Determinanten und anderes, 
was sich hier nicht gut ausführen lässt. Die Anfänge dieser Arbeiten 
fallen, wie der erwähnte Briefwechsel mit Dirichlet zeigt, schon in die 
fünfziger Jahre, und vielleicht noch früher. Es zieht sich aber das Inter- 
esse an dem Gegenstand durch das ganze wissenschaftliche Leben Kron- 
ecker’s, und noch in den Abhandlungen „Zur Theorie der elliptischen 
Functionen*, die seit dem Jahre 1883 bis kurz vor des Verfassers Tod 
in längerer Reihe in den Sitzungsberichten der Berliner Akademie er- 
schienen sind, werden diese Fragen berührt. 

Daneben geht noch eine andere Art der Anwendung der elliptischen 
Functionen auf die Zahlentheorie, die sich von der Theorie der singulären 
Moduln wesentlich dadurch unterscheidet, dass der Modul variabel 
bleibt; die Entdeckung dieser Beziehung geht auf Dirichlet zurück, der 
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sie in seiner berühmten Abhandlung „Recherches sur diverses applications 
de l’analyse infinitesimale a la theorie des nombres* zuerst berührt und die 
in dem erwähnten Briefwechsel schon Gegenstand der Besprechung ist; 
diese Untersuchungen, die auch auf das Gebiet der Theta-Functionen 
zweier Veränderlicher hinüberspielen, und auch für dieses bemerkens- 
werte Resultate und Beziehungen zu elliptischen Thetafunctionen erga- 
ben, werden von Kronecker in seinen letzten Publicationen in sehr 
merkwürdiger Weise verallgemeinert. Es ist mir aber hier nicht möglich, 
von dem Gedankeninhalt dieser Umformungen, die wohl noch einer wei- 
teren Verarbeitung würdig wären, in kurzen Worten eine Vorstellung zu 
geben. 

Um eine formale Seite der Kronecker’schen Forschungen zu er- 
wähnen, die in seinen späteren Jahren mehr und mehr von ihm betont 
wird, will ich auf sein Bestreben hinweisen, invariante Eigenschaften 
möglichst, wie er sich ausdrückt, in Evidenz treten zu lassen, d. h. die 
Formeln in eine Gestalt zu bringen, in der ihre invarianten Eigenschaften 
unmittelbar in die Augen springen. Als Beispiel will ich die Formeln 
erwähnen, die ihn noch in seiner letzten Zeit beschäftigt haben, mittels 
deren er die elliptischen Functionen durch Fourier’sche Doppelreihen 
darstellt, die eine grosse Eleganz und Einfachheit der Form haben, und 
die die doppelte Periodicität unmittelbar erkennen lassen; freilich auf 
Kosten einer andern Eigenschaft, die darin verdeckt ist, nämlich Func- 
tionen complexen Arguments zu sein. 

Kronecker hätte seine algebraischen Untersuchungen nicht mit dem 
glänzenden Erfolge führen können, wenn er nicht über ein Hülfsmittel 
verfügt hätte, auf das ich jetzt Ihre Aufmerksamkeit lenken möchte. 

Durch die Einführung der complexen Zahlen hatte Gauss der 
Zahlentheorie ein grosses neues Forschungsgebiet eröffnet. Zunächst ver- 
anlasst durch die Untersuchung der biquadratischen Reste hatte Gauss 
einen Zahlkörper betrachtet, der ausser den rationalen Zahlen vierte Ein- 
heitswurzeln enthält. Auf diesen Zahlkörpern lässt sich die rationale 
Zahlentheorie in allen wesentlichen Punkten, namentlich der Satz über 
Teilbarkeit und Zerlegung in Primfactoren, ohne Schwierigkeit übertragen, 
und dasselbe gelang auch bei anderen Zahlkörpern, z. B. dem, der aus 
kubischen Einheitswurzeln abgeleitet ist. Wie aber diese Betrachtungen 
weiter verfolgt und auf Einheitswurzeln höherer Grade übertragen wurde, 
trat eine Erscheinung zu Tage, die zunächst ein unüberwindliches Hinder- 
nis eines weiteren Fortschritts schien. 

Während nämlich im rationalen Zahlkörper die Primzahlen die doppelte 
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Eigenschaft haben, nicht weiter in Factoren zerlegbar zu sein, und ein 
Product mehrerer Factoren nur dann zu teilen, wenn sie wenigstens 
einen der Factoren des Productes teilen, woraus dann folgt, dass eine 
Zahl nur auf eine Art in Primfactoren zerlegbar ist, treten in den höhe- 
ren Zahlkörpern Zahlen auf, die zwar nicht weiter zerlegbar sind, aber 
doch ein Product teilen können, ohne einen seiner Factoren zu teilen, 
so dass eine Zahl auf mehr als eine Art in unzerlegbare Factoren zer- 
fällt werden kann. Diese unzerlegbaren Factoren haben also noch nicht 
den Charakter wahrer Primfactoren. Kummer hat für die Kreisteilungs- 
zahlen diese Schwierigkeit überwunden durch die Schöpfung der idealen 
Factoren, indem er definitionsweise sagt, eine Zahl ist durch einen ge- 
wissen idealen Factor (der keine selbständige Existenz hat) teilbar, wenn 
sie einer gewissen Congruenz-Bedingung genügt. 

Diese Methode war aber nur den Kreisteilungszahlen angepasst und 
bedurfte der Verallgemeinerung auf beliebige Zahlkörper. Es ist klar, 
dass eine allgemeine Zahlentheorie, die zugleich die Algebra umfasst, 
erst dann sich entwickeln kann, wenn diese Schwierigkeit überwunden 
ist, und dass sie nur dadurch überwunden werden kann, dass man den 
Begriff der Teilbarkeit durch einen anderen ersetzt, aus dem die gewöhn- 
liche Teilbarkeit als specieller Fall abgeleitet werden kann. 

Auch in der Theorie der algebraischen Functionen einer oder mehre- 
rer Veränderlichen herrschen analoge Gesetze wie in der Theorie der 
Zahlen, und eine allgemeine Theorie der Teilbarkeit muss auch diese 
umfassen. 

Eine Verallgemeinerung eines Begriffes ist aber nach verschiedenen 
Seiten hin denkbar und möglich. So sind auch auf verschiedenen Wegen 
Kronecker und Dedekind zu einer gleich vollständigen Lösung dieser 
Aufgabe gelangt, Dedekind indem er nicht einzelne Zahlen, sondern 
Systeme von Zahlen betrachtet, die als Specialfall das System aller Mul- 
tipla einer festen Zahl enthalten, die er Ideale nennt, ein Name, der 
aber nur historischen Ursprung hat, und zu Ehren der Kummer’schen 
Schöpfung gebildet ist. Nachdem Multiplication und Teilbarkeit dieser 
Ideale definirt ist, wird bewiesen, dass jedes Ideal auf eine ein- 
zige Weise in Primfactoren, d. h. Primideale, zerlegbar ist, in völliger 
Uebereinstimmung mit den Gesetzen der Teilbarkeit bei den rationalen 
Zahlen. 

Kronecker hat seine Theorie, von der er längst Gebrauch gemacht 
hatte, im Zusammenhang veröffentlicht in der Festschrift, die er dem 
alten Freund Kummer zum fünfzigjährigen Doctorjubiläum am 10. Sept. 
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1881 mit warmen Worten der Dankbarkeit und Anhänglichkeit über- 
reichte, die zugleich auch im Journal für Mathematik abgedruckt wurde. 

Es ist unmöglich, in der Kürze und ohne Anwendung mathematischer 
Formeln einen Ueberblick über den Inhalt der gedankenreichen und schwer 
geschriebenen Festschrift zu geben. Vielleicht aber gelingt es mir, von 
dem Grundgedanken wenigstens eine ungefähre Vorstellung zu geben, 
wenn ich an ein Beispiel aus der Functionentheorie anknüpfe, wo die 
Verhältnisse durch die Benutzung der Riemann’schen Mittel anschau- 
licher werden und auch ohnehin wohl der Mehrzahl unter Ihnen ver- 
trauter sind als die analogen Begriffe der Zahlentheorie. 

Man denke sich algebraische Functionen einer Veränderlichen in einer 
Riemann’schen Fläche dargestellt; das System aller dieser Functionen 
bildet einen Körper oder nach Kronecker’s Terminologie einen Gattungs- 
bereich. Die ganzen Functionen darunter sind die, die im Endlichen 
endlich bleiben. Das System aller ganzen Functionen, die in einem festen ' 
Punkt oder in einer festen Punktgruppe verschwinden, bildet nach Dede- 
kind’s Bezeichnung ein Ideal, und die Multiplication besteht in der Zu- 
sammenfassung der Nullpunkte der Factoren zu einer neuen Punktgruppe. 

Kronecker bildet ganze rationale Formen von beliebigen Hülfs- 
variablen, die an sich mit der Frage nichts zu thun haben, deren ÜOoef- 
ficienten ganze Funetionen des betrachteten Körpers sind. Wenn diese 
Coefficienten alle in einem und demselben Punkt verschwinden, so werden 
die Coefficienten der Norm ganze rationale Functionen der unabhängigen 
Variablen sein, die einen gemeinsamen Linearfactor haben. Haben die 
Coefficienten der Norm keinen gemeinsamen Teiler, so heisst die Form 
eine primitive. Solche Formen spielen die Rolle von Einheiten und 
könnten daher wohl auch Einheitsformen genannt werden; und nun ge- 
lingt es, jede Form und folglich auch jede Function des Körpers in 
Primfactoren wirklich zu zerlegen, wenn man in den Factoren auch 
gebrochene Formen zulässt, die im Nenner Einheitsformen enthalten. 
Diese Zerlegung ist eine völlig bestimmte, abgesehen von Einheitsformen, 
die im Zähler und Nenner in verschiedener Weise auftreten können. 

Ganz dasselbe gilt auch, wenn die Coefficienten der Formen nicht 
einem Functionen-Körper, sondern einem Zahlenkörper angehören, und 
so ist eine ausreichende Grundlage für die Zahlentheorie aller dieser 
Körper gewonnen. 

Hiermit ist nun freilich erst der Ausgangspunkt für die Theorie 
gekennzeichnet; alle die tiefer greifenden Untersuchungen, die wir in der 
Schrift noch finden, zumal die auf die Discriminante des Körpers und 
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die Eigenschaften der in ihr enthaltenen Factoren sich beziehen, können 
hier nicht berührt werden; es sei nur noch erwähnt, dass die Theorien 
von Dedekind und Kronecker trotz der Verschiedenheit der Aus- 
sangspunkte in den Resultaten übereinstimmen, genauer gesagt, dass die 
Dedekind’schen Primideale in wechselseitig eindeutiger Weise auf die 
Kronecker’schen Primfactoren bezogen werden können. Dies spricht 
für die innere Wahrheit und Notwendigkeit beider Theorien. 

Es kann nicht die Aufgabe dieser Gedächtnisrede sein, alle die 
schönen und wertvollen Untersuchungen zu besprechen oder auch nur zu 
erwähnen, die das reiche wissenschaftliche Leben Kronecker’s aus- 
machen. Das Verzeichnis der Abhandlungen Kronecker’s enthält nicht 
weniger als 144 Nummern; ich habe mich in meiner sehr unvollständi- 
gen Schilderung an das gehalten, was mir das allgemeinste, prineipiell 
wichtigste erschien, und wovon ich zugleich hoffen konnte, einem grösse- 
ren Kreis eine ungefähre Anschauung zu übermitteln. Auch sind mir 
selbst nicht alle Seiten von Kronecker’s vielumfassender Thätigkeit 
gleichmässig vertraut und bekannt. Lassen Sie mich aber noch einen 
Gegenstand wenigstens kurz berühren, der einen bemerkenswerten Fort- 
schritt in Kronecker’s algebraischen Anschauungen kennzeichnet, und 
der zugleich geeignet ist, in weiteren Kreisen Interesse zu erwecken, 
das sind seine Untersuchungen über die Gleichungen fünften Grades und 
ihren Zusammenhang mit der Transformationstheorie der elliptischen Func- 
tionen. 

Es war wohl Hermite, der zuerst den Gedanken aussprach, dass, 
wenn man nach Galois die Modulargleichung sechsten Grades, die bei der 
Transformation fünften Grades der elliptischen Functionen auftritt, auf den 
fünften Grad reducirt, man mit Hülfe von Gleichungen, die den vierten Grad 
nicht übersteigen, eine Uebereinstimmung mit der allgemeinen Gleichung 
fünften Grades herstellen kann, und dass man daraus eine Art Auflösung 
der Gleichung fünften Grades gewinnt, ähnlich wie man seit lange gewohnt 
ist, die Dreiteilung des Winkels zur Auflösung einer Gleichung dritten 
Grades zu benutzen. In einem von Hermite veröffentlichten berühmt 
gewordenen Brief hat nun Kronecker diesen Gegenstand von ganz an- 
derer Seite beleuchtet und auf seinen algebraischen Kern zurückgeführt. 

Bei Kronecker tritt zunächst die Zurückführung auf die Trans- 
formationsgleichung der elliptischen Functionen zurück hinter der all- 
gemeinen Frage, wie man die Gleichung fünften Grades von einer möglichst 
einfachen Normalgleichung abhängig machen kann. Als nächstliegendes 
Ziel stellt sich dar die Zurückführung auf eine Gleichung, die nur von 
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einem Parameter abhängig ist, wie es in der That bei den aus der 
Transformation der elliptischen Functionen stammenden Gleichungen, ‚die 
nur von dem Modul der elliptischen Functionen abhängig sind, zutrifft. 
Zunächst entspricht dieser Forderung bereits die Jerrard’sche Form der 
Gleichungen fünften Grades, deren sich Hermite bedient hat; aber auch 
gewisse Resolventen sechsten Grades, die sich, wie Kronecker gezeigt hat, 
auf mannigfache Weise mit den Modulargleichungen sechsten Grades in 
Einklang bringen lassen. 

Aber Kronecker stellt sich noch eine weitere Aufgabe. Er ver- 
sucht, das Ziel zu erreichen nur durch Benutzung solcher Irrationalitäten, 
die sich rational durch die Wurzeln der zu lösenden Gleichung aus- 
drücken lassen, die er als die einfachsten, der Gleichung natürlichsten 
betrachtet. Dieser Forderung legte er ein grosses Gewicht bei. Da aber 
der Versuch, ihr zu genügen, nicht gelang, so sprach er den Satz aus, 
dass die Forderung überhaupt unerfüllbar sei, dass also durch natürliche 
Irrationalitäten die Gleichung fünften Grades nicht in eine nur von einem 
Parameter abhängige Gleichung transformirbar sei. Einen Beweis für 
diesen Satz hat er nicht publieirt; dass aber der Satz richtig ist, haben 
spätere Untersuchungen dargethan. 

Eine wesentliche Lücke würde aber in dem Bilde des Mathe- 
matikers Kronecker bleiben, wenn ich seine Stellung zu den funda- 
mentalen, philosophischen Fragen der Mathematik mit Stillschweigen über- 
gehen wollte. Es ist ein Standpunkt, der besonders in seinen späteren 
Jahren hervortrat, vielleicht mehr noch im persönlichen Verkehr als in 
der Oeffentlichkeit; aber auch öffentlich hat er seine Anschauungen nicht 
verleugnet und z. B. in der Festschrift zu Zeller’s Jubiläum scharf 
hervorgekehrt. 

In Bezug auf Strenge der Begriffe stellt er die höchsten Anforde- 
rungen und sucht alles, was Bürgerrecht in der Mathematik haben soll, 
in die krystallklare eckige Form der Zahlentheorie zu zwängen. Manche 
von Ihnen werden sich des Ausspruchs erinnern, den er in einem Vor- 
trag bei der Berliner Naturforscher-Versammlung im Jahre 1836 that: „Die 
ganzen Zahlen hat der liebe Gott gemacht, alles andere ist Menschenwerk“. 

So war ihm alles, was sich nicht seines arithmetischen Ursprungs 
unmittelbar bewusst war, unsympathisch, und sein Streben ging dahin, 
nicht nur in der Algebra, sondern auch in der Functionentheorie die 
arithmetische Abstammung deutlich hervortreten zu lassen. 

Aber freilich hat er auch an jenem „Menschenwerk“ manches be- 
kämpft und verworfen, was sich seit der Zeit des alten Euklid 
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als gut und brauchbar und als logisch richtig erwiesen hat, wenn er 
z. B. eine Definition nur dann für zulässig erklärt, wenn sie in jedem 
Falle durch eine endliche Anzahl von Schlüssen erprobt werden kann. 
Er bricht damit den Stab nicht nur über alle die neueren Versuche, zu 
einer logisch verständlichen Auffassung der Irrationalzahlen zu gelangen, 
sondern auch über Euklid’s darauf bezügliche Definitionen. 

Die Consequenz dieser Auffassungsweise war, dass Kronecker der 
geometrischen Anschauung in mathematischen Dingen nur eine bedingte 
Berechtigung einräumte; und in der That findet man in seinen Arbeiten 
von diesem Hülfsmittel nur sehr beschränkten Gebrauch gemacht. Dass 
er es aber, wo er es am Platze hielt, mit Meisterschaft handhabte, be- 
weisen seine Arbeiten über die Charakteristiken und die Sturm’schen 
Reihen, auf die hier näher einzugehen ich mir versagen muss. 

Dass Kronecker’s wissenschaftliche Arbeit eine ausgezeichnet pro- 
ductive war, der es nur auf das Entdecken und Erkennen ankam, hatte 
den Erfolg, dass viele seiner wichtigsten Schöpfungen lange Zeit nicht 
ausführlich und mit Beweisen publieirt waren; erst in den letzten Jahren 
hat er angefangen, manche seiner Untersuchungen in Zusammenhang dar- 
zustellen, und über manches dürfen wir vielleicht noch aus dem Nach- 
lass Aufschluss hoffen. | 

Um so wichtiger war es, dass Kronecker von dem ihm als Mit- 
glied der Akademie zustehenden Recht, an der Universität Vorlesungen 
zu halten, regelmässig und umfassend Gebrauch machte. Seine Vor- 
lesungen waren ausschliesslich den Gegenständen gewidmet, denen er 
sein eigenes wissenschaftliches Interesse zugewandt hatte, und so waren 
seine Forschungsresultate dem Kreise seiner vertrauteren Schüler schon 
früh bekannt, und seine Vorlesungen gehörten, wenn auch nur den fort- 
geschrittenen und wissenschaftlich interessirten Schülern verständlich, zu 
dem Wertvollsten und Eigenartigsten, was die Berliner Universität dem 
Mathematiker bot. 

Gleichwohl hat Kronecker nicht in dem Masse eine mathema- 
tische Schule begründet, wie wir das von anderen hervorragenden Lehrern 
wissen. 

Er selbst spricht sich hierüber in dem schönen und merkwürdigen 
Briefe aus, den er einige Monate vor seinem Tode an Georg Cantor 
in Halle gerichtet hat, und der in dem vorigen Jahresbericht unserer 
Vereinigung abgedruckt ist. 

„Ich mag auch bei uns nicht den Ausdruck „Schüler“ gern; wir 
wollen und brauchen keine Schule, sondern wir gehen nur in den Wegen 
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fort, die uns ein Lehrer oder Vorgänger geebnet und gewiesen hat, wenn 
wir meinen, auf diesem Wege weitere Ziele erreichen zu können. Wir 
wollen und brauchen keine Schule, weil in unserer absolut klaren Wis- 
senschaft jede neue Entdeckung die bisherige Schulweisheit wertlos 
machen kann. Das hat uns ja die Geschichte unserer Wissenschaft oft 
genug gezeigt.“ 

Eine Berufung nach Göttingen, die im Jahre 1868 an ihn ergangen 
war, lehnte er ab, da er seine Thätigkeit an der Berliner Universität im 
Kreise der wissenschaftlichen Freunde und Collegen aus der Akademie 
höher schätzte. 

Als aber Kummer im Jahre 1585 wegen hohen Alters von der 
Lehrthätigkeit zurücktrat, übernahm Kronecker eine ordentliche Pro- 
fessur an der Berliner Universität. Den dadurch vermehrten Lehrpflichten 
in Vorlesungen und Seminar kam er mit grösstem Eifer nach. Seine den 
verschiedensten Nationalitäten angehörigen Schüler, denen er allen ein 
warmes persönliches Interesse entgegenbrachte, hingen mit grösster Ver- 
ehrung und Dankbarkeit an ihm. Manche sind darunter, die seine Ideen 
selbständig weiter gebildet haben. Die ihm nach Borchardt’s Tod zu- 
gefallene Redaction des Crelle’schen Journals leitete er seit dem Jahre 
1551 mit Umsicht und Gewissenhaftigkeit. 

Lassen Sie mich schweigen von den Ehren und Auszeichnungen, 
die ihm ungesucht in reichem Masse von Regierungen und gelehrten 
Gesellschaften zu Teil wurden; aber ich will dem Bilde noch einige 
Züge hinzufügen, die geeignet sind, den ausserordentlichen Mann im 
Kreise seiner Freunde und Collegen und im öffentlichen Leben zu kenn- 
zeichnen, Züge, die ich den Mitteilungen des Sohnes des Verstorbenen 
verdanke. 

Vermöge seiner grossen Erfahrung und Tüchtigkeit in Dingen des 
praktischen Lebens, seiner Gewandtheit im klaren und formvollendeten 
schriftlichen und mündlichen Ausdruck hat er sich auch den geschäft- 
lichen Angelegenheiten, die seine Stellung als Mitglied der Akademie 
und der Facultät mit sich brachten, mit grossem Eifer und Erfolg ge- 
widmet. Die mustergültige Ordnung der Angelegenheiten der aka- 
demischen Druckerei, die Neuredaction der Akademie-Statuten 
sind vorzugsweise sein Werk. Auch fungirte er erfolgreich als Mitglied 
des wissenschaftlichen Beirats des geodätischen Instituts bis zu 
dem Zeitpunkt, wo dieser Beirat durch ministerielle Verfügung auf- 
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Akademie betrafen, war sein Rat von entscheidendem Einfluss, und stets 
war er bereit, durch seine Erfahrung und praktische Tüchtigkeit nicht 
nur dem Gemeinwohl, sondern auch seinen Freunden in wissenschaftlichen 
wie in persönlichen Angelegenheiten zu raten und zu helfen. 

Sein Haus war eine Stätte heiterer Geselligkeit. Er liebte es, seine 
Freunde nnd deren Familien in kleinerem und grösserem Kreise um sich 
zu versammeln. Er hatte es besonders gern, wenn diese Abende durch 
Musik verschönt wurden; diese war ihm überhaupt die liebste der 
Künste; er hat das Klavierspiel und in seiner Jugend auch den Gesang 
eifrigst gepflegt, sich auch in früheren Zeiten in eigenen Compositionen 
versucht. 

Tieferes Interesse und Verständnis brachte er aber auch den bil- 
denden Künsten entgegen. Seine Ferienreisen, die er alljährlich innerhalb 
Deutschlands, nach Oesterreich, der Schweiz und Italien, nach Frank- 
reich, Holland und Belgien, nach Grossbritannien und Skandinavien unter- 
nahm, galten neben der körperlichen und geistigen Erholung und der 
Anknüpfung und Erhaltnng der Verbindung mit wissenschaftlichen Freun- 
den, dem Genuss der schönen Natur und dem Studium der Kunstwerke 
dieser Länder. 

Für das klassische Altertum und seine Cultur hatte er stets eine 
grosse Vorliebe, und war in dem Meinungsstreit der letzten Jahre 
ein Gegner der Realschulbildung. Sein eigenes Interesse an der griechi- 
schen Sprache und Litteratur bethätigte er als eifriges Mitglied der „Graeca“, 
einer geselligen Vereinigung, die sich mit der Uebersetzung und Erläu- 
terung griechischer Klassiker beschäftigte, zu der ausser den bedeutend- 
sten Fachmännern der Berliner Universität und Akademie auch aus 
anderen Lebenskreisen gebildete und hochstehende Männer zählten. 

Auch in der Politik ist Kronecker einmal hervorgetreten, als im 
Jahre 1869 der Finanz-Minister Camphausen den Gesetzentwurf über 
die Consolidation der Preussischen Staatsschuld einbrachte. Kronecker 
bekämpfte in einer Broschüre, der ausführliche Tabellen und Berechnungen 
beigegeben sind, diesen Gesetzentwurf, den er für nachteilig hielt, frei- 
lich ohne Erfolg. 

In seinen politischen Anschauungen war Kronecker 1848 und in 
den folgenden Jahren liberal, hat sich aber später gewendet. Er ge- 
hörte zu den ersten seines Kreises, die Bismarck’s deutschen Beruf 
erkannten und blieb bis zu seinem Lebensende ein enthusiastischer Be- 
wunderer des ersten deutschen Kanzlers. Den glücklichen Ausgang des 
Krieges 1870/71 sah er voraus. Am 30. Juli 1870, also vor der 
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Schlacht bei Weissenburg, schreibt er an seine Frau, nachdem er die 
materiellen und sittlichen Grundlagen der deutschen Rüstung geschildert: 
„Sonst erhob eine feste Macht Frankreichs oder sein Bewusstsein der 
grossen Errungenschaften seiner Revolution den Mut seiner Armeen, 
selbst wenn sie einen Misserfolg hatten, — heut ist alles morsch und 
mürbe, und nach kurzem Donner der Kriegsgeschütze wird jenes Gebäude 
des zweiten Kaiserreichs zerfallen, dessen Glanz doch nur der eines 
Theaterpompes ist und dessen faule Grundlage nur auf der Vernichtung 
alles Sittlichen beruht.“ 

Seine religiöse Weltanschauung entsprach von der Zeit an, da er in 
den oberen Klassen des Gymnasiums am christlichen Religionsunterricht 
teilnahm, den Lehren des evangelischen Christentums, in denen er seine 
Kinder erziehen liess. Er selbst zögerte aus Gewissensbedenken mit 
seinem Uebertritt zum Christentum bis in sein letztes Lebensjahr. 

Kronecker war, obwohl von sehr kleiner Statur, bis in seine letzte 
Lebenszeit körperlich rüstig, in früherer Zeit ein guter Turner und 
Schwimmer, später ein tüchtiger Bergsteiger. Seit dem Tode seiner Frau 
(23. Aug. 1891) war er körperlich und seelisch gebrochen, wenn auch 
der Geist noch in der gewohnten Wissenschaft fortarbeitete. Mitte De- 
zember befiel ihn eine Bronchitis, die die gesunkenen Kräfte rasch auf- 
zehrte und am 29. Dez. 1891 seinem reichen Leben ein Ende machte. 
Sein Name aber wird in der Wissenschaft fortleben und unter den 
besten mit Ehren genannt werden. 
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Der dritte Gauss’sche Beweis des Reciprocitätsgesetzes für die qua- 
dratischen Reste, in vereinfachter Darstellung. J. für Math. XCVII 
93—94. | 

Bemerkungen über ein System von Differentialgleichungen, welches in 
der vorstehenden Arbeit des Herrn von Helmholtz behandelt ist. J. 
für Math. XCVII. 141—145. 

Additions au memoire sur les unites complexes. Comptes Rendus IC. 
165—771. 

Die Periodensysteme von Functionen reeller Variabeln. Sitzungsber. 
Berl. 1071—1080. 

Näherungsweise ganzzahlige Auflösung linearer Gleichungen. Sitzungs- 
ber. Berl. 1179—1193, 1271—1299. 

E. du Bois-Reymond, Untersuchungen über tierische Elektrieität. 
II. Band. Il. Abt. S. 489—490. (Anmerkung.) 


1885. 


Sulle superficie algebriche irreduttibili aventi infinite molte sezioni 
piane che si spezzano in due curve. Rom. Ace. L. Rend. (4) II. 323—324. 
Bemerkungen zu Herrn Ernst Schering’s Mitteilung (über das Reei- 
procitätsgesetz). Sitzungsber. Berl. 117—118. 

Die absolut kleinsten Reste reeller Grössen. Sitzungsber. Berl. 385 
bis 596, 1045—1049. 

Anmerkung zur Note des Herrn A. H. Anglin: „Zur Theorie der sym- 
metrischen Functionen. J. für Math. XCVIII. 176. 

Sur le second theoreme de la moyenne par M. Mansion, avec un ex- 
trait d’une lettre deM. L.Kronecker (Une equivalence algebrique). Ma- 
thesis V. 97-—102. 

Ueber das Dirichlet’sche Integral. Sitzungsber. Berl. 641—665. 
Ueber eine bei Anwendung der partiellen Integration nützliche Formel. 
Sitzungsber. Berl. 841—862. 

Zur Theorie der elliptischen Funetionen. VI—X. Sitzungsber. Berl. 761 
bis 784. 

Ueber den Cauchy’schen Satz. Sitzungsber. Berl. 785—787. 
Briefwechsefzwischen Gustav Lejeune Dirichlet und Herrn Leo- 
pold Kronecker, herausgegeben von Ernst Schering. Göttinger 
Nachr. 561—382. 


1886. 


Ueber einige Anwendungen der Modulsysteme auf elementare alge- 
braische Fragen. J. für Math. IC. 329—371. 

Ein Satz über Diseriminanten-Formen. J. für Math. ©. 79—82. 

Zur Theorie der Gattungen rationaler Functionen von mehreren Varia- 
blen. Sitzungsber. Berl. 251—253. 

Zur Theorie der elliptischen Functionen. XI. Sitzungsber. Berl. 701 
bis 780. 

Ueber den Zahlbegriff. Samml. philos. Aufs. (Zeller), 265— 274, 
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Quelques remarques sur la determination des valeurs moyennes. Comptes 
Rendus CIII. 980—987. 

Darlegung arithmetischer Eigenschaften der Kugelfunctionen. Tageblatt 
der Naturforsch. Vers. LIX. 123. 

Zwei Noten zu der Abhandlung von E. E. Kummer: Zwei neue Be- 
weise der allgemeinen Reciprocitätsgesetze. J. für Math. C. 12 u. 16. 


1887. 


Ein Fundamentalsatz der allgemeinen Arithmetik. J. für Math. C. 490 
bis 510. 

Ueber den Zahlbegriff (vgl. No. 108). J. für Math. CI. 357—355. 
Bemerkungen über die Jacobi’schen Thetaformeln. J. für Math. CI. 
260— 272. 

Vorwort zum hundertsten Bande des J. für Math. 


1888. 


Ueber die arithmetischen Sätze, welche Lejeune Dirichlet in seiner 


» Breslauer Habilitationsschrift entwickelt hat. Sitzungsber. Berl. 417—423. 


Zur Theorie der allgemeinen complexen Zahlen und der Modulsysteme. 
Sitzungsber. 429—438, 447—465, I97—578, 595—612, I83—-1016. 
Bemerkungen über Dirichlet’s letzte Arbeiten. Sitzungsber. Berl. 
459—442. 


1889. 


Zur Theorie der elliptischen Funcetionen. XHI—XIX. Sitzungsber. Berl. 
59—68, 123—135, 199— 220, 2595 — 275, 309—317. 

Ueber symmetrische Systeme. Sitzungsber. Berl. 5349—562. 

Die Decomposition der Systeme von n? Grössen und ihre Anwendung 
auf die Theorie der Invarianten. Sitzungsber. Berl. 479—505, 605—614. 
Ueber eine summatorische Function. Sitzungsber. Berl. 867—881. 
Beweis des Reciprocitätsgesetzes für die quadratischen Reste (Auszug 
aus No. 96,). J. für Math. CIV. 348—351. 

Paul du Bois-Reymond. J. für Math. CIV. 352—854. 
Bemerkungen über die Darstellung von Reihen dur Integrale. J. für 


Math. CV. 157—159, 345— 354. 
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Summirung der Gauss’schen Reihen 3% e "2. J. für Math. CV. 


267—268. iM 
Vorwort zu G. Lejeune Dirichlet’s Werken, Bd. I, S. V—VI. 





1890. 


Ueber die Dirichlet’sche Methode der Wertbestimmung der Gauss’- 
schen Reihen. Hamburger Festschr. 32—36. 

Zrur Theorie der elliptischen Funetionen. XX—XXII. Sitzungsber. Berl. 
99—120, 123—130, 219—241, 307—318, 1025—1029. 

Ueber orthogonale Systeme. Sitzungsber. Berl. 525—541, 602— 607, 
692—699, 873—884, 1065—1080. 
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Ueber die Composition der Systeme von n? Grössen mit sich selbst. 
Sitzungsber. Berl. 1081— 1088. 

Algebraische Reduction der Scharen bilinearer Formen. Sitzungsber. 
Berl. 1225— 1237. 

Algebraische Reduction der Scharen quadratischer Formen. Sitzungsber. 
Berl. 1575—1383. 

Bemerkungen über die von Gauss mit [x] bezeichnete arithmetische 
Function einer reellen Grösse x. J. für Math. CVI. 346—-848. 
Reduction der Systeme von n? ganzzahligen Elementen. J. für Math. 
GVH. 135—136. 

Anwendung der Modulsysteme auf Fragen der Determinantentheorie. 
J. für Math. CVII. 254—261. 

Ueber eine Stelle in Jacobi’s Aufsatz: „Observatiunculae ad theoriam 
aequationum pertinentes. J. für Math. CVII. 349—5852. 


1891. 


Algebraische Reduction der Scharen quadratischer Formen. Sitzungsber. 
Berl. 9—17, 33—44. 

Die Legendre’sche Relation. Sitzungsber. Berl. 323—332, 343—958, 
447 —465, 905-908. 

Die Clausius’schen Coordinaten. Sitzungsber. Berl. 831—890. 
Sophie von Kowalevsky. J.für Math. CVIII. 88. 

Eine analytisch-arithmetische Formel. J. für Math. CVIII. 348. 

Ueber die Zeit und die Art der Entstehung der Jacobi’schen Theta- 
formeln. Sitzungsber. Berl. 653—659, J. für Math. 325—334 (Abdruck 
nebst einem Verzeichnis der Jacobi’schen Vorlesungen). 


1892. 


Auszug aus einem Schreiben von L. Kronecker an Herrn Prof. G. Can- 
tor. Jahresber. der Deutsch. Math. Ver. I. 23—25. 


Heinrich Schröter‘). 


Von 


R. Sturm. 


Heinrich Eduard Schröter wurde am 8. Januar 1329 in Königs- 
berg i. Pr. geboren. Er war der älteste von drei Söhnen eines ange- 
sehenen Kaufmanns, der als technisches Mitglied des früheren Kommerzien- 
und Admiralitäts-Kollegiums in Königsberg den Titel Kommerzienrat führte 
und später zum Geheimen Kommerzienrat ernannt wurde. Sein Schul- 
unterricht begann mit dem Besuche einer Privatschule; mit 11 Jahren 
trat er in die Quarta des Altstädtischen Gymnasiums ein. Dieses Gymna- 
sium hatte damals in dem Professor Müttrich einen hervorragenden 
Lehrer der Mathematik, welcher es in ausgezeichneter Weise verstand, 
die Liebe für diesen Unterrichtsgegenstand bei seinen Schülern zu ent- 
flammen, und wiederholt die fähigeren Primaner über das Ziel des 
Gymnasial-Unterrichtes hinausführte. So wurde auch Schröter schon 
auf dem Gymnasium mit den Elementen der Differentialrechnung bekannt 
gemacht. Clebsch, der 1872 als Professor in Göttingen gestorben ist, 
Carl Neumann in Leipzig und Lipschitz in Bonn sind ebenfalls in 
jener Zeit Schüler dieses Gymnasiums gewesen. 

Schon auf der Schule zeichnete sich Schröter durch Fleiss, Ord- 
nungsliebe und Sauberkeit aus; mathematische Hefte aus der Tertianer- 
zeit, die sich in seinem Nachlasse vorfanden, bekunden nicht nur diese 
Eigenschaften, sondern lassen auch durch die Präcision des Ausdruckes 
und die Selbständigkeit, mit der der Verfasser beherrschend sich über 
den von der Schule behandelten Stoff stellt, den künftigen Mathematiker 
erkennen. Auch ein gewisses manuelles Geschick war ihm eigen; er 





*) Aus der Chronik der Universität Breslau für 1891/92 mit einigen Kür- 
zungen, 
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verfertigte während der letzten Schuljahre, oft aus den primitivsten 
Mitteln, stereometrische Modelle und physikalische Apparate, trieb Bau- 
und Planzeichnen. 

Wie mancher seiner Fachgenossen gedachte er sich einem technischen 
Studium, dem Baufache, zu widmen und trat nach der Reifeprüfung bei 
einem Feldmesser in die Lehre. 

Allein er gab dies bald wieder auf und bezog im Alter von 
19 Jahren die Universität seiner Vaterstadt. 

Diese nahm damals in Bezug auf Mathematik einen hohen Rang 
unter den deutschen Universitäten ein. Zwar war Jacobi, der dort seit 
den zwanziger Jahren gewirkt, die Wissenschaft nach allen Seiten hin 
bereichert und zuerst in Deutschland eine mathematische Schule be- 
gründet hatte, schon nach Berlin übergesiedelt, um in der freieren 
Stellung eines Akademikers die letzten Jahre seines kurzen Lebens zu- 
zubringen; aber er hatte in seinem Schüler Richelot einen würdigen 
Nachfolger hinterlassen, der in seinem Sinne weiterwirkte. Franz Neu- 
mann, der grosse Meister und Lehrer der mathematischen Physik, — 
heute der Nestor der deutschen Gelehrten —, stand damals in der 
Vollkraft seiner Jahre und seiner schöpferischen Thätigkeit. Endlich 
lehrte dort, in seiner ersten akademischen Stellung, auch ein geborener 
Königsberger wie Richelot und Neumann, Otto Hesse, welcher, 
Jacobi’s algebraische Arbeiten fortsetzend, der Begründer der algebrai- 
schen Behandlung der analytischen Geometrie geworden ist. 

Am meisten schloss sich Schröter an Richelot an, der ihn in 
Jacobi’s functionentheoretische Arbeiten einführte, ihm grosses Wohl- 
wollen entgegenbrachte und später mit ihm in Freundschaft verbun- 
den war. 

In Königsberg diente Schröter sein Freiwilligen-Jahr bei der 
Artillerie ab und begab sich dann auf 2 Jahre nach Berlin, um hier 
vorzugsweise unter Dirichlet und Steiner seine Studien fortzu- 
setzen. 

Die Vorlesungen über Zahlentheorie, über bestimmte Integrale und 
über partielle Differentialgleichungen, welche er später wiederholt ge- 
halten, sind die Frucht seines fleissigen Studiums bei Dirichlet; am 
meisten aber hat doch in Berlin Jacob Steiner auf ihn gewirkt durch 
die Vorlesungen und wohl vor allem durch den persönlichen Verkehr, 
durch welchen er diesen seinen Schüler auszeichnete. Für die wissen- 
schaftliche Richtung, welche Schröter den grössten Teil seines Lebens 
eingehalten hat, ist diese Studienzeit bei Steiner entscheidend gewesen. 


Jahresber, d, Deutschen Mathem.-Vereinigung, II, 3 
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Für seine ersten Arbeiten war jedoch die von Richelot empfangene 
Anregung noch bestimmend. Er kehrte nach Königsberg zurück, ver- 
senkte sich von neuem in Jacobi’s Arbeiten und promovirte am 13. Juli 
1854 mit einer Abhandlung aus der Theorie der elliptischen Functionen: 
De aequationibus modularibus. Bald darauf unterzog er sich auch 
der Staatsprüfung für das Gymnasial-Lehrfach und erwarb sich die un- 
bedingte Lehrbefähigung für die Mathematik, entschloss sich jedoch zur 
Universitäts- Laufbahn und habilitirte sich an der Universität Breslau 
im Herbste 1855 mit einer ebenfalls aus der Theorie der elliptischen 
Functionen entnommenen Abhandlung: „Ueber die Entwicklung der 
Potenzen der elliptischen Transcendenten © und die Teilung dieser 
Functionen.“ 

Im Jahre 18538 wurde er ausserordentlicher Professor, und 1861 
erhielt er die ordentliche Professur, die vor ihm Kummer und 
Joachimsthal inne gehabt haben. 

Der Breslauer Universität hat er bis zu seinem Tode angehört, 
nachdem er 1868, als Clebsch von Giessen nach Göttingen über- 
siedelte, einen Ruf an jene Universität abgelehnt hatte. — 

Seine ersten Arbeiten gehören, wie schon erwähnt, der Theorie der 
elliptischen Functionen an; sie behandelten Probleme, die damals zu den 
schwierigsten gehörten, und sind auch heute noch anerkannt und 
wertvoll. 

Litterarisch hat er sich später nur selten mit diesem Gebiete der 
höheren Analysis beschäftigt; sein Interesse aber hat er ihm immer be- 
wahrt, regelmässig kehrten in den Reihen seiner Vorlesungen und Se- 
minar-Uebungen die elliptischen Functionen wieder, ihnen entnommene 
Dissertationen sind unter seiner Leitung entstanden. 

Aber bald machte sich Steiner’s Einfluss geltend; in den ersten 
Breslauer Jahren erschienen mehrere Abhandlungen, in denen Schröter 
Steiner’s Spuren folgte, vor allem der schöne Aufsatz über die Raumcurven 
dritter Ordnung, der für die Theorie dieser Curven grundlegend geworden 
ist. In dieser Zeit war auch der Verfasser Schröter’s Schüler und 
empfing von ihm die Anregung zu seinen synthetischen Untersuchungen 
über die Flächen dritter Ordnung. 

Nach dem Tode Steiner’s 1363 übernahm dann Schröter eine 
grössere Arbeit, durch welche er dauernd der synthetischen Geometrie 
gewonnen und ein Hauptvertreter dieser Richtung der mathematischen 
Forschung wurde. Von Steiner’s hinterlassenen Manuscripten wurde 
ihm der Teil der Lehre von den Kegelschnitten übergeben, in welchem 
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die projeetiven Erzeugungen dieser Curven zu Grunde gelegt sind. Es 
handelte sich darum, diese vielfach auf losen Blättern zerstreuten No- 
tizen Steiner’s zu ordnen und mit der eigenen Nachschrift Steiner’- 
scher Vorlesungen zu verweben. 

Daraus ist das 1867 in erster, 1876 in zweiter Auflage erschienene 
Werk hervorgegangen: Jacob Steiner’s Vorlesungen über synthe- 
tische Geometrie. Zweiter Teil: Die Theorie der Kegelschnitte, 
gestützt auf projectivische Eigenschaften. Den ersten Teil: 
Die Theorie der Kegelschnitte in elementarer Behandlung, hatte Geiser 
in Zürich, der Neffe Steiner’s, selbst übernommen. 

Steiner-Schröter’sche Vorlesungen: so wird dieses Buch gewöhn- 
lich genannt, in Anbetracht des nicht unerheblichen Teils eigener Leistung 
Schröter’s in Beweisführung und Darstellung. 

Neben Reye’s gleichzeitig erschienener Geometrie der Lage hat 
dasselbe seitdem wohl allen, in Deutschland und ausserhalb, die sich 
mit der synthetischen Geometrie vertraut machen wollten, zur Einführung 
gedient und wesentlich dazu beigetragen, dass die Gefahr, in den Hinter- 
grund gedrängt zu werden, welche nach Steiner’s Tode derselben 
drohte, von ihr abgewandt wurde. 

Indem Schröter an seiner Universität eine Stätte schuf, wo sie 
eifrig gepflegt wurde, und ihr so einen Schülerkreis gewann, hob er sie 
zu grösserer Anerkennung und bewirkte, dass sie auch an anderen Hoch- 
schulen unter die Zahl der regelmässigen Vorlesungen aufgenommen 
wurde. 

Steiner selbst hatte einst die Abfassung eines grossen Werkes über 
synthetische Geometrie geplant, das fünf Teile umfassen sollte: Syste- 
matische Entwickelung der Abhängigkeit geometrischer Gestalten von 
einander. Aber davon ist nur der erste Teil (1832) erschienen, in dem 
er über die Kegelschnitte und die geradlinigen Flächen der 2. Ordnung 
nicht hinausgekommen ist. 

Als die Berliner Akademie die Herausgabe der Gesammelten Werke 
ihres grossen Geometers unternahm, welche dann 1881 und 1882 er- 
schienen, revidirte Schröter in ihrem Auftrage die genannte Schrift. 

Er war aber in dieser Zeit schon mit einer selbständigen Fort- 
setzung des Planes Steiner’s beschäftigt. Im Jahre 1880 erschien von 
den drei Bänden, mit denen es ihm noch vergönnt war, den aufgenomme- 
nen Steiner’schen Plan fortzusetzen, das umfangreichste: Die Theorie 
der Oberflächen zweiter Ordnung und der Raumeurven dritter 
Ordnung als Erzeugnisse projectivischer Gebilde, welches wohl 
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als das Hauptwerk Schröter’s bezeichnet werden darf. Bald nach dem 
Erscheinen desselben, am 6. Januar 1881, wählte ihn die Akademie zu 
Berlin, nachdem sie ihm am 6. Juli 1376 den von Steiner gestifteten 
Preis für synthetische Geometrie „als Anerkennung für seine Verdienste 
um Erhaltung, Verbreitung und weitere Ausbildung der geometrischen 
Methoden Steiner’s“ verliehen hatte, zu ihrem Correspondenten, und am 
9. Dezember 1882 that dies die Göttinger Gesellschaft der Wissenschaften, 

Dem genannten Buche, in welchem umfangreiche Abschnitte der 
Theorie der in seinem Titel genannten Flächen und Curven ihre erste 
synthetische Darstellung gefunden haben, folgten dann 1888 die Theorie 
der ebenen Curven dritter Ordnung und 1890 die Grundzüge 
einer rein geometrischen Theorie der Raumcurven vierter 
Ordnung erster Species. 

Zwischen diesen grösseren Arbeiten veröffentlichte er eine ziemliche 
Anzahl von Abhandlungen in verschiedenen Zeitschriften, vornehmlich 
dem Journal für Mathematik, den Mathematischen Annalen und der Zeit- 
schrift für Mathematik und Physik (im ganzen hat er bez. 19, 9, 8 Ab- 
handlungen diesen Journalen übersandt, zu denen noch 4 in anderen ver- 
öffentlichte kommen). Zur Redaction des erst genannten, des ältesten von 
den deutschen mathematischen Journalen, gehörte er in den letzten Jahren, 
neben Weierstrass, von Helmholtz und Fuchs, als beratendes Mitglied. 

Diese Arbeiten stehen zum grösseren Teil mit den von ihm ver- 
fassten Büchern in Zusammenhang; sie bringen Nachträge, oder sind 
Vorläufer. So kennzeichnen denn die Bücher und die sich ihnen an- 
schliessenden Abhandlungen fünf Gebiete der Geometrie, in denen sich 
Schröter forschend und darstellend bewegt hat: die Curven und 
Flächen zweiter Ordnung, die ebenen und unebenen Curven dritter Ordnung, 
die eine Art der Raumcurven vierter Ordnung. In den Abhandlungen hat 
er sich noch mit den Flächen dritter Ordnung und in seiner letzten Lebens- 
zeit insbesondere mit den sogenannten Configurationen beschäftigt, bei 
denen es ihm vor allem auf eine möglichst einfache Herstellungsweise 
ankommt. Diese Untersuchungen stehen daher einer weiteren Gruppe 
von Arbeiten Schröter’s nahe, die für ihn charakteristisch sind und in 
denen er auf elementarem Wege den Eigenschaften und dem Zusammen- 
hang der Gebilde nachging oder die „fertige“ Construction einer Auf- 
gabe mitteilte. 

Hierzu gehört die Abhandlung, welche er im November 1891, kurz 
vor seinem Tode, beendet hat. 

Fern gehalten hat sich Schröter von gewissen "neuen Ideen; von 
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nichteuklidischer oder mehrdimensionaler Geometrie finden wir nichts in 
seinen Arbeiten; für speculative Betrachtungen war er nicht geschaffen. Wie 
er unklare Empfindungen im Leben von sich wies, so verhielt er in der 
Wissenschaft sich ablehnend gegen Theorien, die sich der Anschauung 
entziehen. 

In weiser Selbstbeschränkung hat er sich auf ein engeres Gebiet 
begrenzt, dessen Pflege und Ausbildung seine Leidenschaft war, und in 
das er sich immer mehr versenkte. 

In der Klarheit der inneren Anschauung, in der Energie des auf fest 
umschriebene Ziele gerichteten Denkens beruht seine Stärke. Anerkannt 
ist die Durchsichtigkeit seiner Darstellung; um verständlich zu sein, 
scheute er nicht die Breite; er mied die moderne Knappheit, die oft 
nicht weit von Unverständlichkeit entfernt ist, und liess sich behaglich 
gehen, wie es die älteren Mathematiker gethan haben. Seine Arbeiten 
lesen sich leicht und bedürfen keines grossen Apparates von Zwischenarbeit 
und weiterer Lectüre; sie werden deshalb auch dauernd verständlich sein. 

Nicht das Erkennen einer wissenschaftlichen Wahrheit war für 
Schröter Selbstzweck, auch nicht, sie überhaupt irgendwie zu begrün- 
den; sein Erkenntnistrieb ging auf Ordnung und Zusammenhang; er ruhte 
nicht, bis er ein geometrisches Gebilde nach allen Beziehungen erkannt, 
die gegenseitige Abhängigkeit seiner verschiedenen Eigenschaften erforscht 
und die natürlichsten Beweismomente aufgefunden hatte. Bei der Aus- 
gestaltung seiner Arbeiten wurde er von der Ueberzeugung geleitet, dass 
die Mathematik ebensowohl eine Kunst als eine Wissenschaft sei. 

Wenn Schröter die Lagenbeziehungen in grosser Anschaulichkeit 
darzulegen wusste, jedoch im allgemeinen ohne Versinnlichungsmittel, — 
denn er hielt es mit Steiner’s Ausspruch, den er einem seiner Bücher 
als Motto vorangesetzt hat, dass räumliche Betrachtungen dann allein 
richtig aufgefasst werden, wenn sie nur durch die innere Vorstellung 
angeschaut werden —; so hat er doch auch den Masseigenschaften ihr 
Recht werden lassen und bisweilen mit einer gewissen Vorliebe sich mit 
ihnen beschäftigt. Reich an metrischen Beziehungen ist vornehmlich der 
zweite Teil seines Buchs von 1880; ich möchte diese Formeln insbe- 
sondere als Schröter’s geistiges Eigentum bezeichnen; er hat viel 
Scharfsinn für ihren Beweis aufgewandt und eine besondere Begabung 
für solche Beweise besessen; es scheint, dass er die Leistungsfähigkeit der 
synthetischen Geometrie auch nach dieser ihr etwas ferner liegenden 
Richtung habe zeigen wollen. 

Der Vortrag Schröter’s war nicht das gefällige Darbieten eines 
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fertigen Stoffes; der, Zuhörer fühlte das Arbeiten des Geistes, das Le- 
bendigwerden der Gedanken; für seine Schüler gab es kein blosses Auf- 
nehmen: Mitarbeiten war die Losung. 

Die Seminar-Uebungen schloss er gern an die eigenen, bisweilen 
noch im Werden begriffenen Arbeiten an; in ihnen gab er sein Bestes, 
durch sie hat er am nachhaltigsten gewirkt. 

Zwar freundlich und hülfreich gegen jedermann, war er im Kerne 
seines Wesens eine ostpreussisch-spröde Natur. Er verschenkte sein Ver- 
trauen nicht leicht; wer es aber durch Zuverlässigkeit und wissenschaft- 
lichen Ernst gewonnen, der konnte sich fest auf ihn stützen. 

Besonnen, friedliebend, stets gleichmässig gestimmt, war er immer 
bereit, zu versöhnen und entgegengesetzte Meinungen auszugleichen. Nie 
versagte er seine herzliche Teilnahme am ernsten wie am heitern Ge- 
spräche; nichts Niedriges wagte sich an die Schlichtheit und Lauterkeit 
seiner Natur heran. Einfach und anspruchsios und doch erhobenen 
Hauptes ging er durchs Leben; auf ihm ruhte der Adel der Wissen- 
schaft und der vornehmen Gesinnung”). 

Erholung von der geistigen Arbeit fand Schröter an einem reich 
gesegneten Leben in der Familie, in der der Frohsinn zu Hause war, 
in der Pflege der Musik — er war kunstgeübter Dilettant im Geigen- 
spiel, — in der Turnkunst und in jährlichen Reisen, von denen die im 
Frühjahr 1877 unternommene Reise nach Italien erwähnt werden mag, 
auf der er inRom mit Cremona und dem auch dort weilenden Archer 
Hirst bekannt wurde und viel mit ihnen verkehrte; Hirst bezeichnete 
es als einen Hauptgewinnst seines damaligen Aufenthalts in Rom, dass 
er Schröter kennen gelernt habe“*.) 

Eine grosse Rolle in Schröter’s Leben hat das Turnen gespielt: 
er war 25 Jahre lang der Vorsitzende des Alten Breslauer Turnvereins. 
Und doch sollte ihn, der zeitlebens den Körper gestählt, der Tod so 
frühzeitig dahinraffen. 





*) Da meine eigene Studienzeit schon etwas weit zurückliegt und ich in 
den letzten 20 Jahren Schröter nur selten gesehen habe, so habe ich in 
Bezug auf seine persönlichen Eigenschaften einem jüngeren Schüler und 
Freunde, der mit ihm dauernd in Berührung geblieben ist, das Wort gegeben; 
auch einige Aeusserungen über Schröter’s Arbeiten stammen von demselben. 

“") Hirst, fast gleichaltrig mit Schröter, — er wurde am 22. April 1830 
geboren — war auch unmittelbarer Schüler Steiner’s und ist bald nach 
Schröter’s Tode, am 16. Februar 1892, gestorben. Auch De Paolis, der 
vielfach synthetisch gearbeitet, hat uns in diesem Jahr (am 24. Juni) der Tod 
entrissen. 
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Im Februar 1891 traf ihn eine Lähmung beider Beine; der Zu- 
stand besserte sich wiederum, so dass er, sich stützend, kleine Spazier- 
gänge unternehmen konnte und im Sommer auch seine amtliche Thätig- 
keit, zu Hause unterrichtend, noch nicht ganz aufgab. Dann wurde es 
wieder schlimmer: er musste das Gehen ganz aufgeben. Ein längerer 
Aufenthalt in Warmbrunn half nichts, ebensowenig eine im Novem- 
ber vom beratenden Nervenarzte verordnete strenge Kur; Gehör 
und Gesicht begannen zu schwinden und am 3. Januar 1892, kurz vor 
vollendetem 63. Lebensjahre, erlöste ihn der Tod, in den ihm leider sein 
Sohn, der erkrankt zum Begräbnisse gekommen, 6 Wochen später folgte. 


Schröter’s Schriften. 


Selbständige Schriften. 


l. De aequationibus modularibus. Inaugural-Dissertation Königsberg 1854. 
2. Ueber die Entwickelung der Potenzen der elliptischen Transcendenten © 
und die Teilung dieser Functionen. Habilitationsschrift Breslau 1855. 
3. Jacob Steiner’s Vorlesungen über synthetische Goemetrie. Zweiter 
Teil: Die Theorie der Kegelschnitte, gestützt auf projectivische Eigen- 
schaften, bearbeitet von Heinrich Schröter. Leipzig, erste Auflage 
1867, zweite Auflage 1876. 

4. Die Theorie der Oberflächen zweiter Ordnung und der Raumecurven dritter 
Ordnung als Erzeugnisse projectivischer Gebilde. Leipzig, 1880. 

5. Die Theorie der ebenen Curven dritter Ordnung. Auf synthetischem 
Wege abgeleitet. Leipzig. 1888. 

6. Grundzüge einer rein-geometrischen Theorie der Raumeurven vierter Ord- 
nung erster Species. Leipzig, 1890. 
[Richelot. Ueber die Landen’sche Transformation in ihrer Anwen- 
dung auf die Entwickelung der elliptischen Functionen. Aus einer Corre- 
spondenz mit Herrn Professor Schröter. Königsberg, 1868.) 


Abhandlungen in Zeitschriften. 
a) Im Journale für Mathematik. 


Ueber Erzeugnisse krummer projeetivischer Gebilde. Bd. 54 S. 31. 

Ueber die Raumeurven dritter Klasse und dritter Ordnung. Bd. 56 8. 27. 
Ueber Modulargleichungen der elliptischen Functionen. Bd. 58 8. 378. 
Problematis geometrici ad superficiem secundi ordinis per data puncta 
construendam speetantis solutio nova. Bd.62 S. 215. Vorher erschienen 
als Habilitationsschrift für die ordentliche Professur. Breslau 1862. 

5. Nachweis der 27 Geraden auf der allgemeinen Oberfläche dritter Ord- 

nung. Bd. 62 8. 265. 

6. Ueber die Steiner’sche Fläche vierten Grades. Bd. 64 S. 79. Vorher 
erschienen in den Monatsberichten der Berliner Akademie für 1863 S, 520, 
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10. 


18: 


15. 


16. 


17. 


18. 
12, 


Chronik. 


Erweiterung einiger bekannten Eigenschaften des ebenen Dreiecks Bd. 68 
S. 208. 

Zur v. Staudt’schen Construction des regulären Siebenzehnecks. Bd. 75 
S. 13. 

Untersuchung zusammenfallender reeiproker Gebilde in der Ebene und 
im Raume. Bd. 77 S. 105. 

Die Steiner’sche Auflösung der Malfatti’schen Aufgabe. Bd. 77 S.230. 
Ueber ein einfaches Hyperboloid von besonderer Art. Bd. 85 S. 26. Vor- 
her im Auszuge: Ueber eine den Brennpunkts-Eigenschaften der Kegel- 
schnitte analoge Eigenschaft gewisser Oberflächen zweiter Ordnung. 
Monatsbericht der Berliner Akademie für 1877 S. 594. 

Ueber eine Raumcurve vierter Ordnung und erster Species. Bd. 95 S. 132. 
Lineare Constructionen zur Erzeugung der kubischen Fläche. Bd.96 8.282. 
Construction des achten Schnittpunktes dreier Oberflächen zweiter Ord- 
nung, von denen sieben gemeinschaftliche Punkte willkürlich und unab- 
hängig von einander gegeben sind. Bd. 99 S. 131. 

Bemerkung zu dem Aufsatze des Herrn Franke in Dessau: „Ueber 
gewisse Linien im Dreiecke“, dieses Journal Bd. 99 S. 161. Bd. 99 S. 233. 
Ueber das Fünfflach und Sechsflach und die damit zusammenhängende 
Kummer’sche Configuration. Bd. 100 S. 231. 

Zurückführung der Grassmann’schen Definitionen der Curve dritter 
Ordnung auf die von Chasles, Cayley und Hesse angegebenen Er- 
zeugungsweisen. Bd. 104 S. 62. 

Die Hesse’sche Configuration (12,,16;). Bd:108 S. 269. 

Elementare Construction der Figur dreier in desmischer Lage befindlichen 
Tetraeder. Bd. 109 S. 341. 


b) In den Mathematischen Annalen. 
Ueber perspectivisch liegende Dreiecke. Bd. 2 S. 553. 
Ueber eine besondere Curve dritter Ordnung und eine einfache Erzeu- 
gungsart der allgemeinen Öurve dritter Ordnung. Bd.5 S. 50. 
Ueber Curven dritter Ordnung. Bd. 6 S. 85. 
Der Feuerbach’sche Satz von den Berührungskreisen des ebenen Drei- 
ecks.. Bd. 7 8. 517. 
Zur Construction eines äquianharmonischen Systems. Bd. 10 S. 420. 
Ueber das Parallelhexagon auf dem geradlinigen Hyperboloide. Bd. 18 
S. 428. Vorher im Auszuge: Ueber eine Eigenschaft des geradlinigen 
Hyperboloids. Sitzungsberichte der bayrischen Akademie für 1881. 
Ueber cyklisch-projeetive Punktquadrupel in zwei collinearen Räumen. 
Bd. 20 S. 231. 
Metrische Eigenschaften der kubischen Parabel (Raumeurve 3. 0.) Bd. 25 
S. 29. 
Das Clebsch’sche Sechseck. Bd. 28 S. 457. 


c) In der Zeitschrift für Mathematik und Physik. 
Ableitung der Partialbruch- und Produet-Entwickelungen für die trigono- 
metrischen Functionen. Jahrg. 15 S. 254, 


31. 


32. 
38. 


34. 


© 
or 


a7. 
38. 


89. 


40. 


H. Schröter. | 41 


Bemerkung zu dem Sturm’schen Beweise des Additionstheorems für die 
elliptischen Integrale erster Gattung. Jahrg. 17 S. 508. 
Bemerkung zu der „Notiz zu einem Satze von Chasles“ von E. Lange 
(diese Zeitschr. Jahrg. 26 S. 98). Jahrg. 26 S. 270. 
Geometrischer Satz. Jahrg. 27 8,61. 
Bemerkungen zu Art. XXIV und XXV der „Kleineren Mitteilungen“ 
dieser Zeitschrift, Jahrg. 27 S. 380. Jahrg. 28 S. 178. 
Einige Sätze über Kegelschnitte. Jahrg. 29 S. 160. 
Uebersetzt ins Italienische: Teoremi relativi alle coniche iscritte, eirco- 
seritte e conjugate. Traduzione del Dr. G. Fazzari. Giornale di Mat. 
XXH. 262—271. 
Ein Satz über das dem Kegelschnitte umschriebene Siebeneck. Jahrg. 
39 8. 874. 
Eine Construction für das Chasles’sche Problem der Projectivität. 
Jahrg. 55 S. 59. 


d) In den Acta Mathematica. 
Beiträge zur Theorie der elliptischen Functionen. Bd. 5 S. 209. 


Ueber die acht Schnittpunkte dreier Oberflächen zweiter Ordnung. Bd. 14 
S. 207. 


e) In den Göttinger Nachrichten. 


Ueber lineare Constructionen zur Herstellung der Configurationen n3. 
Jahrg. 1888 S. 237. 

Ueber die Bildungsweise und geometrische Construction der Configu- 
rationen 10,. Jahrg. 1889 S. 19. 





Heinrich Gretschel. 
Von 
E. Papperitz. 


Am 2. Februar 1892 verschied in Dresden nach einer Operation, 
die ihm leider die erhoffte Heilung von einem schweren Leiden nicht 
mehr bringen konnte, der Professor der höheren Mathematik und dar- 
stellenden Geometrie an der Kgl. Sächs. Bergakademie zu Freiberg, 
Bergrath Dr. phil. Heinrich Friedrich Gretschel. 

Gretschel, der Sohn eines Gärtners, wurde in Prietitz bei Kamenz 
am 21. October 1850 geboren. Er genoss in Neustadt-Dresden den 
Unterricht der Realschule. Eine früh zu Tage tretende Begabung für 
exacte Wissenschaften veranlasste einflussreiche Gönner, ihm die Mittel 
zum Studium zu verschaffen. Er besuchte von 1847 an die Technische - 
Bildungsanstalt in Dresden (die jetzige Technische Hochschule) und von 
1851 bis 1854 die Universität zu Leipzig. Während dieser Jahre wid- 
mete er sich eifrig der Mathematik, Astronomie, Geographie, Geologie 
und Mineralogie. Zugleich verwandte er seinen Fleiss auf die Vervoll- 
ständigung seiner Kenntnisse in den alten Sprachen und bestand 1853 
an der Nicolaischule zu Leipzig die Maturitätsprüfung. 1854 absolvirte 
er ebenda die Staatsprüfung für Candidaten des höheren Schulamtes mit 
ausgezeichnetem Erfolge. Er übernahm hierauf eine Lehrerstellung an 
dem von Dr. Hauschild begründeten „Modernen Gesamtgymnasium“ 
und erteilte überdies von 1856 ab an der Oeffentlichen Handelslehr- 
anstalt mathematischen Unterricht. 

Gretschel ist vielfach litterarisch thätig gewesen. In Verbindung mit 
Professor Dr. H. Hirzel, später mit Dr. G. Bornemann gab er während 
27 Jahren das „Jahrbuch der Erfindungen“ (Leipzig, Quandt und Händel) 
heraus und war 30 Jahre lang an dem „Litterarischen Centralblatt“ Mit- 
arbeiter. Für „Meyer’s Konversationslexikon* bearbeitete er die Artikel, 
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welche Mathematik, Astronomie und Chronologie betreffen, und verfasste 
die im Weber’schen Verlage erschienenen Katechismen der Meteorologie 
(1865) und der Physik (1867). Ferner erschien aus seiner Feder eine 
Reihe von Aufsätzen in „Grunert’s Archiv“ Bd. 42—45 und Bd. 51. 
Ihre Titel sind: „Ueber einige Quadraturen auf der Kugelfläche“, „Ueber 
kubische Gleichungen“, „Ueber den Kegelschnitt der neun Punkte und 
sein stereometrisches Seitenstück*, „Elementare Behandlung des ballisti- 
schen Problems unter Voraussetzung eines der ersten Potenz der Ge- 
schwindigkeit direct proportionalen Luftwiderstandes“, „Ueber ein System 
parallelaxiger Rotationsflächen zweiter Ordnung“, „Geometrische Sätze 
über Dreiecksflächen und Tetraedervolumina“, „Elementare Ableitung der 
Formel für die Schwingungsdauer des einfachen Pendels“. Hatte der 
Verewigte durch diese Schriften sich seinen wissenschaftlichen Ruf be- 
oründet, so befestigte er ihn noch durch sein „Lehrbuch zur Einführung 
in die organische Geometrie“ (Leipzig 1868), durch das „Lehrbuch der 
Kartenprojection* (Weimar 1875) und sein „Lexikon der Astronomie“ 
(Leipzig 1882). Von den genannten Schriften vorwiegend mathemati- 
scher Richtung abgesehen, schrieb Gretschel auch über Geigen- und 
Bogenmacherkunst, über Pianofortebau und übersetzte einzelne Werke 
von Crookes, Spottiswoode und Bell. 

Im October 1872 erhielt Gretschel einen Ruf an die Kgl. Sächs. 
Bergakademie in Freiberg und trat hier im Januar 1873 die Professur 
für Mathematik und darstellende Geometrie an. In diesem Amte hat 
der Verewigte mit rastlosem Eifer und in echt wissenschaftlichem Geiste 
nahezu 20 Jahre lang erfolgreich gewirkt. Einen Ruf an die Technische 
Hochschule zu Hannover, der im Jahre 1879 an ihn gelangte, lehnte 
er ab. 

Ein edler Charakter, ein reiches, in seltenem Masse sich über ver- 
schiedene Gebiete verbreitendes Wissen, das er nicht nur in Forschung 
und Lehrthätigkeit glücklich verwertete, sondern auch oft darüber hin- 
aus in den Dienst gemeinnütziger Zwecke stellte, zeichneten den Dahin- 
geschiedenen aus. 


Josef Gierster. 
Von 


R. Fricke. 


Josef Gierster wurde am 10. August 1854 zu Haibach in Bayern 
geboren. Nach erworbener Gymnasialbildung studirte derselbe in den 
Jahren 1873 bis 77 an der Universität und dem Polytechnikum zu Mün- 
chen Mathematik und Philosophie. Während der beiden folgenden Jahre 
war Gierster Assistent am Polytechnikum in München, und in dieser Zeit 
dankte er der Führung Klein’s jene wissenschaftliche Anregung, deren 
Frucht nun in einer Reihe bedeutender Gierster’scher Arbeiten vor uns 
liegt. Es war die Zeit der ersten Begründung der Theorie der Modul- 
functionen; und hier erschloss sich für Gierster ein Forschungsgebiet, 
in dem er nicht nur seiner bedeutenden, von reinstem wissenschaftlichen 
Interesse getriebenen Arbeitskraft Genüge leisten konnte, sondern wo zu- 
mal auch seine eigene charakteristische Beanlagung zur vollen Geltung 
gelangte, ich meine seine Fähigkeit, vielgestaltete gruppentheoretische 
und arithmetische Gebilde mit eindringender Schärfe zu durchforschen. 
In dieser Hinsicht danken wir ihm erstlich über die Galois’sche Gruppe 
der Modulargleichung eine Reihe von Abhandlungen, deren eine zugleich 
Gierster’s Doctordissertation war (Leipzig, 1881). Diese Arbeiten brin-' 
gen die vorbezeichnete Eigenart Gierster’s zum vollen Ausdruck, und 
die erste unter ihnen nimmt ein noch erhöhtes Interesse dadurch in An- 
spruch, dass in ihrem Verlaufe ein berühmter Satz über die Resolvente 
der Modulargleichung, den Galois fast ein halbes Jahrhundert früher auf- 
stellte, endlich seine allseitige und naturgemässe Aufklärung fand. Mit 
fast ebenso grossem Erfolge nahm Gierster auch bereits Ende der sieb- 
ziger Jahre, wieder durch Klein’s Ideen geleitet, die Theorie der Klassen- 
zahlrelationen in Angriff. Er ist hier schöpferisch vorgegangen und hat 
der genannten Theorie weit über die engen von Kronecker eingehaltenen 
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Grenzen hinaus Spielraum geschaffen. Eben hier konnte dann weiterhin 
Hr. Hurwitz einsetzen, der zugleich über die functionentheoretischen Ge- 
sichtspunkte gebot, welche der Theorie der Klassenzahlrelationen die volle 
Reife verliehen. Gierster’s äussere Schicksale gestalteten sich weiter 
so, dass er nach erledigten Staatsprüfungen 1879 Lehramtsverweser, von 
1580 bis 88 Reallehrer in Bamberg war. Bei einer angestrengten Amts- 
thätigkeit schwand ihm leider mehr und mehr die Sammlung und Frische, 
die zum Gedeihen mathematischer Forschungen notwendig sind. Auch die 
Hoffnungen seiner Freunde bei seiner Versetzung nach MüncLen auf ein 
neues wissenschaftliches Aufleben Gierster’s sollten nicht in Erfüllung 
gehen, zumal da schon gegen Ende seines Aufenthaltes in Bamberg sein 
Gesundheitszustand so erschüttert war, dass er sich an eine Habilitation an 
der Münchener Universität, die man ihm nahelegte, nicht wagte. Er war 
seit 1555 Gymnasiallehrer, anfangs am Luitpold-, später am Wilhelms- 
Gymnasium zu München thätig. Im Herbste des Jahres 91 zeigten sich 
bei Gierster die ersten Anzeichen eines schweren Kehlkopfleidens, dem 
er am 2. Januar dieses Jahres erliegen sollte. 


Gierster’s Schriften. 


l) Neue Relationen zwischen den Klassenanzahlen der quadratischen Formen 
von negativer Determinante. Götting. Nachr. von 1879. 

2) Notiz über Modulargleichungen bei zusammengesetztem Transformations- 
grade, Mathem. Ann. Bd. 14 (1879). 

3) Ueber Relationen zwischen Klassenzahlen binärer quadratischer Formen 
von negativer Determinante. Erlanger Ber. und Math. Ann. Bd. 17 (1880). 

4) Die Untergruppen der Galois’schen Gruppe der Modulargleichung für den 
Fall eines primzahligen Transformationsgrades. Math. Ann. Bd. 18 (1881). 

5) und 6) Ueber Relationen zwischen Klassenzahlen binärer quadratischer 
Formen von negativer Determinante. Math. Ann. Bd. 21 und 22 (1883). 

7) Ueber Congruenzgruppen von Primzahlstufe. Math. Ann. Bd. 22 (1883). 

8) Ueber die Galois’sche Gruppe der Modulargleichung, wenn der Trans- 
formationsgrad die Potenz einer Primzahl > 2 ist. Math. Ann. Bd. 26 
(1885). 

9) Bemerkung zu dem unter 2) genannten Aufsatze. Math. Ann. Bd. 26 (1886). 


Geschäftlicher Bericht des Vorstandes. 


Der Ausfall der diesjährigen Versammlung hat die statutenmässige Neu- 
wahl zweier Vorstandsmitglieder unmöglich gemacht; wie schon in dem vor- 
läufigen Bericht mitgeteilt, hat deshalb der gegenwärtige Vorstand in der Vor- 
aussetzung des Einverständnisses der Mitglieder der Vereinigung die Geschäfte 
auch für das Jahr 1895 weiter zu führen beschlossen und auch innerhalb des 
Vorstandes die Herren G. Cantor als Vorsitzenden, W.Dyck als Schrift- 
führer, G. Cantor, W.Dyck, E. Lampe als Redactionsausschuss für den 
Jahresbericht in ihren Functionen belassen. Weiter hat derselbe nach Auf- 
hebung der Nürnberger Versammlung zwei in München wohnende Mitglieder 
der Vereinigung zu Revisoren der Kasse gewählt. 

Wir geben beifolgend den am 10. Dezember 1892 abgeschlossenen Kassen- 
bericht 

T) über die Hauptkasse, 
II) über die Kasse der mathematischen Ausstellung. 


I. Kassenbericht. 























Hauptkasse. 
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W.Dyck, als Kassenführer. 
S. Finsterwalder, 


als Revisoren. 
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H. Kassenbericht. 
Ueber die Vorbereitungen zur Mathematischen Ausstellung. 
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Verbleibt für die Vorbereitungen des nächsten Jahres ein Rest von M. 350.40. 
W.Dyck, als Kassenführer. 


S. Finsterwalder, N 
{ ö als Revisoren. 
A. Pringsheim, 


Vorbereitung der nächstjährigen Versammlung. 


Für die im nächsten Jahre geplante Versammlung wird vor allen Dingen 
der Bericht der Herren Brill und Nöther über die Theorie der algebraischen 
Functionen auf die Tagesordnung zu setzen sein; weiter soll dem Berichte 
des Herrn F. Kötter ein weiteres Referat über technische Mechanik von seiten 
des Herrn Henneberg folgen. Herr Bruns hat es übernommen, über mo- 
derne Fragen der Astronomie zu referiren. Endlich ist die wirkliche Durch- 
führung der mathematischen Ausstellung beschlossen. 

Der Umfang, den schon die diesjährige Ausstellung genommen hatte, und die 
sicher grössere Ausdehnung, welche dieselbe nunmehr gewinnen wird, lassen 
es wünschenswert erscheinen, die Dauer der Ausstellung nicht auf die kurze 
Frist von sechs so reich besetzten Tagen zu beschränken, welche ihr bei der 
Verbindung mit der Naturforscherversammlung gegönut sind. Schon der gegen- 
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. wärtige Katalog zeigt die Notwendigkeit, die Ausstellung einem eingehenden 
Studium, auch etwa anzustellenden Experimenten, zugänglich zu machen. So 
ist der Plan entstanden, die mathematische Ausstellung auf die Dauer eines 
Monats — vom 1. bis 30. September 1893 — auszudehnen und in München ab- 
zuhalten, wo die weiten Räume der technischen Hochschule gastlich zur Ver- 
fügung stehen und allen Wünschen im besten Masse dienen werden. Mit 
diesem Plane steht die Abhaltung der Versammlung der Deutschen Mathema- 
tiker-Vereinigung in München in Verbindung. Es erscheint angemessen, dabei 
die Zeit der Zusammenkunft auf die Woche vor Eröffnung der Naturforscher- 
versammlung in Nürnberg zu legen, um so den anschliessenden Besuch der 
letzteren zu ermöglichen. 

So laden wir denn unsere Fachgenossen ein, sich im Monat September 
recht zahlreich zur Versammlung und Ausstellung in München zusammenzu- 
finden; möge dann ein günstigeres Geschick unsere Pläne verwirklichen helfen 
und wissenschaftliche wie persönliche Anregung der Lohn unserer gemein- 
samen Arbeit sein! 





10. 


20. 


Mitglieder-Verzeichnis 
der Deutschen Mathematiker-Vereinigung 


nach dem Stande vom 1. Februar 1892. 


Archenhold, F.S., Villenkolonie Grunewald bei Berlin. 

Bacharach, J., Reallehrer an der Realschule, Erlangen. 

Bauer, G@., Professor an der Universität, München. 

Bauschinger, J., Privatdocent an der Universität, München. 

Beck, A.,-Professor am Polytechnikum, Riga. 

Binder, W., Professor an der Fachschule für Maschinenwesen, Wiener- 
Neustadt. 

Böger, R., Oberlehrer an der Realschule, Hamburg. 

Boltzmann, L., Professor an der Universität, München. 

Bolza, O., Assistant Professor, University of Chicago. 

Braunmühl, A.v., Professor an der technischen Hochschule, München. 

Brill, A., Professor an der Universität, Tübingen. 

Brunn, H., Privatdocent an der Universität, München. 

Bruns, H., Professor an der Universität, Leipzig. 

Buka, F., Professor am Realgymnasium, Charlottenburg, und an der 
technischen Hochschule, Berlin-Charlottenburg. 

Burkhardt, H., Privatdocent an der Universität, Göttingen. 

Burmester, L., Professor an der technischen Hochschule, München. 

Busche, E., Oberlehrer an der Hansaschule, Bergedorf bei Hamburg. 

Cantor, G., Professor an der Universität, Halle. 
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Analogien zwischen physikalischen, besonders 


elektro-magnetischen Erscheinungen und rein mechanischen. 
Von 
C. A. Bjerknes (Christiania). 


In der Ausdehnung, welche die Umstände erlaubt hätten, würde 
ich eine kurze von Vorzeigungen und Experimenten begleitete Ueber- 
sicht gegeben haben über meine Untersuchungen betreffend die Analo- 
gien zwischen physikalischen und rein mechanischen Erscheinungen. 

Unter den verschiedenen Arten von Schwingungen würde ich zuerst 
die pulsatorischen, demnächst die linear und die rotatorisch oscillatori- 
schen als besonders wichtig hervorgehoben haben. Und in Verbindung 
hiermit sollten die hydrodynamischen Specetren — in vollkommenen oder 
in zähen Flüssigkeiten — als mit den elektrisch-magnetischen bis in den 
kleinsten Einzelheiten übereinstimmend gezeigt werden. 

Ich würde ferner die scheinbaren hydrodynamischen Fernwirkungen 
mit ihrer inversen Analogie zu den statisch-elektrischen (den temporären 
wie den permanenten) in den Hauptzügen durchgegangen haben. Die 
bei gewissen Erscheinungen von älterer Zeit benutzte Analogie mit den 
magnetischen wird jetzt allein als Halbanalogie betrachtet, weil sie na- 
türlicher den elektrischen Polarisationen entsprechen. 

Auch die elektrodynamischen Krafterscheinungen (zwischen Strom- 
leitern) wären hydrodynamisch nachgeahmt worden, und wieder auf die- 
selbe inverse Weise, wonach Anziehungen in Abstossungen übergehen, 
Drehungen nach links in Drehungen nach rechts. Die Zähigkeit der 
Flüssigkeit tritt hier als ein Hauptmoment ein. Und in Systemen von 
entgegengesetzt pulsirenden Kügelchen, die entweder entgegengesetzt ro- 
tiren oder entgegengesetzt sich linear fortbewegen, hat man ein hydro- 
dynamisches Bild eines elektrischen Stromes oder einer Strompartie. — 
Experimentelle und theoretische Schwierigkeiten mit störenden Kräften 
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und Flüssigkeitsströmungen wie mit Wellenbildungen müssten doch hier- 
unter erwähnt werden, weil in den Versuchen die Bedingungen der 
Theorie nicht völlig befriedigt werden können, und weil zugleich die 
Kenntnis von der Natur der zähen Flüssigkeiten noch eine mangelhafte ist. 

Die Erscheinungen nehmen einen andern Charakter an, wenn die 
isochron pulsirenden Körper einander bis zur Berührung nähern. Während 
nämlich in der Ferne eins pulsirende Kugeln einander anziehen, entge- 
gengesetzt pulsirende einander abstossen, so werden in den kurzen Be- 
rührungszeiten die ersteren einander heftig abstossen, die letzteren sich ge- 
gen einander neutral verhalten. 

Hat man somit in der Flüssigkeit ein System von sehr vielen iso- 
chron pulsirenden Körpern, so dass häufige Berührungsstösse eintreten 
müssen, so wird eine elektrisch-ähnliche (elektroidische) Flüssigkeit ent- 
stehen. Denn die Berührungsstösse werden den Anhäufungen von eins 
pulsirenden Körpern entgegentreten, sodann die Wiederbildung eines neu- 
tralen Gemisches befördern. 

In das gebildete Medium werden wir nun eine Anzahl von ver- 
hältnismässig grossen Körpern versenken. Wegen der elektrisch-ähn- 
lichen anziehenden Temporäractionen fünften oder höheren Grades zwischen 
den constituirenden Körpern des Mediums, den Elektroiden, — Anziehun- 
gen, welche auch die Experimente klarlegen, — werden nun die grossen 
Körper, die Ponderoiden, wie wir sagen, einander scheinbar abstossen, 
und dies auch mit einer Kraft vom fünften und höheren Grade. Es wird 
somit eine Elastieitätserscheinung zustande kommen. — Ein Analogiebild 
zu diesen Erscheinungen würde ich gemacht haben mit Hülfe eines 
Magnetnadelmediums, in welchem eine Anzahl von Platten die Rolle der 
Ponderoiden spielen würden. 

Die Ponderoiden — bis jetzt neutrale Körper — sollen nun auch 
selbst pulsiren, und mit verhältnismässig tiefen Grundpulsationen. Sie 
werden einander alsdann im Falle der concordirenden Pulsationen zu- 
gleich anziehen müssen. Und bei der Zusammenwirkung dieser Anziehung 
zweiten Grades mit der vorigen Abstossung von höherem, wenigstens 
fünftem Grade wird das Ponderoidsystem, wenn es verhältnismässig ruhig 
ist, den Charakter eines elastischen festen Systems annehmen, wenn es 
in stärkerer Bewegung ist, den Charakter eines flüssigen. 

Die Grundpulsationen waren noch allein berücksichtigt worden. Weil 
aber die Ponderoiden im Innern des elektroidischen Mediums sich befinden, 
wird eine pulsatorische Induction zustande kommen können. Und die Pon- 
deroiden werden dadurch auch hohe Nebenpulsationen annehmen, iso- 
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chron mit den elektroidischen. Dies würde ferner, unter Mitwirkung des 
gleich gestimmten Mediums, Kraftumkehrungen veranlassen, als ob es sich 
um den Auftrieb leichter Körper handelte, die in einer schweren Flüssig- 
keit eingeschlossen wären. — Wieder mit Hülfe eines Magnetnadel- 
mediums lässt sich hier ein Analogiebild bewerkstelligen von den Einzel- 
heiten in diesem Umkehrungsprocesse. Man sieht die Verdichtungen und 
die neuen Anordnungen der constitutiven Körper des Mediums. 

Während man sodann auf mehreren Stellen, ohne die rein mecha- 
nische Vorstellung zu verlassen, Analogien zu den Naturerscheinungen 
wird aufstellen können, geht man besonders mit Hülfe eines Mediums von 
pulsirenden Körperchen und des Berührungsstosses von den elek- 
trisch-ähnlichen inversen Analogien zu neuen Analogien über, welche sich 
noch genauer, wie es scheint, den elektrischen Erscheinungen anschliessen 
werden. 

Weitere und tiefere Forschungen werden noch bei einer so weit- 
gehenden, viele Einzelheiten enthaltenden Frage wie diese nötig sein. Hier 
ist ja auch alles nur in ganz grossen, schwebenden Umrissen gegeben 
worden. Der knappe Raum lässt eben keine Schärfe zu. 





Arithmetische Entwicklungen zur Theorie der linearen 


Differentialgleichungen zweiter Ordnung. 
Von 


R. Fricke (Göttingen). 


Vorliegende Notiz soll auf eine Untersuchungsrichtung hinweisen, 
welche die linearen Differentialgleichungen zweiter Ordnung mit der Ideal- 
theorie in Beziehung setzt. — Wie Poincare in Bd. IV der Acta Math. 
erörtert, hat man einer linearen homogenen Differentialgleichung nter 
Ordnung eine Gruppe n-gliedriger linearer Substitutionen zuzuordnen, 
welche sich auf die n Integrale eines Fundamentalsystems der Differential- 
gleichung beziehen. Es lässt sich hieran die Problemstellung schliessen, 
das Zustandekommen einer Gruppe fraglicher Art independent, d.i. aus 
dem Bildungsgesetz der dabei auftretenden Substitutionscoefficienten ver- 
ständlich zu machen. Doch ist dieses Problem nur erst für n—=2 in 
Angriff genommen, und zwar im wesentlichen nur in denjenigen Fällen, 
wo der Integralquotient eine „eindeutig“ inversible Function der unab- 
hängigen Veränderlichen der Differentialgleichung ist. Die hier in Be- 
tracht kommenden Substitutionsgruppen zweier homogenen, bez. einer 
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nicht-homogenen Veränderlichen bezeichnet Poincare als eigentlich-dis- 
continuirlich, und auf sie bezieht sich die moderne Theorie der eindeu- 
tigen automorphen Funetionen einer Veränderlichen. — Ueber die Be- 
handlung der oben gestellten Frage nach dem „Bildungsgesetz“ der 
gedachten Gruppen sei ohne Gewähr der Vollständigkeit Folgendes ange- 
geben: Eine ausgedehnte Klasse arithmetisch definirter Gruppen liegt im- 
plicite in einer bedeutenden Arbeit von Selling über ganzzahlige qua- 
dratische Formen (Journ. für Math. LXXVII) vor; diese Gruppen entsprin- 
gen der Aufgabe, eine indefinite ganzzahlige ternäre quadratische Form 
auf alle Weisen durch ganzzahlige Substitutionen in sich zu transformiren. 
Selling hat sogar eine äusserst gründliche Theorie der Fundamental- 
polygone der gemeinten Gruppen 1. c. entwickelt, nur freilich nicht ge- 
nau in der heute üblichen Gestalt, und auch ohne den Begriff der 
Gruppe in den Mittelpunkt zu stellen. Die Umkleidung eines Teiles 
der Selling’schen Gedanken in modernes Gewand hat Poincare ge- 
leistet (Journ. de Math. (4) III, 1887). — Die Selling’schen Gruppen 
bilden nur den niedersten Specialfall einer weit allgemeineren Klasse 
arithmetisch zu definirender Gruppen, die zu Differentialgleichungen 
zweiter Ordnung mit eindeutig inversiblen Integralquotienten gehören. 
Im allgemeinen werden die Substitutionscoefficienten aus ganzen alge- 
braischen Zahlen eines endlichen Körpers nten Grades K,„ gebildet, wo- 
bei indessen noch die Quadratwurzeln aus zwei dem Körper angehören- 
den ganzen Zahlen adjungirt zu denken sind. Die genaue Bauart der 
Substitutionen und die für die eigentliche Discontinuität massgeblichen 
Bedingungen sollen demnächst in den „Math. Annalen“ besprochen wer- 
den; hier sei nur bemerkt, dass man im niedersten Falle des Körpers 
K, der rationalen Zahlen die Selling’schen Gruppen wieder erhält. — 
Indem man solcherweise die Hülfsmittel der von anderer Seite her aus- 
gebildeten Arithmetik für die Gewinnung von Gruppen nutzbar macht 
und die zugehörigen automorphen Functionen studirt, könnte man nun 
umgekehrt nach den zugehörigen Differentialgleichungen fragen. Indessen 
ist wohl die Hauptanwendung der arithmetischen Bildungsgesetze der 
Gruppen in der Theorie der algebraischen Transformation der automorphen 
Funetionen zu suchen. Diese Theorie ist systematisch auf die Unter- 
suchung der Untergruppen zu basiren, die in der einzelnen Gruppe ent- 
halten sind, und dabei überträgt sich das Congruenzgruppenprineip der 
Modulfunctionen unmittelbar auf die vermöge der Zahlkörper K„ aufge- 
bauten Gruppen, wenn man sich nur an Stelle der einzelnen Zahlmoduln 
des rationalen Körpers der Ideale bedienen will, welche in dem gerade 
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zu Grunde liegenden Körper K,„ enthalten sind. Man hat es hier sonach 
mit einer beziehungsreichen Verwendung der Idealtheorie zu thun, welche 
die (abgesehen von den Modulfunctionen) bislang nur erst im Gebiete 
der hypergeometrischen Functionen (durch Goursat und Papperitz) in 
Angriff genommene Transformationstheorie der automorphen Functionen 
auf eine neue Basis zu bringen gestattet. — Hierüber hinaus dürften 
die arithmetisch definirten Gruppen in einer künftigen Theorie der „auto- 
morphen Modulfunctionen“, welche sich auf die in der Differentialglei- 
chung enthaltenen accessorischen Parameter bezieht, eine analoge Rolle 
spielen, wie die durch Kronecker als „singulär“* bezeichneten ellipti- 
schen Gebilde in der Theorie der „elliptischen Modulfunctionen*“. 





Zur Theorie der algebraischen Functionen. 
Von 


F. Klein (Göttingen). 


In meiner Schrift über Riemann’s Theorie ete. (Leipzig 1881) so- 
wie in einem kleinen Aufsatze in Bd. XIX der Mathematischen Annalen 
habe ich hervorgehoben, was beinahe selbstverständlich ist, dass reellen 
algebraischen Gebilden symmetrische Riemann’sche Flächen entsprechen 
und umgekehrt, und habe dann alle Arten symmetrischer Riemann’scher 
Flächen, die es für ein gegebenes p giebt, aufgezählt. Das Resultat war, 


3 4 
dass jedesmal Pi] Arten existiren, von denen (p+1l) zu den 





. R 2 
von mir so genannten „diasymmetrischen“ Fällen gehören, u | zu 


den „orthosymmetrischen“ Fällen. Hiermit war-im Princip ein An- 
satz gegeben, um ganz allgemein die Gestalten der reellen 
algebraischen Ourven eines beliebigen Geschlechtes zu unter- 
suchen. Nach Analogie mit meinen früheren Arbeiten über die ebenen 
Curven vierter Ordnung (Annalen X, XI; 1876) musste dabei das Ver- 
halten der zur Fläche gehörigen Abel’schen Functionen von wesentlicher 
Bedeutung sein. Ich habe dasselbe also bald darauf durch Herrn 
Weichold untersuchen lassen (Diss. 1883; Schlömilch’s Zeitschrift 
XXVII). Seitdem ist dieser Gegenstand trotz des wachsenden Interesses 
für gestaltliche Fragen, welches allerwärts hervortritt, nicht weiter unter- 
sucht worden. Ich habe daher im vergangenen Sommersemester (1892) 
Gelegenheit genommen, meine Auffassung der Sache in einer Vorlesung im 
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Zusammenhange zu entwickeln und darzulegen. Alle die schönen Reali- 
tätstheoreme, welche man bei den ebenen Curven vierter Ordnung durch 
Zeuthen u. a. kennt, liessen sich dabei auf Curven beliebigen Ge- 
schlechtes übertragen. Meine Absicht für Nürnberg war, die bezüglichen 
Resultate den Fachgenossen vorzulegen und die Unterhaltung insbesondere 
auf die Frage zu lenken, wie man die gleichen Resultate auf rein alge- 
braischem Wege möchte ableiten können. Ich habe inzwischen eine 
längere Abhandlung über den Gegenstand ausgearbeitet, die in Heft 1 
von Band XLII der Mathematischen Annalen erscheinen wird, und auf 
die ich hier der Kürze halber verweisen darf. 


Ueber Realitätsrelationen zwischen Singularitäten von 


Raumeurven. 
Von 
Franz Meyer (Clausthal). 


Eine bekannte, von Herrn Klein (cf. Math. Ann. Bd. X) herrührende 
Formel sagt im wesentlichen aus, dass ein gewisses Aggregat von Reali- 
tätsanzahlen, welche sich auf Singularitäten ebener Curven beziehen, 
irgend welchen Deformationen der Curve gegenüber invariant bleibt, 
wenn nur Ordnung und Klasse die alten geblieben sind. 

Ich habe untersucht, in welcher Richtung eine analoge Thatsache 
für Raumeurven existiren Könnte. 

Zunächst habe ich Raumecurven mit allgemeinen Ordnungs-Singu- 
laritäten in Betracht gezogen; solcher Singularitäten treten fünf Arten 
auf: einmal Ebenen, welche hyperosculiren, oder osculiren und noch 
einmal berühren, oder endlich dreimal berühren, andererseits Gerade, 
welche viermal treffen, oder berühren und noch einmal treffen. 

Coineidiren irgend zwei der zugehörigen „singulären Stellen“ auf 
der Curve, so entsteht eine „Singularität zweiter Art“: In den Gött. 
Nachr. 1891 No. 2 habe ich sämtliche Vorgänge, die hierher gehören, 
insbesondere auf die damit verbundenen Realitätszustände hin erörtert: 
es ergab sich, dass eine „Realitätsrelation* nach Analogie der Klein’- 
schen, nicht existirte, sondern nur eine „Realitätscongruenz“ (mod. 4). 

Es wäre nun immerhin noch möglich, dass durch Hereinziehen 
weiterer Momente, wie der Realität der Restpunkte von singulären 
Ebenen, oder auch der specifischen Singularitäten der zur Curve gehö- 
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renden abwickelbaren Fläche, eine allgemeingültige Realitätsrelation con- 
struirbar würde. 

Es hat sich gezeigt, dass der erstere Ansatz überhaupt versagt; 
bezüglich des zweiten habe ich mich vorderhand mit der Einsicht be- 
onügt, dass für eine Curve niedrigster, nämlich der vierten Ordnung, 
auch dann eine Realitätsrelation unmöglich ist. Damit ist auch im 
allgemeinen die Unwahrscheinlichkeit einer allgemeingültigen 
Relation gezeigt: zum mindesten würden die in einer solchen verbun- 
denen Singularitäten sehr specieller Natur sein. 

Dagegen existirt im Raume „M,“ von vier Dimensionen jedenfalls 
eine der Klein’schen analoge Realitätsformel. Für die Ordnung fünf 
und das Geschlecht Null hat man z. B. den Satz: Die Gesamtanzahl 
der reellen „stationären linearen M,“, der reellen Ebenen M,, 
welche osculiren und noch einmal treffen, endlich der reellen 
Treff-Stellen einer dreimal treffenden GeradenM, — ist con- 
stant, nämlich gleich Acht. 

Zum Schlusse sei noch bemerkt, dass für ebene Curven neben der 
Klein’schen Formel noch eine unbegrenzte Reihe weiterer, von 
wesentlich anderem Charakter existirt, deren. geometrische Bedeutung 
allerdings sehr versteckt liegt. 


Bemerkung zur Invariantentheorie binärer Formen. 
Von 
H. Schapira (Heidelberg). 


In meinen Vorlesungen über binäre Formen gebrauche ich seit meh- 
reren Jahren eine Methode, deren Grundlage hier in aller Kürze mitge- 
teilt werden möchte. 

Die binäre Form nter Ordnung, geschrieben in der Gestalt: 

f(u, v) 

— (,u—b,v)(a,u—b,v)(a,u—b,v)(aau—b,v)...(nu— nV), 

gehe in die in analoger Gestalt geschriebene Form 

(U, V) 
— WUI-B3 WA, U-B,NAU—-B, NVA, UT—BV)...QnU—B,V) 
über durch die Substitution 





: 1 

u=ı,U+1,V = ,u—i,Y} 
(5) ; oe 
VEN URN Verrat rin “ 
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welcher die Substitution entspricht: 


1 
[sı, = Ati —A,,Di = Ey 1%, 41,8} 





1 
B; = En G-+A,,bi b; =; Si Mu tr,Bi} 
(T) 
A, — NN 
N 
ker 





1’ = 


KasHAJTA, 
so dass die Wurzeln von f(u,v)=0, resp. von $(U, V)—=0 nach Aus- 
scheidung des Factors a,q,...An, resp. U,YX,... An in Gestalt von Quo- 


tienten a; —= 





b; DB; 
u resp. BT: erscheinen. 

Es bedeuten ferner s,, &,, ..., &n die Wurzeln einer beliebigen alge- 
braischen Gleichung nten Grades, in welcher der Coefficient von x"-1 
identisch Null ist, d.h. 8 —+2,+ +2 =0 (sonst beliebige alge- 


braische Grössen), und man bilde die n—1 (cofunctionalen) homo- 


genen Functionen ersten, zweiten, ..., (n—1)ten Grades: 
n—1 
h, == [e, 3.18; a, +++ 8,3] 0 
' ' ' nl 
, = [E,2, Ayı + &, a, Aayı tt Endn an)ı] 1 


ın—1 1 _n—1 ı_ n—1 De 
hn-ı = [&,%, Kıyn-1ı+ 8%, Kayn-ıt "+ Endn &n)n—ı (ü 1 


'Aoyr in dem Sinne meiner Arbeiten über Iterationen und entsprechend 
SO En a respective durch 2 ersetzt wird, alsdann kann 
i i 

man leicht folgenden fundamentalen Lehrsatz beweisen. 

Lehrsatz. Jedes der H;,, multiplieirt mit dem Producte 
AWN,..-An, ist eine lineare homogene Function sämtlicher h,, 
multiplieirt mit dem Producte ö.q,4,...An: 


n—1 


22 Anchlı = Ö+0, 22.04 Sky Die 
1 


Die Coeffieienten l;x sind homogene Functionen (n—2)ter Ord- 
As AyıyAga, behaftet mit 


112 2129572177772 23 
Compositionen von Binomialcoefficienten (unabhängig von den h 


nung der Substitutionsconstanten A 
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und von den e): 
x = a) ® ö ') Aı Ne er 
und die Determinante |l;«] ist eine gewisse Potenz der Sub- 
stitutionsdeterminante ©: 
ix] Shi 
Anmerkung. Man kann die Gleichungen für die h auch so schreiben: 
h; ze len tr East En.) Bo Baar de 
[4809,75 GE ol; 218 un) Zar. 

Benutzt man die Willkürlichkeit der Grössen e, um mehrere, insbe- 
sondere n—1 verschiedene Systeme solcher Grössen zu bilden, und bezeich- 
net dasjenige System der h resp. H, welches einem bestimmt herausge- 
wählten Systeme entspricht, für welches natürlich immer die Bedingung 

Eptep-t+Ep = 0 Perle zen) 
aber nur diese Bedingung zu bestehen braucht, in entsprechender 
Weise mit 

hip; hop, Sees hup3 

ER 
so erhält man, auf Grund eines bekannten Determinantensatzes, den 

Lehrsatz. Die mit dem Factor (a,a,...4„)"—! multiplicirte De- 
terminante |[h;.| verwandelt sich mittels der Substitution (S) oder 
der entsprechenden (T) in die entsprechende mit (U, N,... A)?! 
multiplicirte Determinante |H;,.|, aber ausserdem noch multi- 
plieirt mit der uwten Potenz der Substitutionsdeterminante Ö, 
also: 

EL ERS N I et Hin: 

Der Ausdruck |h;.|(a, ...an)"=1, oder [h;| selbst, wenn a, a, ... an — 1 
ist, bleibt somit gegen die Substitution (S) bis auf eine Potenz von 6 
invariabel; da aber |h;.| eine rationale Function der Wurzeln von 
f(u,v)=0 und zunächst keine symmetrische Function der Wurzeln 
zu sein braucht, so nennen wir |h;.| eine algebraische relative In- 
variante der Form f(u, v). 

Bezeichnet man nunmehr (wenn |h;.| nicht symmetrisch ist) mit 
Ihielis [ichs » - > [Hix|; diejenigen Resultate, welche aus |h;.| durch die 
zugehörigen j Permutationen, gegen welche |h;« | empfindlich ist, sich er- 
geben, so ist jede symmetrische Function der |h;.|; (j—=1,2,...,j) 
eine rationale relative Invariante von f(u, v). 

Sehr wichtig ist noch die Bemerkung, dass, wenn die Form nten 
Grades f(u, v) mit einer andern Form n,ten Grades f,(u, v) multiplieirt 


Jahresber, d, Deutschen Mathem,-Vereinigung, II, 5 
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wird, in der die einzelnen Factoren die Gestalt (yu+b;v; i=n-J, 
n—+2, ..., n—+-n,) haben, und die infolge von (S) in $,(U, V) mit den 
Factoren (UL U+B;V) (i=n-+1,n-+2,...,n—+-n,) übergehen mögen, 
so lässt sich leicht alles in Bezug auf f(u, v) Gewonnene auch auf die 
Form (n-+n,)ten Grades f(u, v)=f(u, v).f, (u, v) übertragen. 

Es ist nämlich |h.| (,k=1,2,...,n) auch ohne weiteres 
eine algebraische relative Invariante der Form f(u,v); und 
um eine rationale Invariante zu erhalten, braucht man nur in 
Ihix| noch sämtliche j, zugehörige Permutationen zu berück- 
sichtigen, wenn die Wurzeln von f, (u v)=0 gleichzeitig mit 
denen von f(u,v)=0 in Betracht gezogen werden, und dann 
eine symmetrische Function der entsprechenden j—+j, Deter- 
minanten |h;.| zu construiren. 

Da n und n, willkürliche, von einander unabhängige ganze Zahlen 
sind, so ist in dem Obigen der allgemeinere Satz enthalten: 

Ist eine Form mten Grades gegeben, und bildet man aus 
einer beliebigen Anzahl (n—=2,3,...,m) ihrer Wurzeln die 
oben beschriebenen homogenen Functionenh,,..., hn_1, so wird 
die aus den entsprechenden Rip Da,p5 ---, Dann gebildete Deter- 
minante |h;.| (,k=1,...,n—1) eine algebraische (relative) In- 
variante, und jede symmetrische Function sämtlicher |h;«|;, 
welche mit Berücksichtigung aller Wurzeln der Form durch 
Permutationen gebildet werden können, ist eine rationale (rela- 
tive) Invariante der Form. 

N. B. 1) Genau dasselbe Verfahren wende ich für Covarianten an. 

2) Andere Invarianten, oder Covarianten, als die nach obiger Me- 
thode gebildeten, giebt es überhaupt nicht. 

3) Die ganze Theorie der Invarianten binärer Form lässt sich 
aus der obigen Darstellung herleiten. Besonders einfach er- 
giebt sich die Anzahl der von einander unabhängigen In- 
varianten. 


Ueber Projeetionen 


der mehrdimensionalen regelmässigen Körper. 
Von 
V. Schlegel (Hagen i. W.). 


1. Die ebenen Projeetionen dreidimensionaler Körper ver- 
anschaulichen uns die Eigenschaften dieser Körper teils ohne, teils mit 
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Zuhülfenahme unseres räumlichen Vorstellungsvermögens, welches die der 
ebenen Zeichnung fehlende dritte Dimension ergänzt. Dieses Vermögen 
hilft uns auch über die Schwierigkeit hinweg, welche für das Verständ- 
nis der Zeichnung daraus entsteht, dass in derselben Kanten sich kreuzen 
und Flächen sich decken. Andererseits kann diese Schwierigkeit, z. B. 
bei der Darstellung eines regelmässigen Polyeders, dadurch besei- 
tigt werden, dass man eine Fläche des als hohl vorgestellten Polyeders 
sich entfernt denkt, und als Projeetionscentrum einen nahe vor der 
Mitte dieser Fläche gelegenen Punkt wählt. Dieser Augenpunkt giebt im 
Rahmen des Umfanges der entfernten Fläche ein Bild des Polyeders, bei 
welchem keine Kante die andere kreuzt, und nur die Figur der wegge- 
nommenen Fläche alle anderen überdeckt. 

2. Die nach diesem Prineip hergestellten Projectionszeichnungen der 
fünf regelmässigen Körper lösen, unabhängig von ihrem räumlichen Ur- 
sprunge, ein Problem der ebenen Geometrie, nämlich: ein gege- 
benes Polygon in eine endliche Anzahl von Polygonen mit derselben 
Seitenzahl so zu zerlegen, dass in jeder Ecke gleich viele Kanten und 
Figuren zusammenstossen, die gegebene Figur mit eingerechnet. Dieses 
Problem ist nur am Dreieck, Viereck und Fünfeck lösbar, und liefert 
keine anderen Zerlegungen als diejenigen, welche durch die obigen 
Projeetionszeichnungen dargestellt sind. — Uebrigens kann auf die Regel- 
mässigkeit der Begrenzungsfiguren der gegebenen Polyeder verzichtet 
werden, ohne dass dadurch die Projectionszeichnungen ihre wesentlichen 
Eigenschaften verlieren. 

3. Dasselbe Zerlegungsproblem, an einem regelmässigen Poly- 
eder gelöst, liefert sechs Zerlegungen, nämlich: des Tetraeders in 4, 
15, oder 599 Tetraeder, des Hexaeders in 7 Hexaeder, des Oktaeders in 
23 Oktaeder, des Dodekaeders in 119 Dodekaeder. Hierbei stossen in 
jeder Ecke gleich viele Kanten, Flächen und Körper zusammen, in jeder 
Kante gleich viele Flächen und Körper, den zerlegten Körper mitgerechnet. 
Diese Zerlegungen sind durch die von Hrn. L. Brill (Serie XV, No. | 
u. Ja) publieirten Modelle vollständig, und durch Ansichten, Netze und 
Modelle aus Cartonpapier (Weiterer Nachtrag zur Serie XV) in ihren 
Teilen zur Darstellung gebracht worden. 

4. Aus den oben erwähnten fünf ebenen Figuren, welche die 
„homogenen“ Zerlegungen des Dreiecks, Vierecks und Fünfecks dar- 
stellen, könnte man rückwärts auf die Existenz von fünf regelmässigen 
Körpern des dreidimensionalen Raumes schliessen. In streng analoger 
Weise können die sechs räumlichen Modelle, welche die „homogenen“ 

5 
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Zerlegungen des Tetraeders, Hexaeders, Oktaeders und Dodekaeders dar- 
stellen, als Projectionen von ebenso vielen regelmässigen vierdimen- 
sionalen Körpern betrachtet werden, welche die Namen 5-Zell, 16- 
Zell, 600-Zell, 8-Zell, 24-Zell, 120-Zell erhalten haben. Die Unmög- 
lichkeit, bei Betrachtung dieser Modelle die fehlende vierte Dimension 
aus einer räumlichen Vorstellung zu ergänzen, bildet den einzigen, aber 
für die wissenschaftliche Erkenntnis der Eigenschaften jener vierdimensio- 
nalen Körper auch nur nebensächlichen, Unterschied, der prineipiell 
zwischen den Modellen und den analogen ebenen Projectionsfiguren be- 
steht”). 

5. Die drei mit den Gliedern 1) Dreieck, Tetraeder, Fünfzell, 
2) Quadrat, Hexaeder, Achtzell, 3) Quadrat, Oktaeder, Sechzehnzell be- 
ginnenden Reihen von Gebilden setzen sich, wie Stringham gezeigt hat, 
inRäume mit beliebiger Dimensionenzahl fort. Ebene Projectionen 
aller dieser Gebilde werden systematisch geliefert durch regelmässige 
Polygone mit gewissen Systemen von Diagonalen. (S. des Verf.’s Auf- 
satz: Sur une methode pour representer dans le plan les solides homo- 
genes & n dimensions. Rendic. del Circ. mat. di Palermo V, 1.) — Für 
die zweite der obigen Reihen entsteht eine weitere Projeetionsdarstellung 
durch successive Parallelverschiebungen einer Strecke und der aus ihr 
hierbei entstehenden Gebilde in derselben Ebene oder in demselben Raume. 

6. Dem Parallelogramm, als zweidimensionalem zweiseitigem Prisma, 
entspricht das gewöhnliche dreidimensionale dreiseitige und das vier- 
dimensionale vierseitige Prisma. Letzteres lässt sich durch drei 
käume in vier inhaltsgleiche Fünfzelle zerlegen. Diesen Körper mit seiner 
Zerlegung stellt das von Hrn. L. Brill publieirte Modell Serie XV, 
Nr. Ib dar. 

7. Entsprechend der in Nr. 5 erwähnten Reihe: Quadrat, Würfel, 
Achtzell ete. lässt sich der Begriff des magischen Quadrates auf alle 
Glieder dieser Reihe übertragen. Für diese n-dimensionalen magischen 
Würfel hat der Verfasser eine von den obigen abweichende, speciell 
für Zahlkörper zweckmässige Darstellung in der Ebene im „Bull. Soc. 
math. de France“, T. XX, p. 97 gegeben, nebst dem Beispiel des vier- 
dimensionalen magischen Würfels mit der Seitenzahl drei. Ein Atlas, 
welcher n-dimensionale magische Würfel mit der Seitenzahl r, für die 
Fälle n—=,3:und Tr —.3 bis.9; n—4 'r2= 3 bis, Gone ar 


*) S. des Verf.’s Theorie der homogen zusammengesetzten Raumgebilde, 
Nova Acta d. Leop. Carol. Akad. Bd. 44, Nr. 4. 
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enthält, sollte diesem Teile des beabsichtigten Vortrags zur Veranschau- 
lichung dienen. Die Herstellung dieser Würfel beruht auf der vom Ver- 
fasser noch nicht publieirten Lösung der Aufgabe: Aus einem gege- 
benen n-dimensionalen magischen Würfel mit der Seitenzahl 
r einen (n—+1)-dimensionalen mit derselben Seitenzahl zu 
finden. 

8. Von Autoren auf dem Gebiete der mehrdimensionalen regel- 
mässigen Körper sind, soweit des Verfassers Kenntnis reicht, zu erwäh- 
nen: Stringham, Rudel, Hoppe, Puchta, Biermann, Hess, Gour- 
sat, Scheffler, Durege, Schoute. 





Zur Theorie der Gleichungen fünften Grades. 
Von 
Joh. Schumacher (Neustadt a/H.). 


Wir legen unsern Untersuchungen die Gleichung 
x’+ax'+a,x’+a,x’+a,x+ı, = 0 
zugrunde. Ihre Wurzeln seien x; (i=0, 1, 2, 3, 4) und von einander 
verschieden. Um alle Functionengattungen zu finden, welche aus diesen 
fünf Grössen durch additive, subtractive und multiplicative Operationen 
entstehen, bedürfen wir der Kenntnis der Untergruppen, welche in der 
vollständigen Gruppe von fünf Elementen enthalten sind. Unter diesen 
verdient die zweifach transitive Untergruppe, welche aus 20 linearen 


und ganzen Substitutionen von der Form a) mod. d besteht und 


nach Herrn Kronecker metacyklisch heisst, besondere Beachtung. Sie 
ist mit der Diedergruppe”) des Herrn F. Klein identisch. 

Es sei x/x#x%x$ das Leitglied einer ganzen symmetrischen Func- 
tion. Die Exponenten A, u, v, p genügen gleichzeitig den Bedingungs- 
gleichungen **) 

) AS p > v>p 
DIN Zn 9; y—2; pl, 
welche gestatten, die Anzahl aller symmetrischen Functionen von 


*) F. Klein, Vorlesungen über das Ikosaeder. (Leipzig, B. G. Teubner 
1884.) 

**) L.Kronecker, Grundzüge einer arithmetischen Theorie der alge- 
braischen Grössen. (Berlin, G. Reimer 1882.) 
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x; G=0,1,2, 3,4) auf 40 zu redueiren*), ohne der Allgemeinheit 
der Betrachtung Eintrag zu thun. Zerlegen wir nun jede derselben in 
ihre metacyklischen Bestandteile, was auf verschiedene Weise geschehen 
kann, so zeigt sich, dass alle symmetrischen Functionen von 20 oder 
weniger Gliedern sich überhaupt nicht spalten lassen, dass dagegen jene 
von 30 Gliedern in zwei metacyklische Bestandteile von je 20 und je 
10, jene von 60 Gliedern in drei Functionen von je 20 Gliedern zer- 
fallen, und die symmetrische Function von 120 Gliedern sechs metacy- 
klische Functionen von je 20 Gliedern liefert. Es kann nun leicht der 
Satz bewiesen werden, dass alle ganzen und rationalen, metacyklischen 
Functionen einer Gleichung fünften Grades ganze und rationale Func- 
tionen der elementaren symmetrischen Functionen und der metacyklischen 
Functionen 


as 2 

W, nit SKK > 
AN 2.2 

w = SroX 9 
er ar r2 

w = POutEes ee 
eK | 

W, Ber uturerE 

Wi meer 

5 °0 05:12 23 


(w, ist durch Adjunction des Factors A durch w,, W,, W,, W, ganz 
und rational ausdrückbar) 

sind. Der Beweis wird erbracht, indem man alle metacyklischen Func- 
tionen, in welche die symmetrischen Functionen zerfallen, durch die 
Coefficienten der Gleichung und die Functionen w; i=1, 2, 3, 4, 5) 
wirklich ausdrückt, oder auch, indem man jede metacyklische Function 
nach Potenzen einer Wurzel ordnet und die Coefficienten dieser Potenzen, 
welche Functionen der Wurzeln einer Gleichung vierten Grades und in- 
bezug auf vier Wurzeln im allgemeinen cyklischer Natur sind, in der- 
selben Weise wie vorher die metacyklischen Functionen behandelt. Man 
gewinnt hierbei ein Bild, wie sich aus der vollständigen Gruppe von 
fünf Elementen ihre Untergruppen abzweigen. 

Durch die Grössen w; i=1, 2, 3, 4, 5) können aber alle ganzen 
metacyklischen Functionen nicht bloss ganz und rational, sondern auch 
linear mit Hülfe der elementaren symmetrischen Functionen dargestellt 
werden, weil alle Combinationen mit Wiederholung zur zweiten Klasse 


*) J. Schumacher, Zur Theorie der algebraischen Gleichungen. (Leip- 
zig, G. Böhme 1890.) 
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lineare Functionen von w; sind. Um dies einzusehen, genügt die Be- 
rechnung der Producte w,.w; (i=1, 2, 3, 4, 5), aus denen die Rela- 
tionen für alle übrigen auf rein analytischem Wege hervorgehen. 
Wegen ihres invarianten Charakters lassen wir die fünf Producte, 
ausgedrückt durch eine lineare Beziehung der w;, folgen: 
we Asa — 222,2, — 12a? 30a, a, — 2a} a, a,—t 4a} a, — 6a, a, a, 
—+-2(a, a, —42,)w, +2, w,+2a, w,+a, w, — 5W,; 
w, kann hieraus durch w,, w,, w,, w, berechnet werden. 
ww= —1,—2, 252,2, a,a5+-4a,a,a,+-4aja,a, —4ala,a, 
Sin 88, dd 32; 4; +(@, au 58,)W, +(a, A 7 2a,)W, 
+(2 2, —3,)W, +2, w—2a, Ir 
2W..W, = —2,2,2, 4232, — a, a,a,a, — 68,2,8, —3a7a) +25a} 
—+-a, a5a,—+4a,a7+-4a}a,a, +(a} — 48, a,)w, 
+(a, AT 58,)W,+-(2} —4a,)w, +2,W,—73,W,; 
w.w, = 1öda,a5—16a,a,a, —1l1la}ja,+2ala,a,+tala,a,a, 
— 3a, a,a,a, 42a, aa, +-3a)a,+-4a, a)—ala)a,+-4a, a,a} 
—3a}a,a, —ala)+-(a, a,a,—+-3a, a, —4a,a, —a, a;)w, 


23 4 
BE ENTE WEREN AN. BE == an 
+(2,2, 2a, 9, a,)W, (a,2,+2,2, 58,)W, 2a,W, 
9) 
92, W, ; 
Ei 2 2 2 DRIHTIErE 2 
2w,.w, = ba,aza, — 8a, a,a, —4ala,a,a,+-22/a,a, —2,2,2,2, 


— 83,a,a,-+16a} — 34a, a,a,a, 44a} a5) +8a]a,a,+-a,a}a, 

+ 8ala; —a’ 2, a) —a,a72,+435a,25+-92,2, 2, 

—+(— 2a, a, +82? +-2a, a,a, — 4a, a,a,—+-a,a;)W, 

—+-(7a,a, a, a,a, —2a,a, — 4a] a,).w, 

—+(2aa,— 2a, a, — 4a, a, a) —2a, a, a, +2a;)W, 

—+-(a, a, —2ı,3, + 10a,)w,—+-(2a, a, — 4a, —a})w,. 
Es bleibt dahingestellt, ob es überhaupt möglich ist, die Functionen w; 
so zu wählen, dass der vor den Producten w, ..w,, w,.w, und allen übri- 
gen hier nicht aufgeführten Producten stehende Factor 2 wegfällt. Bei 
analogen Betrachtungen für Gleichungen niedrigeren Grades ist eine der- 
artige Wahl von Functionen mir bis jetzt noch nicht gelungen. 

Erweitert man die Relationen auf alle 15 Producte von w;.w;, SO 

entspringen diesem Operationscyklus neue, durch ihren prononeirten In- 
variantencharakter ausgezeichnete Gleichungen, deren wichtigste Verwer- 
tung in der Bildung der Resolvente sechsten Grades einer Gleichung 
fünften Grades, sowie in der Ableitung der Transformation der Func- 
tionen w; in einander gelegen ist. Der Uebergang von der metacyklischen 
Resolvente zur wirklichen Auflösung der Gleichung vom fünften Grade 
kann dann nach irgend einer der bekannten Methoden erfolgen, 
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Indem man auf alle Functionsgattungen den vorstehenden ähnliche 
Betrachtungen ausdehnt, kann der Schluss gezogen werden, dass Glei- 
chungen fünften Grades ohne Affect algebraisch nicht auflösbar sind. 


Ueber die sphärische Trigonometrie. 
Von 
E. Study (Marburg). 


Der Verfasser hatte die Absicht, in seinem Vortrag darauf hinzu- 
weisen, wie die Formeln der sphärischen Trigonometrie, die in den ele- 
mentaren Lehrbüchern wohl überall in denselben längst erstarrten For- 
men hingestellt werden, auf mannigfache Art in Beziehung zu anderen 
Gebieten der modernen Wissenschaft gesetzt und so gewissermassen mit 
neuem Leben erfüllt werden können. 

Als besonders fruchtbar erweist sich in dieser Hinsicht ein bis jetzt, 
wie es scheint, nicht bekannter Zusammenhang der sphärischen Trigono- 
metrie mit der Theorie der orthogonalen Substitutionen. Sieht 
man ein sphärisches Dreieck als bestimmt an, wenn die Cosinus seiner 
Seiten a,, a,, a, und seiner „Winkel* «,, a,, a,, d.h. der Seiten des 
Polardreiecks, gegeben sind, so besteht der Satz, dass einer ternären 
orthogonalen Substitution im allgemeinen ein einziges sphärisches Dreieck 
Ran 
der bekannten Anordnung die zehn Coefficienten der orthogonalen Sub- 
stitution, so wird die in Rede stehende Beziehung vermittelt durch die 
Formeln 


zugeordnet werden kann, und umgekehrt. Sind a,,:2,,:2 


a 

















a, a 
cs=—:, 08, ——+-, 08, = —, 
4] dy9 dA, 5 
a a a 
cs,a—=—, 0,—=—-2, csu,——L. 
ıl Ay, d; 5 


Dieses sehr einfache, aber ziemlich verborgen liegende Theorem 
gestattet zahlreiche merkwürdige Anwendungen. Wir erwähnen die fol- 
genden Sätze. 

Deutet man die Euler’schen Parameter der orthogonalen Substitu- 
tion als homogene Coordinaten eines Punktes im dreifach ausgedehnten 
Raume, so wird jedem reellen Dreieck ein reeller Raumpunkt zugeordnet. 
Diese Punkte erfüllen aber nicht den ganzen Raum, sondern nur das 
Innere von vier getrennten Gebieten, die in zwölf Punkten an einander 


j 


du 
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stossen. Jedes der genannten Gebiete ist, im Sinne der projectiven 
Geometrie, ein reguläres Oktaeder; die zwölf Ecken, in denen die 
vier Oktaeder zusammenhängen, bilden die bekannte, schon vielfach unter- 
suchte Figur der desmischen Tetraeder, und eine ebensolche Figur 
bilden die Begrenzungsflächen. Zu einem gegebenen Dreikant gehören 
3.2.16 =96 im obigen Sinne bestimmte sphärische Dreiecke; die 
zugehörigen Raumpunkte bilden sechs Kummer’sche Configuratio- 
nen, die in bestimmter Weise mit einander verkettet sind. — Man 
gelangt durch diese Abbildung u. a. zu einer vollständigen Einsicht 
in den Zusammenhang der dreifach ausgedehnten Mannigfaltigkeit, 
die von der Gesamtheit aller reellen sphärischen Dreiecke gebildet 
wird. — 

Unser Satz wirft ein neues Licht auf den seit Lagrange bekannten 
Zusammenhang der sphärischen Trigonometrie mit der Theorie der ellip- 
tischen Functionen, und er zeigt, dass ein ähnlicher Zusammen- 
hang auch noch für die Theorie der hyperelliptischen Functionen 
besteht. 

Es findet sich unter anderem, dass man mit Hülfe der doppelt 
periodischen Functionen Sinus und Cosinus der Seiten und Winkel eines 
sphärischen Dreiecks eindeutig ausdrücken kann durch sechs Verhältnis- 
grössen @:Ww,:@,:Uu,:u,:u,, zwischen denen zwei lineare Gleichungen 
bestehen: 

9 +0,+0,=0, wtru,+u,=!0. 
Bezeichnet man nämlich mit o, 07, 0,, o, die zu dem ersten Grössen- 
system gehörigen o-Functionen, so kann man setzen 








So an.dan:s 
en, (=1,2,3) 
en Oi Kr 0,0,.0U.9,U; 
a W,.0,1,.0,U; 


Die Coefficienten a, ,, ...,a,, der orthogonalen Substitution, die dem sphäri- 
schen Dreieck zugeordnet ist, haben die Werte 


,(2u,) 0, (2u,) s,(2u,) 
o,(2u,) o,(2u,) 6, (2u,) 
a” ee)’ a) 
0„(2u,) °,(2u,) o(?2u,) 
o(2u,) ° o(2u,) ’ o(2u,) ° 


der zehnte Coefficient a,, ist der im Additionstheorem der @-Function 


ST CE N 
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auftretende Ausdruck 
ı PAR) PA) _, PRU)-P u) _, PQu)—p(2u,) 
: P(2u,)—p(2u,) * P(2u,)—P(2u,) P(2u,)—P(2u,) 


<= Vo 








vo 


Die Ausdehnung dieser Sätze auf elliptische Functionen mit vier 
unabhängigen Argumenten führt zu einer neuen Auffassung der funda- 
mentalen Additionstheoreme von Jacobi und Weierstrass. 





Die Entwiekelung der Lehre vom Erddruck. 


Dr. Fritz Kötter 


in Berlin. 





Wie so mancher Zweig der Mechanik hat sich die Erddrucktheorie, 
d. i. die Statik sandförmiger Massen, im unmittelbaren Anschluss an eine 
ganz bestimmte Aufgabe der technischen Praxis entwickelt. Der Wunsch, 
Regeln für die Dimensionen der Erdbekleidungen oder Futtermauern — 
so nennt man Mauern, welche zur Stützung von Erdreich bestimmt 
sind — auf rationelle Weise abzuleiten, gab die erste Veranlassung zur 
Untersuchung der Gleichgewichtsverhältnisse sandförmiger Massen. Da 
die genannte Aufgabe für den Festungsbau von besonderer Wichtigkeit 
ist, so kann es nicht befremden, dass wir die ersten primitiven Betrach- 
tungen über den Erddruck bei Festungsbauern finden, und dass sich 
um dieses Gebiet besonders Mitglieder eines Standes verdient gemacht 
haben, dem die Mechanik in Folge einer glücklichen Vereinigung weit- 
gehender theoretischer Kenntnis mit den Anregungen, welche eine stän- 
dige Berührung mit den Fragen der Technik giebt, auch sonst manche 
wichtige Förderung verdankt, nämlich französische Ingenieurofficiere. 

Der Physiker Coulomb und der Geometer Poncelet gehörten 
diesem Stande an, und beide haben in der hervorragendsten Weise zur 
Entwickelung der Erddrucktheorie beigetragen, der eine, indem er zuerst 
auf rationelle Weise ein Princip für die Bestimmung des Erddrucks er- 
mittelte, der andere, indem er hieraus eine auch auf complicirtere Fälle 
anwendbare graphische Construction ableitete.e Coulomb hat, wie wir 
im Gegensatz zu anderen Schriftstellern schon jetzt hervorheben wollen, 
sein Prineip in logisch und mathematisch einwandsfreier Weise begründet 
auf gewissen physikalischen Voraussetzungen über die Natur des Sandes 
und auf einer gewissen vereinfachenden Annahme mehr geometrischer 
Natur. So vorteilhaft diese Annahme für die Einfachheit der Bestimmung 
des Seitendrucks der Erde ist, hat sie doch einen ganz beträchtlichen 
Mangel im Gefolge. Sie hindert nämlich die Anwendbarkeit der ent- 
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wickelten Theorie auf andere als das eben angegebene Problem. Diesen 
Mangel beseitigt eine Betrachtungsweise, die ähnlich, wie es in der Hy- 
drostatik und in der Elastieitätstheorie geschieht, ausgeht von den Be- 
ziehungen zwischen den Druckkräften, welche an einer beliebigen Stelle 
im Innern der Sandmasse herrschen. 

Rankine und später unabhängig von ihm Winckler und M. Levy 
haben diesen Weg eingeschlagen und sind dabei zu bemerkenswerten 
Resultaten gelangt. Aber auch diese Entwickelungen unterliegen einer 
gewissen Beschränkung, die allerdings mehr für den Theoretiker als für 
den Praktiker von Bedeutung ist. Sie beziehen sich nämlich ausschliess- 
lich auf ein Gebiet von zwei Dimensionen, und erfordern also bei ihrer 
Anwendung, dass sich alles völlig gleichmässig in Bezug auf eine hori- 
zontale Längsrichtung verhält. Auch lassen sich diese Entwickelungen 
nicht, wie man wohl meinen möchte, ohne weiteres auf ein Gebiet von 
drei Dimensionen übertragen. Sie erfordern zu dem Ende eine gewisse 
Umformung, der zufolge dann jede Aufgabe der Erddrucktheorie zu einer 
ziemlich schwierigen Aufgabe der Variationsrechnung wird. 

Das Coulomb’sche Prineip und die Rankine’schen Entwickelun- 
gen beruhen im Grunde auf denselben Vorstellungen über die physika- 
lische Natur des Sandes. Ganz anders ist in neuerer Zeit Boussinesq 
verfahren, um Grundlagen für die Statik des Sandes zu gewinnen. Von 
allgemeineren Ausdrücken für die Druckkräfte ausgehend, gewinnt der 
genannte Forscher durch Speeialisirung die besonderen Formeln für die 
verschiedenen Klassen von Körpern und bringt so die Statik des Sandes 
in eine nahe und innige Beziehung zur Hydrostatik und zur Lehre vom 
Gleichgewicht elastischer Körper. 

Es ist fast selbstverständlich, dass von Alters her Versuche über 
den Druck von Sand gemacht worden sind. In welchen Beziehungen die 
Ergebnisse dieser Versuche zu den theoretischen Resultaten stehen, nach 
welcher Richtung hin sie vielleicht noch als lückenhaft zu betrachten 
sind und anderes in Bezug auf die experimentelle Seite der Frage, soll 
im Schlusscapitel unserer Abhandlung erörtert werden. 


1. 


Die Vorläufer der Coulomb’schen Theorie, das Coulomb’sche Prineip und 
die graphisch-geometrische Druckbestimmung Poncelet’s. 


$ 1. Fast ohne Ausnahme nehmen die Bearbeiter der Erddruck- 
theorie die Thatsache zum Ausgangspunkt ihrer Betrachtungen, dass man 
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erdige oder sandige Substanzen bis zu einer gewissen Böschung auf- 
schütten kann, dass aber bei dem Versuche, den Sand steiler aufzuschütten, 
ein Abrollen desselben eintritt. Das am nächsten liegende und einfachste war 
es offenbar, den Widerstand, welchen standfeste Mauern diesem Abrollen ent- 
gegensetzen, ähnlich zu behandeln, wie die Kraft, welche das Gleiten eines 
starren Körpers auf einer schiefen Ebene hindert. In der That beruhen 
auch die ältesten Erddrucktheorien auf diesem Gedanken. Sei es nun, dass 
man das Prisma, welches von der zunächst als senkrecht angesehenen 
hinteren Fläche der Mauer und der natürlichen Böschung begrenzt ist, 
als Ganzes behandelt, sei es dass man dasselbe durch Ebenen, die der 
natürlichen Böschungsebene parallel sind, in Schichten zerlegt, immer 
kommt es darauf hinaus, das Gewicht des Prismas in zwei Componenten 
zu zerlegen, von denen die eine der Böschungsebene parallel ist und die 
andere senkrecht zu ihr steht. Die erstere giebt dann den Druck der 
Erde gegen die Mauer. 

Offenbar trägt das Verfahren, bei welchem das Prisma in Schichten 
zerlegt wird, weiter, indem dasselbe nicht nur den Gesamtdruck, sondern 
auch seine Verteilung über die Mauer liefert. Namentlich erlaubt diese 
Methode einen sicheren Schluss in Bezug auf diejenige Grösse, um welche 
es sich bei der Stabilitätsuntersuchung vor allem handelt, nämlich in Be- 
zug auf das Moment für die vordere Kante der Mauer. 

Zwar ‘gelangen auch diejenigen zu dieser Grösse, welche das ganze 
Prisma betrachten, aber doch nur vermittelst einer willkürlichen Annahme, 
welche bloss zufällig zu demselben Resultat führt, wie das eben geschil- 
derte Verfahren. Hier wird das Gewicht des ganzen Prismas im Schwer- 
punkt vereinigt und dann in zwei Componenten zerlegt, d. h. man nimmt 
an, dass sich die drei Kräfte, welche auf das Prisma wirken, im Schwer- 
punkte treffen müssen, während in Wirklichkeit doch nur erforderlich ist, 
dass sie sich in irgend einem Punkte schneiden; man kann also mit 
Grund nicht mehr angeben, als dass sich die Reactionen der Mauer und 
des stehen bleibenden Erdreichs auf einer Verticalen durch den Schwer- 
punkt des Prismas schneiden müssen. 

Wir finden diese Auffassung bei den Architekten Bullet*) und 
Rondelet”*). Nach Mayniel***) findet sich dieselbe Lehre in ver- 


*) Traite d’architecture pratique, 1691. 
*") Traite theorique et pratique de l’art de bätir. 
“=, Traite experimental, analytique et pratique de la poussee des terres 
et des murs de rev&tement. Paris 1808. 4°, 
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schiedenen Denkschriften des „depöt des fortifications“; es werden ange- 
führt Sallonnyer und Blaveau (vom Jahre 1767) sowie Tersac de 
Montlong (1774). In Deutschland hat sich diese Lehre lange erhalten, 
auch nachdem man schon bei weitem rationellere Theorien besass. 
Wir erwähnen zum Beweise dieser Behauptung Kästner”), Graf v. 
Kinsky**), Vossmann*”**), Maschekf) u.a. Sonstige Anhänger dieser 
Lehre sind A. M. Lorgnaff), Ypeyrff), von Clasen*f). 

$ 2. Eine schwache Seite der im vorhergehenden Paragraphen dar- 
gelegten Theorie ist offenbar die, dass der Druck des Erdreichs gegen 
die Mauer parallel der Böschungsebene, also völlig unabhängig von der 
Beschaffenheit der Mauer sein soll. Je glatter die Mauer ist, um so geringer 
wird aber die Neigung des Druckes zur Normale sein müssen, oder an- 
ders gesprochen auf die Druckneigung ist die gegenseitige Reibung des 
Erdreichs und Mauerwerks von Einfluss. Will man diese vernachlässigen, 
so muss die Druckrichtung senkrecht zur Mauer genommen werden. So 
gelangt man zu einer Druckbestimmung, bei welcher das Gewicht des 
Prismas in zwei Componenten senkrecht zur Mauer und zur Böschungs- 


ebene zerlegt wird. 





*) Vergl. Woltmann, Beyträge zur hydraulischen Architektur Bd. III 
g. 146ffl. Göttingen 1794. 

**) Graf von Kinsky, Vom Druck der Erde auf Futtermauern. Abh. 
einer privaten Gesellschaft in Böhmen, Bd. III, und auch Böhm’s Magazin für 
Ingenieurs und Artilleristen Bd. XII p. 127ff. Frankfurt und Leipzig 1795. 


*=) J. H. Vossmann, Handbuch für Ingenieurs und Bauleute über die 


reine Theorie des Drucks der Erde bei allerlei Mauern an Festungswerken, 
Weinbergen, Heerstrassen. 8°. Mannheim 1804. 
7) F.J.Maschek, Theorie der menschlichen und thierischen Kräfte. 

Mit einem Anhange über den Erdendruck und die Strebepfeiler. Prag 1842. 8°. 

ir) Anton MariaLorgna, Tentativo fiscio-meccanico sulla resistenza 
muri contro la spinta de terreni. Atti di Siena T. II p. 155 ff., Böhm’s Mag. 
f. Ing. u. Artill. Bd. IV p. 119—162. Giessen 1778. 

tr) N. Ypey, Verhandeling over de Profilen der Muuren. Verhandeling 
der Haarlemsche Maatshappy. 6 D. 2 St. p. 516—542, deutsch in Böhm’s Mag. 
f. Ing. u. Artill. Giessen 1778, p. 95>—118. 

*7) von Clasen, Allgemeine Berechnung der Stärke der Futtermauern 
gegen den Druck der Erde, Böhm’s Mae. f. Ing. u. Artill. Bd. V, Giessen 1779. 
— — Beweis, dass der Druck der Erde gegen eine lothrechte Mauer gleich 
seye dem Druck des Wassers gegen eben dieselbe Fläche, Böhm’s Mag. f. Ing. 
u. Artill. Bd. VII p. 199— 204. Giessen 1781. 

— — Fortsetzung des Gedankens des Herrn Gerlach im Anhange der me- 
chanischen Weisheit p. 29 V. Stück. Böhm’s Mag. f. Ing. u. Artill. Bd. VII 
p. 205—227. Giessen 1781. 
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Man überzeugt sich leicht, dass bei dieser Theorie der Druck des 
Erdreiches gegen die Futtermauer unabhängig von dem Böschungswinkel 
der Substanz und gleich dem Druck wird, welchen eine Flüssigkeit von 
gleichem specifischen Gewicht wie das Erdreich ausüben würde. Bei der 
Bestimmung des Momentes macht sich hier ein Unterschied geltend, je nach- 
dem man die Sandmasse in Schichten zerlegt, oder ob man die ganze Masse 
des Prismas sich im Schwerpunkt vereinigt denkt und dann das Gewicht in 
die beiden Componenten zerlegt. Nach der letzteren Betrachtungsweise 
greift der Druck im unteren Endpunkt des oberen Drittels an, während 
nach der anderen mehr rationellen Betrachtungsweise, genau wie bei 
Flüssigkeiten, der obere Endpunkt des unteren Drittels sich ergiebt*). 

8 3. Dass die Ergebnisse der vorstehend gekennzeichneten Theorie 
so vollkommen mit den Gesetzen der Hydrostatik übereinstimmen, hat 
seinen Grund in der willkürlichen Annahme, dass der Druck längs der 
Trennungsfläche des Erdreichs auf derselben senkrecht stehe. Den ersten 
Versuch, sich einen Einblick in die hier obwaltenden Verhältnisse zu ver- 
schaffen, hat Couplet**) gemacht. Der Theorie wird die Auffassung 
zu Grunde gelegt, dass der Sand aus gleich grossen Kugeln bestehe, die 
in gewisser, nach unserer Auffassung willkürlich angenommener Weise 
regelmässig aufgeschichtet sind. Jedes einzelne Korn ruht dabei auf 
drei anderen, mit welchen es ein regelmässiges Tetraeder bestimmt. 
Hieraus wird zunächst theoretisch die Böschung abgeleitet. Wenn nun 
eine glatte Wand vor dem Sande aufgestellt ist, so werden die un- 
mittelbar hinter derselben befindlichen Sandkörner anders gestützt als 
die im Innern befindlichen. Daraus leitet Couplet dann ab, dass das 
von der Wand und der Böschungsebene eingeschlossene Sandgewicht in 


*) Mayniel führt in seinem schon genannten Werke diese Entwicke- 
lung unter dem Titel „Theorie de divers ingenieurs“ auf. 

Zu nennen sind hier auch die schon eitirten Abhandlungen des dänischen 
Obersten von Clasen, welcher, wie die Titel (vergl. oben S. 80) zeigen, zu 
dem Resultat gelangt, dass der Erddruck gleich dem Wasserdruck ist. Jedoch 
geht aus der einen Ableitungsweise, bei welcher der Erddruck im unteren 
Endpunkt des oberen Drittels angreifend gedacht wird, nur hervor, dass die 
Momente einander gleich sind, während das andere Verfahren eine grosse An- 
zahl von inneren Widersprüchen enthält. Besonders fehlerhaft ist die Aus- 
dehnung auf überhöhtes Erdreich in der Fortsetzung des Gedankens des Herrn 
von Gerlach im Anhange zur mechanischen Weisheit, Böhm’s Mag. Bd. VI. 

=») Couplet, De la poussde des terres contre leurs revestements et la 
force qu’on leur doit opposer. Histoire de l!’academie royale des sciences. Annees 
MDCCXXVI, MDCCXXVIL, MDCCXXVIN Paris. 
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zwei Componenten zu zerlegen ist, von denen die eine, der Erddruck, 
zur Mauer senkrecht steht, während die andere, die Reaction der beiden 
Bestandteile des Erdreichs, eine von der Böschung abhängige Richtung 
hat, welche aber nicht auf der Böschungsebene senkrecht steht. Da 
Couplet sich das Prisma im Schwerpunkt vereinigt denkt, so greift 
nach ihm der Erddruck in % der Mauerhöhe an. Man überzeugt sich 
übrigens leicht, dass Couplet bei consequenter Durchführung auf 4 der 
Höhe geführt worden wäre. 

So interessant und im Grunde auch der Natur der Sache ange- 
messen der Versuch Couplet’s ist, blieb er für die Entwicklung der 
Erddrucktheorie ohne Folgen, wohl hauptsächlich deswegen, weil bei Be- 
rücksichtigung der natürlichen Verhältnisse, als da sind: unregelmässige 
Gestalt der einzelnen Sandkörner, Verschiedenheit ihrer Grösse und Un- 
regelmässigkeit der Schichtung, eine mathematische Verfolgung des Pro- 
blems ziemlich aussichtslos erscheint. Ein Resultat der Couplet’schen 
Theorie ist aber für die Folge von wesentlicher Bedeutung geblieben; es 
ist das die Erkenntnis, dass der Druck an der Trennungsfläche nicht auf 
letzterer senkrecht steht, dass sich an der Trennungsfläche auch tangentiale 
widerstehende Kräfte geltend machen. 

$4. Mit Berücksichtigung dieser widerstehenden Kräfte, welche 
man bald als Folge der Cohäsion und Reibung anzusehen lernt, ist dann 
zunächst in recht willkürlicher Weise eine Bestimmung des Erddrucks 
versucht. DBelidor*) und nach ihm Papacino d’Antonj”*), Trin-. 
cano*"*) und anderer) bestimmen den Erddruck nach der im $ 2 ge- 
schilderten Weise und nehmen dann in Rücksicht auf die Reibung nur 
einen gewissen Bruchteil desselben. In derselben Weise berücksichtigt 
die Reibung N. Fussff), welcher aber das Gewicht des Prismas in zwei 





*) Belidor, La science des ingenieurs dans la conduite des travaux 
de fortification et d’architeeture eivile, Paris 1729. 4°. 

**) Papacino d’Antonj, Dell’ architettura militare per le regie scuole 
teoriche d’artiglieria et fortificazione, Torino 1778. 8°, 

*=®#) Trincano, El&mens de fortifieation et de l’attaque et de la defense 
des places, Paris 1786. 8°. Bd.I p. 305 u. ff. 

7) Ueber die Futtermauern der Festungswerke. Archiv für die Off. der 
Königl. Preuss. Artill.- u. Ing.-Corps, Jahrgang VII Bd. 13 p. 225 u. ff. Berlin, 
Posen, Bromberg 1841. 

rt) N. Fuss, Examen theoretique des revetements A dos incline et des 
revetements & assises inclinees, proposes par quelques auteurs de fortifi- 
cation. Nov. act. Ac. scient. imp. Pertropolitanae T. XIII (1795 u. 1796) p. 80 
bis 100, Petrop. MDCCCXXVI. 4°. 
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Componenten senkrecht und parallel der Gleitfläche zerlegt. Jedoch lässt 
sich hier das Verfahren auf etwas rationellere Weise rechtfertigen, wenn 
man auf die an der Gleitfläche stattfindende Reibung die Gesetze an- 
wenden will, welche für die Reibung fester Körper gelten. Bei einem 
bestimmten Böschungswinkel « (45°, wie von den älteren Autoren meist 
für alle Erdarten angenommen wird) stehen die beiden Componenten 
parallel und normal zur Böschungsebene in einem bestimmten Verhält- 
nis; wird nun die durch den Druck auf die Böschungsebene hervorge- 
rufene Reibung gleich einem bestimmten Bruchteil desselben gesetzt, so 
wird sie auch ein Bruchteil der Paralleleomponente sein. Man wird also 
von letzterer einen bestimmten Bruchteil zu subtrahiren haben, um zum 
Erddruck zu gelangen. Der Angriffspunkt kommt bei dieser Auffassung 
in dem oberen Endpunkt des unteren Drittels zu liegen. Dass diese 
Theorie auch sonst Vertreter hat, geht aus Mayniel’s*) Bericht hervor, 
welcher auf Seite 61 seines Werkes über eine derartige von einem Ano- 
nymus herrührende Theorie im „depöt des fortifications“ berichtet. Auch 
Gauthey”**) ist ein Vertreter dieser Anschauung. 

Bei der im Grunde rationelleren Auffassung, dass der Druck der 
Erde nicht gerade die Richtung der Böschungsebene habe, sondern eine 
durch die Reibung des Erdreichs an dem Mauerwerk bedingte Richtung 
besitzt, lässt sich natürlich die Reibung an der Trennungsebene auch in 
rationellerer Weise berücksichtigen, als bei den oben geschilderten Theorien. 
Das Prisma des Erdreichs wird durch zwei Kräfte gegen die Böschungs- 
ebene gedrückt, nämlich durch das Eigengewicht und durch den wenig- 
stens der Richtung nach bekannt vorausgesetzten Widerstand der Mauer 
gegen den Erddruck. Beide liefern eine zur Böschungsebene normal 
gerichtete und eine parallel gerichtete Componente. Eine Gleichung zur 
Bestimmung des Erddrucks erhielte man dann aus der Bedingung, dass 
die durch die Summe der Normalcomponenten hervorgerufene Reibung 
hinreichen muss, dem Ueberschuss der abwärts gerichteten Paralleleom- 
ponente des Eigengewichtes über die aufwärts gerichtete Componente des 
Widerstandes das Gleichgewicht zu halten. 

8 5. Die am Schlusse des vorhergehenden Paragraphen wiedergege- 
bene Ueberlegung ist zuerst von Coulomb***) auf die Theorie des Erd- 


*) Mayniell.c. p. 61. 
**) Gauthey, Memoire sur l’epaisseur que l’on doit donner aux murs 
de soutenement. Nouv. Mem. de Dijon 1784, Il p. 28 et 1785, Ip.1. Dijon. 8°. 
*#*) Goulomb, Essai sur une application des regles de maximis et mini- 
mis & quelques probl&mes de statique relatifs a l’architecture. Mem. de mathe- 
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drucks angewendet worden. Sie stellt nur einen verhältnismässig kleinen 
Teil der Verdienste dar, welche sich der genannte Forscher um die 
Erddruckstheorie erworben hat. 

Zunächst hat Coulomb als der erste die wahre Natur des Problems 
der Erddruckbestimmung als eine Bestimmung von zwei Grenzwerten 
erkannt, zwischen denen der wirkliche von der besonderen Beschaffenheit, 
namentlich der Bewegungsfähigkeit der Mauer und den sonstigen auf die 
Wand wirkenden Kräften abhängige Druck der Erde selbst liegt. Ist 
die Resultante der Kräfte, welche die Mauer gegen den Erddruck im Gleich- 
gewicht halten sollen, zu schwach, so wird an einer gewissen Fläche im 
Innern des Erdreichs die Reibung und Cohäsion erschöpft, es tritt ein 
Bruch ein, die Mauer giebt nach. Ist hingegen die erwähnte Resultante 
zu stark, so wird die Mauer in das Innere getrieben. Auch hier wird 
längs einer gewissen Fläche die Reibung überwunden, und es tritt eben- 
falls ein Bruch ein. h 

So lange man nur den einen Fall ins Auge fasste, dass die Mauer 
in Gefahr sei, durch die Sandmasse verdrängt zu werden, lag es nahe, 
die durch den Fuss der Mauer gehende Böschungsebene als Trennungs- 
oder Gleitfläche zu betrachten. Zog man aber auch den entgegenge- 
setzten Grenzfall in Betracht, so musste schon die Ueberlegung, dass in 
beiden Fällen nicht an denselben Stellen die Trennung eintreten werde, 
zu einer Kritik dieser Annahme führen. So steht es denn im unmittel- 
baren Zusammenhang mit der Fragestellung Coulomb’s, dass er die 
Trennungsfläche nicht von vorn herein willkürlich annahm, sondern ihre 
Bestimmung zum Hauptziel seiner Deduction machte. Nur eine An- 
nahme behält Coulomb im Interesse der Einfachheit bei, nämlich die, 
dass die Gleitfläche eine durch die hintere Kante des Mauerfusses ge- 
legte Ebene sei. 

Coulomb bestimmt zunächst die horizontalen Kräfte A und A’, 
von denen die eine gerade noch hinreicht, einen Körper am Abgleiten 
auf einer rauhen schiefen Ebene zu hindern, während die andere gerade 
so gross ist, als sie noch sein darf, ohne den Körper die schiefe Ebene 
hinauf zu schieben. Der Körper (Fig. 1) sei ein dreiseitiges Prisma von 
der Länge eins, mit der einen Seite ruhe dasselbe auf der schiefen Ebene, 
die eine der beiden anderen Seiten sei horizontal (Breite x), die dritte Seite 





matique et de physique presentes a l’Acad. Royale des sciences par divers 
savants. T. VII Annee 1773. Paris 1776. 4%. Auch abgedruckt in Cou- 
lomb’s „Theorie des machines simples“. Paris 1821. 4%. p.318 u. ff. 
Deutsch in Böhm’s Mag. Bd. V. 1779. 
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vertical (Höhe gleich a). Das Gewicht = = ax hat dann parallel und 


normal zu der Seite, auf welcher das Prisma ruht, die Componenten 


"sah und tn. = 
Va’+x’ Var 2 
Die Kraft A hat die beiden Componenten 


A A 
EEE und a 


Var x? Varızi 
Demnach übt das Prisma auf seine Unterlage eine Kraft aus, deren 








Normalcomponente gleich 
ox—-Aa 
Ver® 
ist, während die abwärts gerichtete Tangentialceomponente gleich 
wa—Ax 
ist. Im Falle des Gleichgewichts, wie wir ihn zu betrachten haben, 
wird dieser nun gerade durch die Reibung und durch die Adhäsion, 
welche an der schiefen Ebene stattfindet, das Gleichgewicht gehalten. 
Die Adhäsion ist proportional der Länge der schiefen Ebene und gleich 
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öya’+x’, die Reibung ist ein Bruchteil Sa des Normaldrucks. Dem- 
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nach haben wir für A die Gleichung 
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In ähnlicher Weise ergiebt sich für die obere Grenze A’: 
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Durch diese beiden Ausdrücke sind nun aber auch zwei Grenzen für 
die Kraft E gefunden, welche eine Mauer von der Höhe a und Erd- 
reich vom specifischen Gewicht g auf einander ausüben können. Ist E 
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so beschaffen, dass es innerhalb der beiden Grenzen für jeden beliebigen 
Wert x liegt, so herrscht offenbar Gleichgewicht, weil ja dann an keiner 
der geneigten Ebenen die Reibung und Cohäsion völlig erschöpft wird. 
Wenn es aber solche Werte x giebt, für welche E nicht mehr in 
den zugehörigen Grenzen liegt, so ist Gleichgewicht nicht mehr möglich. 
Demnach erhalten wir die untere Grenze für E, indem wir A zu einem 
Maximum machen, und die obere Grenze, indem wir x so wählen, dass 
A’ ein Minimum wird. 

Für die untere Grenze, welche Coulomb als die wichtigere allein in 
Frage zieht, ergiebt sich 


(+4) 
x a . 
n n 
Mit diesem Ausdruck, welcher von ö unabhängig ist, erhält Coulomb 


den zugehörigen Wert 
A = ma’—öla, 


1 
in welchem m und 1 lediglich Functionen von — sind, die Coulomb 
n 


selbst nicht genauer bestimmt. 

86. Das soeben im Anschluss an Coulomb entwickelte Princip 
für die Bestimmung des Erddrucks hat in der Folge den Namen des 
Prineips vom Prisma des grössten Druckes erhalten. Dieser Name er- 
scheint namentlich darum nicht glücklich gewählt, weil er leicht zu der 
unrichtigen Vorstellung Anlass geben kann und in der Folge auch wirk- 
lich Anlass gegeben hat, als ob die einzelnen Prismen, welche man 
durch verschiedene Ebenen von dem Erdkörper trennen kann, besondere 
von einander verschiedene Drucke auf die Mauer ausübten, von denen 
dann einer der grösste ist. Das ist natürlich unrichtig; denn für jedes 
Prisma ist offenbar der Druck gleich dem Widerstand der Mauer, und 
dieser muss ja naturgemäss von der Wahl des Prismas unabhängig sein. 
Wohl aber ändert sich der Widerstand, den die einzelnen Prismen erfor- 
dern, wenn sie nicht abgleiten sollen, und dieser erforderliche Wider- 
stand ist es eben, dessen Maximum die untere Grenze für die zwischen 
Mauer und Erdreich wirkende Kraft oder kürzer den unteren Grenzwert 
des Erddrucks liefert. 

Zwar spricht auch Coulomb schon von einem Prisma des grössten 
Druckes. Aus dem ganzen Zusammenhang geht aber unzweifelhaft hervor, 
dass er sich dieses Ausdrucks nur im Interesse der Kürze und um weit- 
schweifige Wiederholungen zu vermeiden bedient. Nicht einmal, sondern 
an verschiedenen Stellen spricht er deutlich aus, was gemeint ist: ein 
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Prisma, welches den grössten Widerstand erfordert, wenn es am Ab- 
gleiten gehindert werden soll. 

Wenn Winkler”) und Rebhann**) trotzdem einem Coulomb 
die oben gerügte ungereimte Ansicht vorwerfen, so ist das ein weiterer 
Beleg für die durch andere Umstände leicht zu beweisende Thatsache, dass 
sie beide die fundamentale Abhandlung Coulomb’s nicht gekannt haben. 
Wie hätte wohl sonst Rebhann seine Deduction, die im Grunde mit 
derjenigen Coulomb’s übereinstimmt, als neu bezeichnen können? Wenn 
aber noch ein Zweifel über die Richtigkeit unserer Behauptung bestehen 
könnte, so wird derselbe hinfällig durch den Hinweis auf folgende Worte 
in Rebhann’s Buch [$ 14 p. 45 Z. 11 v. u.]: „Im Jahre 1773 hatte 
er (nämlich Coulomb) seine Untersuchungen hierüber unter dem Titel 
„Memoires des savans etrangers* der Academie des sciences vorgelegt“. 
Dass auch Winkler nicht das Original benutzt haben kann, folgt zu- 
nächst daraus, dass er die Schlüsse Rebhann’s als richtig anerkennt, 
während er diejenigen Coulomb’s als nicht vollständig klar bezeichnet. 
Bei Winkler lässt sich nun aber noch aus einigen Aeusserungen auf 
die Quelle schliessen, aus welcher er geschöpft hat. Er sagt auf 8. 64 


Z.10 v.o.: „Setzt man’den Reibungscoefficienten = |Coulomb setzt 
1 “ 
ihn = +) „ und auf 8.65 Z.1 v.o.: „Der entsprechende Druck ergiebt 


sich zu P=A.h’— Bch, wenn man zur Abkürzung 


A—=4y—f+Y1+P), B=2%—f+YVI+R) 
setzt (Coulomb’s Ausdrücke sind indes complieirter).“ In Wahrheit 


1 | 
nennt Coulomb den Reibungscoeffieienten —, und die Grössen A und B 
n 


berechnet er überhaupt nicht näher. 

Beides trifft auf das Original also nicht zu, wohl aber auf einen Be- 
richt, welchen Martony von Köszegh”*”*) unter dem Namen eines „Aus- 
zuges* über Coulomb’s Theorie giebt. Bezüglich dieses Berichtes sind 
dann auch die Einwände von Winkler und Rebhann berechtigt. 





*) E. Winkler, Neue Theorie des Erddrucks nebst einer Geschichte 
der Theorie des Erddrucks und der hierüber angestellten Versuche. Wien 
1872. R.v. Waldheim. 8°. 

*") G. Rebhann, Theorie des Erddrucks und der Futtermauern mit be- 
sonderer Rücksicht auf das Bauwesen. Wien 1871. C. Gerold’s Sohn. 8°, 

==) 6, Martony de Köszegh, Versuche über den Seitendruck der Erde, 
verbunden mit einer theoretischen Abhandlung über diesen Gegenstand nach 
Coulomb und Francais, nebst einer Nachweisung älterer Versuche dieser 
Art. Wien 1828, 4°. 
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87. Ueber zwanzig Jahre hat es gedauert, bis die Prineipien 
Coulomb’s diejenige Anerkennung fanden, welche sie ihrer Bedeutung 
nach verdienten. Trotz der hervorragenden Stelle, an welcher sie ver- 
öffentlicht wurden, scheinen sie zunächst nur wenig bekannt geworden 
zu sein. $8o erwähnt z. B. der Referent der Jury zur Beurteilung der 
Lösungen einer von der Petersburger Akademie für Ende 1793 gestellten 
Preisaufgabe über den in Frage stehenden Gegenstand, N. Fuss, weder 
in seinem Bericht noch in der schon eitirten Abhandlung von 1796 die 
Abhandlung Coulomb’s. 

In Deutschland scheinen Ideen, welche mit denjenigen Coulomb’s 
verwandt sind, noch am ehesten Anklang gefunden zu haben. Z. B. 
giebt ein Hauptmann von Zach in einem Anhange zur zweiten Auflage*) 
der Abhandlung des Grafen von Kinsky Entwickelungen, welche starke 
Anklänge an die Untersuchung Coulomb’s enthalten. Er berichtet, dass 
Graf von Kinsky schon vor 1776, dem Jahre, in welchem die erste 
Auflage der genannten Abhandlung erschien, im Besitze desselben gewesen 
sei, und wohl nur aus praktischen Gründen den von ihm betretenen 
Weg dem eben bezeichneten, mathematisch eleganteren vorgezogen habe. 
Freilich sind die grundlegenden Gedanken nicht frei von Unklarheiten, 
und die mathematische Entwickelung mit einigen Irrtümern behaftet, so 
dass das Resultat für die Bestimmung des Erddrucks nicht von wesent- 
licher Bedeutung ist. 2 

Glücklicher ist der in Fachkreisen bekannte Architekt und Hydrau- 
liker R.Woltmann**), dessen Methode der Erddruckbestimmung, abgesehen 
davon, dass die Cohäsion nicht berücksichtigt wird, mit derjenigen Cou- 
lomb’s übereinstimmt und die letztere sogar an äusserer Eleganz über- 
trifft, indem Woltmann an Stelle des Reibungscoefficienten den Rei- 
bungswinkel von Sand auf Sand einführt. Die Begründung allerdings 
bleibt an Klarheit und überzeugender Kraft weit hinter der des fran- 
zösischen Gelehrten zurück. Was das Schlimmste ist, Woltmann ist 
von der Richtigkeit seiner ersten Theorie so wenig überzeugt, dass er 
ihr eine zweite folgen lässt. So hat er zwei verschiedene Methoden der 
Erddruckbestimmung, zwischen denen er sich auf theoretischem Wege 
nicht zu entscheiden vermag. 


*) F.J. Graf Kinsky, Abhandlung vom Druck der Erde auf Futter- 
mauern nebst einem Anhange vom Abrollen der Erde von v. Zach. Wien 
17832 1.80 

”) Woltmann, Beyträge zur hydraulischen Architektur. Bd. III, Göttin- 
gen 1794 nnd Bd. IV, 1799. 8°. 
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Wie oben geschildert wurde, sind es im wesentlichen zwei Grund- 
anschauungen, von denen die Bearbeiter der Erddrucktheorie bei ihren 
Entwickelungen ausgehen. Die einen betrachten das Prisma, welches im 
Grenzfall in Gefahr steht abzustürzen, als einen Körper, der auf einer 
schiefen Ebene ruht und durch eine der letzteren parallele Kraft gestützt 
wird, die anderen betrachten dieses Prisma als einen zwischen der Mauer 
und der Gleitfläche ruhenden Keil. Coulomb brachte die auf der letz- 
teren Anschauung beruhende Theorie, welche er nach unserer Meinung 
mit gutem Grund als die allein berechtigte ansah, zu einem gewissen 
Abschluss. Woltmann, wohl hauptsächlich unter dem Einfluss Kästner’s, 
der sich ja seiner Zeit eines bedeutenden Ansehens erfreute, hielt die 
erste Anschauung für gleichberechtigt mit der zweiten. So machte er 
denn den Versuch, auch auf die erste Anschauung das Verfahren anzu- 
wenden, welches ihn bei der zweiten zum Ziel geführt hatte. 

Das Gewicht des Prismas wird in zwei Componenten zerlegt, von 
denen die eine zu der vorläufig unbekannten Gleitfläche parallel, die an- 
dere senkrecht zu ihr ist. Die durch die letztere hervorgerufene Reibung 
wird von der ersteren subtrahirt, und dann die übrig bleibende Kraft in 
eine verticale und eine horizontale Componente zerlegt. Die unbekannte 
Neigung der Gleitfläche wird dann mit einfacher Uebertragung des bei 
der anderen Theorie befolgten Verfahrens durch die Forderung bestimmt, 
dass die horizontale Componente ein Maximum wird. Das Maximum selbst 
soll dann der gesuchte Seitendruck der Erde sein. 

Wenn sich nun auch Woltmann, um die Forderung des Maximums 
zu rechtfertigen, auf die bei der ersten Theorie vorgebrachten Gründe 
beruft, so erscheint dennoch die Uebertragung der genannten Forderung 
rein willkürlich und äusserlich. Bei der Grundanschauung, von welcher 
die Coulomb’sche und die erste Woltmann’sche Theorie ausgehen, 
wird die Richtung des Widerstandes von vorn herein festgelegt, man hat 
nicht nötig, dieselbe zu ändern, indem man für alle Ebenen die Möglich- 
keit erörtert, dass an ihnen die widerstehenden Kräfte zur Aufrechterhal- 
tung des Gleichgewichtes völlig aufgebraucht werden. In Folge dessen 
führt diese Erörterung hier zu Bedingungen, welche mit einander ver- 
einbar sind. Dagegen gehört bei der anderen Grundanschauung zu jeder 
Gleitfläche eine besondere ihr parallele Richtung des Druckes. Das Ein- 
zige, was man also bei dieser Auffassung durch die Coulomb’sche 
Schlussweise erreichen könnte, wäre der Schluss, dass, wenn die Gleit- 
fläche und mit ihr der Widerstand der Mauer eine gewisse Richtung 
habe, die Grösse des Widerstandes eine gewisse von der Richtung ab- 
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hängige untere Grenze überschreiten müsse. Warum nun gerade die- 
jenige Fläche die richtige Gleitfläche sein soll, bei welcher die Horizon- 
talcomponente ein Maximum ist, das ist schwer einzusehen. Selbst wenn 
man seine Zuflucht zu dem teleologischen Argument nähme, vermittelst 
dessen ein holländischer Ingenieur ©. L. Brünings*) die Begründung der 
Coulomb’schen Theorie zu verbessern geglaubt hat, würde man viel- 
leicht zu der Ueberzeugung gelangen, dass irgend etwas ein Maximum 
wird, schwerlich aber dazu, dass dieses etwas gerade die Horizontalcom- 
ponente sein müsse. 

Das Einzige, was sich vielleicht zu Gunsten dieser später von 
Hagen”**") und ganz neuerdings von Skibinski”*”) wieder aufgenom- 
menen Theorie vorbringen liesse, ist praktischer Natur. Stellt man sich auf 
den Boden der in Frage kommenden Grundanschauung, so kann man, um 
die soeben beschriebene Bestimmung des Erddrucks wenigstens für prak- 
tische Zwecke zu rechtfertigen, etwa folgendermassen schliessen. Wenn 
eine Mauer gegen eine Verschiebung gesichert sein soll, so muss sie min- 
destens einen horizontalen Druck aushalten können, der sich berechnen 
lässt, sobald die Gleitfläche bekannt ist. Ist das nicht der Fall, so muss 
man natürlich die ungünstigste Annahme machen, d. h. man muss sie so 
wählen, dass die Horizontalceomponente ein Maximum wird. Dass aber 
durch eine solche Ueberlegung nichts über die wirkliche Lage der Gleit- 
fläche ausgemacht wird, liegt auf der Hand. Dazu kommt noch eins: 
es ist nicht allein eine Verschiebung der Mauer nach vorn, sondern viel- 
mehr eine Drehung um die vordere Kante ihres Fusses zu befürchten. 
Stellt man nun in Bezug auf diesen Fall eine ähnliche Ueberlegung an 
wie vorher, so gelangt man dazu, die Gleitfläche so zu wählen, dass das 
Moment des Erddrucks in Bezug auf die in Frage stehende Kante ein 


*) Vergl. den im vierten Bande der Woltmann’schen Beyträge abge- 
druckten Brief von C.L. Brünings. Die Schrift „Verhandeling over de zyde- 
lingsche drukking der Aarde, en de hiernaar te regelen afmetingen der muu- 
ren“ aus dem Jahre 1803 war mir leider nicht zugänglich. 

“"») Untersuchung über den Druck und die Reibung des Sandes. Annalen 
der Physik und Chemie von Poggendorff, Bd. XXVII, 1853 p. 17—48, 
297 — 823. 

Handbuch der Wasserbaukunst, Teil II Bd. I, 1853. 

Ueber den Seitendruck der Erde. Abh. der Berl. Akademie, 1871. 

*#*) Skibinski, Theorie des Erddrucks auf Grund der neueren Versuche. 
Zeitschrift des oesterreichischen Ing.- und Architekten-Vereins XXXVII, p. 69, 
1885; vergl. die Kritik von Brik in der Wochenschrift desselben Vereins, 
Bd. XI. 
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Maximum wird. Welches die Mängel einer auf dieser Forderung aufge- 
bauten Erddrucktheorie, wie sie von J. Curie*) ausgebildet ist, sein 
würden, liegt nach dem Vorhergehenden auf der Hand und braucht daher 
hier nicht besonders ausgeführt zu werden. 

8 8. Wie nicht anders zu erwarten, wurde die Coulomb’sche 
Theorie, nachdem sie erst allgemeiner bekannt geworden war, auch die 
herrschende. Von Beginn unseres Jahrhunderts ab besteht demgemäss 
die Entwickelung der Erddrucktheorie zunächst in einer Anwendung der 
von Coulomb für den einfachsten Fall ebenen, horizontalen Geländes 
und glatter, verticaler Hinterseite der Mauer abgeleiteten Prineipien auf 
die verwickelteren Fälle der technischen Praxis. 

Schon Coulomb hatte seine Theorie auf den Fall eines durch eine 
Einzellast beschwerten Erdreichs ausgedehnt. Ausserdem hat er den 
Einfluss einer zwischen dem Mauerwerk und dem Erdreich stattfindenden 
Reibung in Rechnung gebracht. Die Methode bleibt im wesentlichen 
dieselbe. Der einzige Einwand, welcher sich unserer Meinung nach gegen 
die vorgenommene Berücksichtigung der auf dem Erdreich ruhenden Ein- 
zellast geltend machen liesse, wäre wohl der, dass die Voraussetzung 
ebener Gleitflächen hier weniger gerechtfertigt erscheint als beim unbe- 
lasteten Erdreich. 

Dem Einfluss der an der Wand stattfindenden Reibung trägt Cou- 
lomb durch die Annahme Rechnung, dass der Erddruck nicht mehr 
senkrecht zur Wand steht, sondern eine nach unten gerichtete tangentiale 
Componente besitzt, welche ein bestimmter Bruchteil der Normalcompo- 
nente ist. Das Verfahren ist dasselbe wie früher. Es wird zunächst 
unter Voraussetzung des angegebenen Verhältnisses der beiden CGompo- 
nenten der Widerstand berechnet, welcher erforderlich ist, um ein Gleiten 
auf einer beliebig angenommenen Fläche zu verhindern. Dann wird die 
Gleitfläche so bestimmt, dass die horizontal gerichtete Normalcomponente 
ein Maximum wird. Da die tangentiale Componente in einem von vorn 
herein angenommenen Verhältnis zur letzteren steht, so wird damit auch 
der ganze Widerstand zu einem Maximum. 


*) J. Curie, Nouvelle theorie de la poussee des terres et de la stabilite 
des revetements. Paris, Gauthier-Villars. 1870. 8°. 
— —, Sur la theorie de la poussee des terres. Comptes rendus des seances 
de l’academie des seiences, LXXI, 1871, p. 366--869. 
de Saint-Venant, Examen d’un essai de theorie de la poussee des 
terres contre les murs destines a les soutenir. ©. R. LXXVII, 235— 241. 
J. Curie, Sur la poussee des terres. C. R. LXXVII 1875, 778—781. 
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Der nächste Schritt in der Entwickelung der Erddrucktheorie be- 
steht darin, dass die Hinterfläche der Mauer geneigt angenommen wird. 
Prony*) und Eytelwein**) unternahmen zuerst eine Behandlung dieses 
Falles. Ihre Untersuchungen leiden jedoch an mehreren Mängeln, von 
denen der schwerwiegendste wohl der ist, dass, wie bei glatten, verticalen 
Mauern, der Erddruck horizontal angenommen wird. Wollten die ge- 
nannten Autoren von der Reibung absehen, so musste offenbar die Rich- 
tung des Druckes senkrecht zur Ebene der Hinterfläche angenommen 
werden, während die Berücksichtigung der Reibung zu einer Neigung des 
Druckes gegen die Normale führt, die unabhängig von der Neigung der 
Hinterfläche zur Verticalen ist. Mayniel***) hat später den Fall, dass 
die Reibung nicht zu berücksichtigen ist, in einwandfreier Weise behan- 
delt. Bei Berücksichtigung der Reibung begeht er jedoch einen Fehler, 
indem er das von Coulomb bei verticaler Wand eingeschlagene Ver- 
fahren ohne die erforderliche Modification auf den neuen Fall überträgt. 

Die Formeln Mayniel’s sind auch für den von ihm richtig behan- 
delten Fall äusserst verwickelt und schwerfällig.. Frangaisy) hat ihnen 
eine bei weitem geschmeidigere Gestalt gegeben, indem er, wie es schon 
vor ihm Woltmann und de Prony gethan haben, an Stelle des Rei- 
bungscoefficienten von Sand auf Sand den Reibungswinkel oder vielmehr 
dessen Complement einführte, und als Bestimmungsstück der Gleitfläche 
ihren Winkel zur Hinterfläche benutzte. So gelangt er dann zu dem 


bemerkenswerten von Prony schon für verticale Wände abgeleiteten. 


Resultate, dass die Gleitfläche den Winkel zwischen der Hinterfläche der 
Mauer und derjenigen Ebene halbirt, welche mit dem Horizont den Rei- 
bungswinkel und also mit der Verticalen dessen Complement einschliesst. 
Nennt man diesen für die Erdart charakteristischen Winkel a, das Ge- 
wicht der Raumeinheit p, und c die Cohäsionsconstante, so ergiebt sich 
für die Grösse des Drucks .gegen eine geneigte Wand von der Höhe h 
der Werth 


*) de Prony, Recherches sur la poussee des terres 1802. 

=") Gilly und Eytelwein, Praktische Anweisung zur Wasserbaukunst 
III, Berlin 1805. 4% p. 101—130. 

*#) Mayniel, l.c. $ 29—37, p. 112—120. 

}) Francais, Recherches sur la poussee des terres sur la forme et les 
dimensions des rev&tements et sur le talus d’excavation. Memorial de l’officier 
du genie, Bd. IV, p. 157—206. Paris 1820. 8°. Eine deutsche Ueber- 
setzung findet sich in dem schon eitirten Werke von Martony de Köszegh, 
p- 12—4l. 
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wo & den Winkel bezeichnet, welchen die Wand mit der Verticalebene 

einschliesst, und zwar soll dieser Winkel positiv sein, wenn die Verticale 

durch den Fuss der Mauer im Innern des Erdreichs liegt. Dieser Aus- 

druck vereinfacht sich noch mehr, wenn man an Stelle von ce die Grösse 
2c sinacose 
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So lange h<<h’’ ist, wird P negativ; d. h. die Mauer braucht dem Erd- 
reich keinen Widerstand entgegenzusetzen, um dasselbe am Abgleiten zu 
hindern; man könnte sogar noch eine gewisse Zugkraft ausüben, ehe das 
Erdreich in Bewegung gerät. Deshalb wird das Erdreich auch ohne 
Stützmauer in Ruhe bleiben, so lange nur h<h’” ist. Die Grösse h’ 
ist also diejenige Höhe, bis zu welcher Erde unter dem Winkel = abge- 
stochen werden kann, ohne dass sie abstürzt. Für verticalen Abstich, 
d.h. für e = (0), wird sie gleich 


Diese Gleichung kann dazu dienen, die Cohäsion einer gewissen Erdart 
zu bestimmen, und ist auch wirklich dazu verwendet worden. Ein anderer 
ausgezeichneter Wert von e ist —a; für diesen wird h’’ unendlich 
gross, und demnach ist der Winkel a nichts anderes als der Winkel 
zwischen der Verticalebene und der natürlichen Böschung. 

Francais betrachtet schon den Fall, wo die Mauerkrone nicht in 
der Höhe des Geländes liegt, welches bei Brustwehren u. s. w. von Wich- 
tigkeit ist; jedoch ist dieser Versuch nicht frei von Willkürlichkeiten, so 
wird z. B. die Gleitfläche so angenommen, wie sie sich unter der Vor- 
aussetzung ebenen Geländes bei der betreffenden Richtung der Hinter- 
fläche der Wand ergeben hatte. Rationeller hat später Audoy”*) einen 


*") Audoy, Note additionnel au memoire de M. Michaux sur la con- 
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derartigen Fall untersucht; das Erdreich steigt bei ihm zunächst hinter 
der als glatt und vertical vorausgesetzten Mauer unter einem Winkel © 
zur Verticalen an und ist dann oben durch eine horizontale Ebene be- 
grenzt. Ganz richtig wird hier zunächst für eine beliebige Ebene der 
erforderliche Widerstand berechnet und dann diejenige Fläche bestimmt, 
welche diesen Widerstand zu einem Maximum macht. 

Nach anderer Richtung hat Navier*) die Erddrucktheorie erweitert, 
indem er eine gleichmässige Ueberlastung des Erdreichs in Betracht zog, 
welche allerdings die Aufgabe in dem allein erörterten Falle einer hori- 
zontalen Geländefläche nicht sonderlich erschwert. Man hat jedoch 
nur nötig, einen Blick auf die Formeln zu werfen, vermittelst deren 
Audoy seine doch noch verhältnismässig einfache Aufgabe löst, um 
die Ueberzeugung zu gewinnen, dass man auf dem bisher betretenen 
Pfade entweder gar nicht oder doch nur mit grossen Schwierigkeiten zu 
einer für die complieirteren Fälle brauchbaren Lösung gelangen würde. 

89. Dem geometrischen Sinne Poncelet’s**) war es vorbehalten, 
einen Weg zu entdecken, der auch dann zum Ziele führte, wenn die 
bisher allein verwendeten Mittel der Rechnung versagten. Indem Pon- 
celet neben der Analysis die für die Mechanik bis dahin viel zu wenig 
verwertete Geometrie zur Begründung eines Verfahrens heranzog, welches 
nicht allein die Mittel der Rechnung, sondern auch das dem Ingenieur 
so geläufige Hülfsmittel der Zeichnung in Anwendung brachte, förderte er 
nicht allein die Aufgabe der Erddruckbestimmung, sondern wurde zugleich 
der geistige Urheber einer Disciplin, welche für die Entwickelung der 
Statik, namentlich nach ihrer praktischen Seite hin, von der weittragend- 
sten Bedeutung gewesen ist. Sagt doch Culmann***) in der Vorrede 
zu seiner „Graphischen Statik“, dass er an den hier in Frage stehenden 
Untersuchungen Poncelet’s den Wert und Vorzug graphischer Methoden 
schätzen gelernt habe. Diese doppelte Bedeutung der Poncelet’schen 


struetion des revetements. Memorial de l’officier du genie XI, 1852, p. 349 
bis 574. 

*) Navier, Lecons sur l’application de la mecanique a l’etablissement 
des constructions et des machines. Ilieme edit. Bruxelles 1839. 8°. 

*#) Poncelet, Memoire sur la stabilite des revetements et de leurs fon- 
dations. Note additionnelle sur les relations analytiques qui lient entre elles la 
poussee et la butee de la terre. Memorial de l’offieier du genie XIII, 1840, 
p. 7—261, 262—270. Deutsch von Lohmeyer: Ueber die Stabilität der Erd- 
bekleidungen und deren Fundamente, Braunschweig 1844. 8°. 

**), Culmann, Die graphische Statik. Zürich 1866. 
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Erddruckbestimmung wird es rechtfertigen, wenn wir hier in Kürze auf 
dieselbe eingehen. 

Bezüglich der Begrenzung des Erdreichs macht Poncelet die Vor- 
aussetzung, dass die hintere Fläche der Mauer eine Ebene sei, und dass 
das Gelände von mehreren Ebenen gebildet werde, welche sich in paral- 
lelen Geraden schneiden. Ein zu diesen Geraden senkrecht geführter 
Schnitt, welcher in der Figur 2a dargestellt ist, wird also ein Polygon 
BHIEF.... sein. In Bezug ‘auf die physikalische Natur des Sandes 
behält Poncelet die Voraussetzungen im allgemeinen bei, nur lässt er 
die Cohäsion unberücksichtigt, was vom praktischen Standpunkt deswegen 
gerechtfertigt erscheint, weil durch ein Absehen von einer widerstehenden 
Kraft die Sicherheit einer Construction erhöht wird, und sich von theoreti- 
scher Seite empfiehlt, weil die Reibung allemal erst dann zur Action gelangt, 
wenn die Cohäsion überwunden ist. Die Reibung an der hinteren Ebene 
der Mauer wird berücksichtigt, und zwar wird angenommen, dass sie in 
jedem Grenzfalle des Gleichgewichts voll ausgenutzt werde, sodass die. 
Neigung des Erddrucks zur Normale gleich dem Reibungswinkel wird. 
Die Construction Poncelet’s bleibt jedoch auch dann noch anwendbar, 
wenn der Erddruck mit der Wandnormale irgend einen von einem Rechten 
verschiedenen Winkel &, bilden sollte. 

Um nun den Widerstand zu finden, welcher ein Abgleiten längs irgend 
einer Ebene BX zu hindern vermag, zerlegt Poncelet das Gewicht des Pris- 
mas BHIEX, welches durch die vertieale Linie «ß (Fig. 2b) dargestellt wer- 
den möge, in zwei Componenten, von denen die eine (a6) die Richtung 
des Erddrucks hat, während die andere (way) mit der Normale zu BX den 
Böschungswinkel 9 einschliesst. Der Winkel (aßy) ist also gleich dem 
Winkel zwischen der Ebene XB und der natürlichen Böschung, welche 
die Polygonseite von X im Punkte M schneiden möge. Denkt man sich 
nun das Dreieck ayß um einen Winkel von 90°—» gedreht, sodass 
Ba=#BM wird, so wird ya$=BX und (yß) bildet mit der Wand einen 
Winkel von der Grösse 9+9,. Ziehen wir also durch B unter dem 
Winkel +9, zur Wand eine Linie, welche EX in O schneidet, und 
durch X eine Parallele zur natürlichen Böschung BM, bis sie OB in x 
trifft, so ist das Dreieck xBX ähnlich dem Dreieck Bya. 

Demnach verhält sich der erforderliche Widerstand zum Gewicht des 
Druckprismas wie Bx zu Xx. Das Gewicht ist proportional der Fläche 
BHIEX; verwandeln wir dieselbe nach bekannten Regeln in ein Dreieck 
mit der Basis BX und einer auf ME liegenden Spitze K, so kann das 
Gewicht gleich | 
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EX. 


gesetzt werden, wo h das Lot vom Punkte B auf KX bezeichnet. Dem- 


nach wird der Erddruck 


ee 
DIA 


Ziehen wir von K aus die Parallelen zu BM und BX, welche OBin K, 
und y schneiden mögen, so ist: 


OX 
KX =B 
Y OB 
und 
RM OX.BM 
OM 
Wir erhalten also 
p OM.h p f 
— — Bx.By — —— — —_Bx, ’ 
E 9 x.By OB BI 9, px ERLNA., 


Die Lage der Punkte x und y ist aber offenbar abhängig von einander; 
es ist 
Oz. OY OX OK OK 
oB 0oB OM 0X COM’ 
d.h. weil K ein fester Punkt auf EM ist, das Product OxOy ist con- 
stant. Den Wert desselben erhalten wir, indem wir X mit K zusammen- 
fallen lassen; dann fällt x in K, und y in B, es wird also offenbar: 
O2: 0 Er 0 KUOB: 

Bei der Gleitfläche wird E und damit BxBy ein Maximum; das tritt bei 
gegebenem OxOy ein, wenn Ox—+-Oy ein Minimum wird. Bei der Gleit- 
fläche müssen also die beiden Punkte x und y in einen Punkt z von 
BO zusammenfallen. 

Daraus ergiebt sich folgende Construction der Gleitfläche. Zunächst 
wird der Punkt K auf OM bestimmt, für welchen die Fläche 

BHIE — ABKE 
ist; dann wird durch K eine Parallele zur natürlichen Böschung BM ge- 
zogen, welche OB in K, treffen möge. Auf OB wird dann nach irgend 
einer der bekannten Methoden derjenige Punkt z bestimmt, für welchen 
027=="0K]:.0B 

ist. Der Punkt Z, in welchem eine durch z gehende Parallele zur 
Böschung BM die Linie OM trifft, ist dann der obere Punkt derjenigen 
Linie, in welcher die Gleitfläche die Ebene der Zeichnung schneidet. Die 
Linien Kz und BZ werden nach dieser Öonstruction von selbst parallel, 
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Will man das Ziehen überflüssiger Linien vermeiden, so kann man 
den Punkt Z direct construiren, indem man ihn auf OM so bestimmt, 
dass OZ? — OK.OM wird. 

Für den passiven Erddruck gilt selbstverständlich eine ganz ähnliche 
Construction, welche aufzufinden an der Hand des für den activen Erd- 
druck gegebenen nicht schwer ist, da die Unterschiede äusserst gering 
sind. Wir unterlassen es daher, hier auf dieselbe näher einzugehen. 

8 10. Das einzige Bedenken, welches sich gegen die Poncelet’sche 
Construction vielleicht erheben liesse, wäre wohl die Frage, ob BZ auch 
dann noch wirklich die Gleitfläche repräsentirt, wenn Z in eine Ecke des 
begrenzenden Polygons fällt. Dies kleine Bedenken, welches Poncelet 
mit Stillschweigen übergeht, ist von Saint-Guilhem*) beseitigt worden, 
indem er nachwies, dass, falls bei Benutzung einer Polygonseite das Ende 
der Gleitlinie in eine Ecke fällt, die Benutzung der anderen Polygonseite, 
welche in der fraglichen Ecke endet, dieselbe Gleitlinie liefert. 

Es mögen (Fig. 3) EZ und ZF zwei Seiten des begrenzenden Poly- 
gons sen. M und M’ seien die Schnittpunkte dieser Seiten mit der 
Böschungslinie, und O, O0’ die Schnittpunkte mit derjenigen Linie, welche 
mit der Hinterseite der Mauer den Winkel +9, einschliesst. Endlich seien 
K und K’ Punkte auf EZ und FZ, welche so bestimmt sind, dass Fläche 

BHIEZB —= ABKZ = ABK’Z 
ist, sodass KK’=+BZ sein muss. 

Wenn nun die Benutzung von EZ als Gleitlinie BZ liefert, so muss 
0Z? — OK.OM sein. Das ist aber dann und nur dann erfüllt, wenn 
eine durch K gelegte Parallele zu BZ und eine durch Z gelegte Parallele 
zu BM sich auf einem Punkte z von OB treffen. Dann muss die Ver- 
längerung von Kz die Linie ZF aber offenbar in K’ treffen, sodass also 
die durch K’ gelegte Parallele zu BZ die durch Z gelegte Parallele zu 
BM’ in dem Punkte z der Linie O’B trifft. Es ist also auch 

BZ GEM 
oder die Benutzung von FZ liefert unter der angegebenen Voraussetzung 
ebenfalls den Punkt Z als Endpunkt der Gleitlinie. 

Der Hauptwert dieses Zusatzes scheint uns darin zu bestehen, dass 
er erlaubt, die für eine gebrochene Geländelinie gewonnenen Resultate auf 
den Fall zu übertragen, dass die Geländefläche auch eylindrische Bestand- 
teile enthält. Liegt der Punkt Z in einem gekrümmten Teile der Ge- 


*) de Saint-Guilhem, Memoire sur la poussee des terres avec ou 
sans surcharge. Annales des ponts et chaussees 1858, I p. 319— 850. 


Jahresber, d, Deutschen Mathem,-Vereinigung, II. 7 
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ländelinie, so ist natürlich an Stelle der Polygonseite die Tangente in Z 
zu nehmen, die Punkte O0, M und K werden auf dieser Tangente genau 
so bestimmt wie vorher auf der Polygonseite. Die Eigenschaft, dass sich 
eine durch Z gelegte Parallele zur hatürlichen Böschung und eine durch 
K gelegte Parallele zu BZ in einem Punkte z von OM schneiden müssen, 
bleibt auch hier gültig. 

Die eben besprochene Eigenschaft der Gleitfläche, dass, wenn Zz 
parallel der natürlichen Böschung ist, Kz parallel der Linie BZ, kann so 
ausgesprochen werden, dass das Dreieck ZBz flächengleich dem Dreieck 
ZBK und damit auch gleich dem zwischen BZ und der hinteren Mauer- 
linie BH liegenden Teile des Querschnitts durch das Erdreich ist. Man 
hat nur nötig, durch Z eine Parallele zu BO zu ziehen, welche BM in r 
schneiden möge, um folgende, von Rebhann angegebene, charakteristische 
Eigenschaft der Gleitfläche zu erkennen: 

„Zieht man durch den oberen Endpunkt Z der Gleitlinie eine 
Parallele zur Stellungslinie BO, welche mit der hinteren Mauerlinie den 
Winkel +», einschliesst, bis die natürliche Böschungslinie BM in r 
getroffen wird, so ist das Dreieck BZr flächengleich demjenigen Teile des 
durch das Erdreich gelegten Querschnitts, welcher von der Mauerlinie BH 
und der Gleitlinie BZ eingeschlossen wird.“ 

Mit Hülfe dieses Satzes lässt sich, wie Winkler”) gezeigt, wenigstens 
nach einigem Probiren auch dann die Gleitfläche bestimmen, wenn das 
Gesetz, nach welchem die Geländelinie gebildet ist, nicht bekannt ist. 

$ 11. Poncelet hatte den Einfluss etwaiger Belastungen des Erd- 
reichs nicht in Rechnung zu ziehen vermocht; Culmann”*) zeigte, dass, 
falls diese Belastung in dem Teile der Begrenzung, in welchem die Gleit- 
fläche endigt, gleichmässig ist, die Bestimmung der letzteren genau eben- 
so ausgeführt werden kann, als wenn die Belastung gar nicht vorhanden 
wäre. Im Interesse einer einfacheren Darstellung denke man sich den 
Ueberdruck durch eine Substanz vom speeifischen Gewicht des Erdreichs 
hervorgebracht. Dann wird man den Druck der Belastung durch einen 
Streifen darstellen können, welcher wenigstens in dem Teil, in welchem 
die Gleitfläche endigt, durch eine Parallele zur Grenze des Erdreichs be- 
stimmt ist. Um nun den Widerstand zu finden, welcher erforderlich ist, 
um ein Abgleiten längs einer in der fraglichen Polygonseite EF (Fig. 4) 
endigenden Linie BX zu verhindern, vereinige man die zwischen BH und 


”) Winkler, Vorträge über die Theorie des Erddruckes gehalten an der 
K. technischen Hochschule zu Berlin. Lithographirt 1880. 
”») Culmann, Graphische Statik, p. 563 u. ff. - 
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BE liegende Fläche samt der Belastungsfläche zu einem Dreieck EBA, wo 
der Punkt A so gewählt ist, dass er doppelt so hoch über der Polygon- 
seite EF liegt, als die Belastungshöhe auf EF angiebt. Dann giebt uns 
das Dreieck EAX die über EX ruhende Belastung, sodass ABX das 
ganze zu tragende Gewicht angiebt. Bezeichnen wir den Schnittpunkt 
von EX mit AB durch K, so verhalten sich die Gewichte der beiden 
Dreiecke AXB und KXB offenbar wie die Seiten AB und KB, d.h. sie 
stehen in einem von X unabhängigen Verhältnis. Wenn sich aber die 
zu tragenden Gewichte verhalten wie die Dreiecke BKX, dann kann natür- 
lich die Gleitfläche ebenso bestimmt werden, wie in dem Falle, wo keine 
Belastung vorhanden ist. 

Culmann hat in der graphischen Behandlung der Erddrucktheorie 
noch darin einen weiteren Fortschritt gemacht, dass er die Cobäsion zu be- 
rücksichtigen suchte. Zieht man von einem Punkte X auf EF eine Parallele 
zur Ausgleichslinie BKA, welche die Böschung BM in Y schneidet, und 
durch Y eine Parallele zur Stellungslinie bis zum Schnittpunkt J mit BX, 
so ist JY die Darstellung des für die Linie BX erforderlichen Widerstandes, 
wenn BY das Gewicht des zu BX gehörenden Prismas samt seiner Belastung 
darstellt. Aus geometrischen Gründen folgt unmittelbar, dass der Punkt 
J einen Kegelschnitt beschreibt, wenn X sich auf einer Geraden bewegt. 
Und zwar ist dieser Kegelschnitt eine Hyperbel, welche die Ausgleichs- 
linie BA im Punkte B berührt, durch den Schnittpunkt M von EF und 
der natürlichen Böschung hindurchgeht, und deren Asymptoten parallel 
der Stellungslinie und der Geländelinie EF parallel sind. Denjenigen 
Punkt J, zu welchem das grösste JY gehört, oder die Gleitfläche BJX 
findet man nun offenbar, indem man durch die Mitte der Sehne BM den con- 
jugirten Durchmesser legt. Das Dreieck BJY kann, abgesehen. von seiner 
Lage, als das Polygon der auf das Erdprisma BAX wirkenden Kräfte be- 
trachtet werden. Man bringt es in die richtige Lage, wenn man es so lange 
dreht, bis BY vertical nach oben gerichtet ist, d.h. um einen Winkel 
4r—og. Will man nun die Cohäsion berücksichtigen, so müsste man 
in der richtigen Lage eine Kraft einführen, welche die Richtung von BX 
und eine Grösse proportional zu BX hat. Für die verschiedenen Dreiecke 
würden also die Endpunkte der Cohäsionskraft auf einer Parallelen zu 
EF liegen. Bringen wir jetzt wieder das Kräftedreieck in die Lage 
BJY, so wird die Linie BL, welche die Cohäsionskraft darstellt, mit 
BX den Winkel 90°—» bilden, und auf einer Linie endigen, welche 
selbst mit EF denselben Winkel einschliesst. Um das Kräftepolygon für 
die Berücksichtigung der Cohäsion zu erhalten, hätte man durch den End- 


7* 
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punkt L der eben erwähnten Linie nur eine Parallele zu BX zu ziehen, 
welche JY in J, schneiden möge. Dann ist J,Y der kleinste Widerstand, 
welcher ein Gleiten längs BX hindert. Es handelte sich nun noch darum, 
das Maximum für J,Y zu finden. Diese Aufgabe hat sich, wie Culmann 
hervorhebt, bisher mit Strenge nur in Ausnahmefällen lösen lassen, näm- 
lich in solchen Fällen, bei denen gleichzeitig JY ein Maximum und JJ, 
ein Minimum erreichen. Culmann hebt aber hervor, dass der Einfluss 
der Cohäsion ein verhältnismässig geringer sei, und dass man also das 
Maximum von J,Y in der Nähe desjenigen von JY werde zu suchen haben. 

Ein eigentümliches Verfahren, um den Erddruck auch für beliebige 
Belastung der Geländefläche aufzufinden, hat Saint-Guilhem*) ange- 
wendet, indem er die Frage nach der Bestimmung der Gleitfläche um- 
kehrte. Nicht der obere Punkt der durch den Fuss der Mauer gehenden 
Gleitfläche wird gesucht, sondern derjenige Punkt der Mauer wird be- 
stimmt, durch welchen die zu einem bestimmten Punkt des Geländes ge- 
hörende Gleitfläche hindurchgeht. Es hat das den Vorteil, dass diese 
Aufgabe stets auf eine Gleichung dritten Grades führt. 

Die Bestimmung der Gleitfläche ist im Lauf der Zeit vielfach Gegen- 
stand der Untersuchung gewesen, und manche geometrisch interessante 
Begründung ihrer Haupteigenschaft ist dabei aufgefunden. Das Resultat 
ist natürlich bei allen Bestimmungsweisen ziemlich dasselbe: es kommt 
immer darauf hinaus, das geometrische Mittel zweier Strecken zu finden, 
worauf es schon bei Poncelet’s Construction ankam, z. B. bei W. Witt- 
mann”), A. Goupil”””) und anderen, die sämtlich aufzuführen hier 
nicht wohl der Platz ist. Zu erwähnen ist übrigens noch, was nicht 
allgemein bekannt zu sein scheint, dass die Hyperbel, welche in der 
Uulmann’schen Theorie eine so wesentliche Rolle spielt, schon vor ihm 
vom Oberstlieutenant Ardant angegeben istf). 





”) deSaint Guilhem, Memoire sur la poussee des terres avec ou sans 
surcharge. Annales des ponts et chaussees 1858. I. Sem. p. 319—350. 

**) W. Wittmann, Beitrag zur Theorie des Erddrucks auf Stützmauern 
und Stabilitätsbestimmung derselben. Zeitschr. des Bayerischen Architekten- 
und Ingenieurvereins 1877. Separatabdruck bei Th. Ackermann. München 
1877. 

— —, Geometrische Erddrucktheorie und Anwendung derselben auf die Sta- 
bilitätsbestimmung von Stützmauern. Zeitschr. f. Baukunde 1878. p. 53—76. 

”"") A, Goupil, Sur la determination graphique de la poussee des terres. 
Le genie eivil XII 1887/1888. p. 319—350. 

7) Ardant, Nouvelles recherches sur le profil de revötement le plus 
economique. Memorial de l’offieier du genie XV, p. 213—268. Paris 1848. 8°. 
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8 12. Wie bestimmt sich nun die Richtung des Erddrucks? Das 
ist, nachdem durch Poncelet’s Construction die Grösse des Erddrucks 
für jede Richtung gegeben ist, die wichtigste Frage. 

Wir haben im Laufe unseres Berichtes schon einige Anschauungen 
über diesen Punkt zu besprechen und zurückzuweisen gehabt, so z. B. 
die Meinung, dass der Erddruck parallel der Gleitfläche sei, welche ausser 
den schon genannten auch Saint-Guilhem*) wenigstens für stark nach 
vorn geneigte Wände beibehalten wollte, oder die Meinung von Prony 
und Eytelwein, dass der Erddruck auch für geneigte Wände horizon- 
tale Richtung habe, welche in neuerer Zeit Planat”**) wieder zu Ehren 
zu bringen gedachte. 

Die Meinung, welche bisher den meisten Anklang gefunden hat, 
geht auf Coulomb zurück. Sie beruht auf der Vorstellung, dass in 
einem Grenzfalle des Gleichgewichts die Reibung an der Wand zur Auf- 
rechterhaltung des Gleichgewichts absorbirt werde, und dass also der 
Erddruck mit der Normale der Wand den Reibungswinkel von Sand auf 
Mauerwerk einschliesse, und zwar so, dass je nach der zu erwartenden 
Bewegung die seitliche Componente nach unten oder nach oben gerichtet 
ist. Beim activen Erddruck wird das erstere, beim passiven das letztere an- 
genommen. Man hat also zwei der Grösse und Richtung nach verschiedene 
Grenzwerte des Erddrucks. Dass hierbei der Begriff des Grenzfalls zu eng 
gefasst ist, erkennt man, wenn man die Frage stellt, welche Kraft übt 
denn das Erdreich auf die Mauer dann aus, wenn es sich nicht um einen 
Grenzfall handelt. Während man für den Fall glatter Wand zwei Gren- 
zen gleicher Richtung hat, zwischen denen die gesuchte Kraft liegt, steht 
man im andern Falle ganz ratlos da, wenn man der Coulomb’schen 
Anschauung folgt. Denn es fehlen die vermittelnden Glieder, welche die 
extremen Glieder mit einander verbinden. 

Um diese Lücke auszufüllen, kann man sich folgender Ueberlegung 
bedienen. An Stelle der Mauer denke man sich ein Brett gesetzt, wel- 
ches durch eine Kraft, die grade gleich und entgegengesetzt dem activen 
Erddruck ist, gegen das Erdreich gedrückt wird. Es wird noch grade 
Gleichgewicht herrschen. Indem wir die Kraft vergrössern, wird die 


*) de Saint-Guilhem, Memoire sur la poussee que des terres nou- 
vellement remudes exercent contre le parement d’un mur d’appui. Liouville 
Journ. IX p. 1—19. 1844. 

*») P, Planat, Experiences sur la poussee des terres et la resistance 
des murs de sout&nement. La semaine des constructeurs VIII, 169, 182 (1883/4) 
und IX, 577, 590 (1884/5). 
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Sicherheit nur vermehrt, aber bloss bis zu einer gewissen Grenze; über- 
schreiten wir diese, so wird eine Bewegung eintreten. Ist diese Grenze 
nun nicht auch eine solche Kraft, welche das Erdreich in einem Grenz- 
falle des Gleichgewichts ausübt? Eine ähnliche Ueberlegung können 
wir aber für jede einzelne Richtung anstellen, deren Neigung zur Normale 
den Reibungswinkel von Sand auf Mauerwerk nicht überschreitet, und 
gelangen dann zu dem Resultat, dass es nicht nur zwei Grenzfälle des 
Gleichgewichts giebt, sondern unendlich viele. 

Welcher von diesen Grenzfällen gerade eintritt, das hängt nun offen- 
bar ganz wesentlich davon ab, welche Bewegung der Mauer zu befürchten 
ist, und insofern hat de Lafont*) sicher Recht, wenn er der Meinung 


widerspricht, als ob die Richtung des Erddrucks allein durch die Be- 


schaffenheit der hinteren Seite der Mauer ein für alle Mal bestimmt sei. 

$ 13. Sowohl für die Praxis als auch für die Theorie kommt es 
nicht allein auf die Grösse der Resultante des Erddrucks an, sondern 
mindestens eben soviel auf die Wirkungslinie derselben oder, anders ge- 
sprochen, auf das Moment in Bezug auf irgend eine Axe. Für die Be- 
stimmung desselben hat man wohl schon in den ersten Stadien der Erddruck- 
theorie das folgende, noch heute bräuchliche, naheliegende Verfahren ein- 
geschlagen. Nachdem man die Grösse des Erddrucks als Funetion der Länge 
z der Mauerlinie bestimmt hat, kann man nach z differentiiren und erhält in 
dem Differential u.dz den Zuwachs des Druckes. Indem man nun annimmt, 
dass dieser Zuwachs gerade auf das hinzugekommene Längenstück wirkt, 
gelangt man zu der Vorstellung, dass auf irgend ein Differential dz der 
Mauerlinie gerade der Druck u.dz wirke, und damit zu einer bestimmten 
Druckverteilung, mit welcher dann natürlich auch das Moment gegeben 
ist. Nur im einzelnen ergeben sich noch Unterschiede; so z. B. darin, 
ob bei Rücksicht auf die Cohäsion auch derjenige obere Teil des Erdreichs 
in Rechnung gezogen werden soll, welcher an und für sich, d.h. auch 
ohne die Stützmauer, in Ruhe bleiben würde. 

Dieser Bestimmungsweise des Momentes liegt die stillschweigend als 
richtig angenommene Voraussetzung zu Grunde, dass, wenn das Erdreich 
sich im Grenzzustande des Gleichgewichts befindet, auch jeder Teil des 
Erdkörpers sich in einem solchen und zwar demselben Grenzzustande 
befindet. Dieser Annahme stehen nun aber einige Bedenken entgegen; 


*) de Lafont, Sur la poussee des terres et sur les dimensions A donner 
suivant leurs profils aux murs de soutenement et des reservoirs. Annales 
des ponts et chaussee 1866, II. sem. p. 380—462. 
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man sieht zunächst gar nicht die Notwendigkeit ein, warum, falls in einer 
Ebene die Reibung zur Aufrechterhaltung des Gleichgewichts erschöpft 
wird, dies auch in einer Schar von Ebenen der Fall sein soll. 

Dazu kommt noch Folgendes. Bei ebener Begrenzung des Geländes 
ergiebt sich, wenn von der Cohäsion abgesehen wird, eine der hydro- 
statischen gleiche Druckverteilung; der Druck an einer Stelle der Mauer 
wird proportional der Entfernung vom oberen Ende, der Gesamtdruck 
wird proportional dem Quadrat der Länge der Mauerlinie, und der An- 
griffspunkt fällt in den oberen Endpunkt des unteren Drittels. Gerade 
diese Uebereinstimmung mit dem Drucke von Flüssigkeiten ist es auch 
wohl gewesen, welche wesentlich dazu beigetragen hat, die hier ange- 
gebene Bestimmung des Angriffspunktes vor einer Kritik zu bewahren. 
Wenn aber bei allen Grenzfällen der Erddruck im oberen Endpunkt des 
unteren Drittels angreift, so muss der Widerstand auch dann durch diesen 
Punkt gehen, wenn es sich nicht gerade um einen Grenzfall handelt, und 
es dürfte dann nicht möglich sein, eine ebene Wand durch andere Kräfte 
als solche von der eben beschriebenen Art gegen den Erddruck im Gleich- 
gewicht zu halten. Dass es aber sehr wohl möglich ist, die Wand durch 
eine Kraft festzuhalten, welche in einem anderen Punkte angreift, das 
lässt sich zwar an dieser Stelle nicht beweisen, folgt aber aus der von 
Rankine begründeten modernen Theorie des Erddrucks, welche in ihren 
physikalischen Grundlagen mit der Coulomb’schen Theorie übereinstimmt. 

Noch ein Umstand spricht gegen die angenommene Druckverteilung. 
Wenn das Prisma im Gleichgewicht sein soll, so müssen die drei Kräfte, 
welche auf dasselbe wirken, sich in einem Punkte schneiden. Verfügt 
man nun über den Angriffspunkt des Widerstandes der Mauer, so hat 
man, da die Wirkungslinie des Gewichtes von vorn herein gegeben ist, 
auch über den Angriffspunkt der Kraft verfügt, welchen das stehen blei- 
bende Erdreich ausübt. Nun lässt sich aber beweisen, dass diese Kraft 
im oberen Endpunkt des unteren Drittels der Gleitlinie angreift. Zwar 
das Argument Mohr’s*), welcher diesen Satz zuerst ausgesprochen hat, 
dass man ebenso wie für die Mauer, auch für die Gleitfläche schliessen 
könnte, ist, wie Winkler”) mit Recht hervorgehoben hat, zu schwach, 
um die angeführte Behauptung zu beweisen. Wohl aber liegen die 
Mittel des Beweises in einem Verfahren, das Winkler**) selbst und 


”) Mohr, Beitrag zur Theorie des Erddrucks. Zeitschrift des Hannover- 
schen Architekten- und Ingenieurvereines Bd. XVII p. 494. 1871. 
Winkler, Bemerkungen hierzu. 
=) Winkler, Neue Theorie des Erddruckes, p. 88 s. 
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vor ihm Weingarten*) angewendet haben, um die Lage der Gleit- 
fläche aufzufinden. 

Wir denken uns durch den Fuss der Mauer irgend eine Ebene ge- 
legt. Auf das durch diese Ebene abgetrennte Prisma wirken dann erst- 
lich das Eigengewicht, zweitens der Widerstand der Mauer gegen den 
Erddruck, drittens der Widerstand gegen den Druck, welchen das abge- 
trennte Prisma gegen das übrige Erdreich ausübt. 

Aus der Bedingung des Gleichgewichts erhält man nun die Tan- 
gential- und Normalcomponente der letztgenannten Kraft ausgedrückt 
durch die beiden Componenten des Erddrucks. Beim Grenzfall des 
Gleichgewichts müssen aber die widerstehenden Kräfte — Reibung und 
Cohäsion — gerade hinreichen, das Gleichgewicht aufrecht zu erhalten, d.h. 
mindestens an einer Fläche muss die tangentiale Componente gleich dem 
Cohäsionswiderstande und dem durch die Normalcomponente bedingten 
Reibungswiderstand sein: 

T= fN-+(l. 
Mit Hülfe dieser Beziehung erhalten wir zunächst eine Gleichung, in 
welcher nicht mehr die an der Gleitfläche wirkenden Kräfte auftreten, 
sondern der Neigungswinkel der letzteren zum Horizont, welcher vor- 
läufig noch als unbekannt anzusehen ist. Dazu kommt noch Folgendes. 
An keiner Fläche darf die tangentiale Componente die Summe des Co- 
häsions- und Reibungswiderstandes überschreiten, sodass der Wert Eins, 
welchen der Quotient beider an der Gleitfläche erreicht, ein Maximalwert 
ist. Dieser Quotient ist nun offenbar eine Function der Neigung der 
betreffenden Ebene zum Horizont, weil ja T und N Functionen dieser 
Grösse sind. Differentiiren wir den fraglichen Bruch nach dem bezeich- 
neten Winkel, so müssen wir nach den vorhergehenden Auseinander- 
setzungen einen Ausdruck erhalten, welcher für die Gleitfläche gleich 
Null ist. So erhalten wir eine zweite Beziehung zwischen den beiden 
Componenten des Erddrucks und der Neigung der Gleitfläche. Wird, 
wie gewöhnlich, die Richtung des Erddrucks als bekannt vorausgesetzt, 
so erhalten wir die Grösse desselben, indem wir die eben erwähnte Nei- 
gung der Gleitfläche eliminiren. In ihren Resultaten kann natürlich diese 
Betrachtungsweise nicht von der Coulomb’schen abweichen, weil beide 
von denselben Voraussetzungen über die physikalische Beschaffenheit des 





*) Weingarten, Vortrag über Erddruck gehalten am 20. Febr. 1869 


im Architektenverein zu Berlin, Erbkam Zeitschrift f. Bauwesen XX, S. 122 
bis 123. 1869. 
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Erdreichs und über die Gestalt der Gleitfläche ausgehen, und beide ratio- 
nelle Schlüsse aus ihren Voraussetzungen ziehen. 

Hat man nun die beiden Componenten des Erddrucks durch die 
Neigung der Gleitfläche ausgedrückt, dann muss sich natürlich auch der 
Druck an der Gleitfläche bestimmen lassen. Das gilt nun aber nicht nur 
für die ganze Gleitfläche, sondern für irgend einen Teil derselben: Es sei 
nämlich (Fig. 5) BH die hintere Wand einer Mauer, BG die Gleitlinie, 
Z irgend ein Punkt auf derselben, welcher von G die Entfernung z haben 
möge. Es sei y der Winkel von BG zur Horizontalen, T, und N, die 
Componentensummen der längs GZ auf das Prisma wirkenden Kräfte, 
zwischen denen, weil BG Gleitlinie sein sollte, die Beziehung 


T, = IN, +ez=1tgoN,+ecz 

besteht. Jetzt ziehe man durch Z eine Linie ZG, unter dem Winkel 
dy zu ZG, an welcher die Componenten des Druckes 

T=T,+dT, und N=N,-AN, 
sein mögen. Diese Kräfte T, und N) müssen nun offenbar so beschaffen 
sein, dass das Prisma GZG, unter dem Einfluss von T,, N,, —T, und 
— N, sowie seines eigenen Gewichtes im Gleichgewicht ist. Man erhält 
als Ausdruck dieser Beziehung die beiden Gleichungen 


d(T,cosy—N,siny) —= 0, 
d(Tzsiny-+N,cosy)+ £-2’dy =0: 


An der Gleitfläche erreicht der Quotient T,:(£N,+cz) den Maximalwert 
Eins, wir erhalten also 


dT,=fdN,+cdz=1tgpdN,—+.cdz. 


Wenn wir aus diesen drei Gleichungen die beiden Differentiale dT, und 
dN, eliminiren, erhalten wir 


dz f EEE 
ee RE a Pe z’sin(y—o) — 0. 
: d20.2: ; & 
Der Quotient Fe ist leicht auszudrücken durch den Winkel , unter 
welchem die Linie GG, die Gleitlinie BG schneidet. Dann erhält man 
aus dieser Gleichung und der obigen Gleichung 
T, = Ntgp-+ez 


die beiden Componenten T, und N,. 
In dem Falle, welcher uns besonders interessirt, dass die Cohäsion 
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vernachlässigt werden darf, erhalten wir für den Druck 
P,=T,sinp-+N, coso = > z’sin(Y—Pp). 


Man erkennt also, dass man nicht nur den an der Gleitfläche stattfin- 
denden Gesamtdruck, sondern auch seine Verteilung längs der Gleitfläche 
bestimmen kann. Es verdient hervorgehoben zu werden, dass auch dann, 
wenn die Gleitfläche gekrümmt ist, der Druck sich bestimmen lässt, so- 
bald nur die Gestalt der Fläche als bekannt vorausgesetzt wird. 

In dem Falle ebener Gleitflächen greift nun, wie die Formel un- 
mittelbar erkennen lässt, die Resultante der an der Gleitfläche wirken- 
den Kräfte im oberen Endpunkt des unteren Drittels an, wie schon 
oben angegeben wurde. Mit den an der Gleitfläche stattfindenden Kräften 
ist nun aber auch zugleich der Erddruck nach Grösse und Wirkungs- 
linie bestimmt, sodass man Grösse, Neigung und Moment durch eine 
Grösse ausgedrückt erhält, über welche die Verfügung noch frei steht, 
nämlich durch die Neigung der Gleitfläche. Verfügt man nun über eins 
der gesuchten Stücke, z. B., wie es gewöhnlich geschieht, über die Richtung 
des Erddrucks, so wird man nicht noch über ein zweites verfügen dürfen, 
sondern wird dieses so zu wählen haben, wie es die Gleitfläche ergiebt. 

Im Hinblick auf die Verhältnisse bei den Flüssigkeiten haben die- 


jenigen Grenzfälle ein besonderes Interesse, bei denen der Angriffspunkt 


des Erddrucks im oberen Endpunkt des unteren Drittels der Mauer liegt; 


sie sind dadurch ausgezeichnet, dass bei ihnen die Gleitfläche der Lage 


nach unabhängig wird von der Lage der hinteren Mauerwand. Es sei 
(Fig. 6.) BH die hintere Seite der Mauer, BG die Gleitfläche, h und g 
diejenigen Punkte, welche diese Linien nach dem Verhältnis 1:3 teilen. 
Nun denke man sich das Prisma HBG durch eine Verticale BV in zwei 
Teile zerlegt und die Gewichte beider zu je einer Resultante vereinigt, 
welche durch h bezüglich g hindurchgehen müssen. In h und g greift 
schon je eine Kraft an; vereinigt man diese mit den betreffenden Ge- 
wichtsresultanten, so erhält man zwei Kräfte, welche auf das Prisma 
wirken. Sollen dieselben im Gleichgewicht sein, so müssen sie eine ge- 
meinschaftliche Wirkungslinie haben, und diese kann der Natur der Sache 
nach keine andere als die Linie hg, d. h. eine Parallele zur Geländelinie 
sein. Wir erhalten also als wesentliche Eigenschaft der Gleitfläche die, 
dass die Resultante der an ihr angreifenden Kräfte und des Gewichtes 
des Prismas VBG parallel der Geländelinie VG sei. 

Diese Eigenschaft ist aber völlig unabhängig von der Lage - der 
Linie BH geworden, so dass also bei den in Frage stehenden Grenz- 
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fällen der statische Zustand der Sandmasse für alle Mauerlagen derselbe 
ist. Bei weiterer Untersuchung dieser von J. Weyrauch”*) begründeten 
Theorie würden wir erkennen, dass man bei ihr die Druckverhältnisse 
im Innern des Erdreichs weiter verfolgen kann, als bei jeder andern, auf 
der Annahme ebener Gleitflächen beruhenden Theorie. Man kann näm- 
lich, ohne auf Widersprüche zu stossen, für jedes Linienelement einen 
Druck derart annehmen, dass zu jeder endlichen Länge der nach Wey- 
rauch’s Theorie bestimmte Druck sich ergiebt. 

$ 14. Wir könnten also am besten an dieser Stelle übergehen zu 
der von Rankine und Scheffler begründeten Betrachtungsweise, wenn 
wir nicht der Vollständigkeit halber noch auf einen Punkt einzugehen 
hätten, welcher in der auf Betrachtung der Gleitfläche gegründeten Theorie 
des Erddrucks von je an eine wichtige Rolle gespielt hat, nämlich auf 
die Versuche zur Bestimmung der wirklichen Gestalt der Gleitfläche. 

Coulomb selbst war weit davon entfernt, anzunehmen, dass die 
seiner Theorie zu Grunde gelegte Voraussetzung ebener Gestalt der Gleit- 
flächen streng den Thatsachen entspräche. Im Gegenteil, er spricht es 
selbst aus, dass der Wunsch, seine Theorie einfacher und in Folge dessen 
auch den beteiligten Künstlern verständlicher zu machen, die Veranlassung 
gewesen sei, von der einfachen Hypothese auszugehen. Im Anschluss 
an die entwickelte Theorie macht er dann weiter den Versuch, die wirk- 
liche Gestalt der Gleitfläche zu bestimmen. 

Im engsten Anschluss an dies für ebene Gleitflächen eingeschlagene 
Verfahren, formulirt Coulomb die Aufgabe, um welche es sich handelt, 
so, dass diejenige Curve BC (Fig. 7) gefunden werde, für welche der zur 
Verhinderung des Abgleitens erforderliche Widerstand ein Maximum ist. 
Ohne weitere Begründung geht er hierbei davon aus, dass längs irgend 
einer Verticalen, welche einen Punkt A’ des Geländes mit einem Punkte 
B’ der Gleitlinie verbindet, normalen Druck erleidet. Er gelangt so zu 
einem Ausdruck für den Druck, welcher an einem Bogenelemente ds der 
Gleitlinie dann stattfindet, wenn gerade noch ein Abgleiten an der letz- 
teren verhindert wird. Die Bestimmung der Linie BC, welche man heut 
mit den Hülfsmitteln der Variationsrechnung leicht ausführen kann, voll- 
zieht nun Coulomb so, dass er den zwischen zwei nahe bei einander 
liegenden Punkten gelegenen Teil der Gleitlinie als eine einmal gebrochene 


*) J. Weyrauch, Zur Theorie des Erddrucks. Zeitschrift für Baukunde 
1878, p. 195. 

Vergl. auch den Artikel von Almquist, Zur älteren Theorie des Erd- 
drucks. Civilingenieur XXXI, 1885. 
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Linie ansieht, wo der mittlere Eckpunkt so bestimmt wird, dass der resul- 
tirende Druck ein Maximum wird. Das Resultat ist eine Differential- 
gleichung von folgender Form: 


d 1 d 
(E+-P’y) 2 — (640) -+U4Hy) = 0. 


Die sechs Coefficienten F, F’, G, G', H, H’ sind constante Grössen. 

Der bekannte Bauingenieur Scheffler“) hat später die Untersuchung 
wieder aufgenommen und dabei gefunden, dass bei horizontalem Gelände 
und verticaler Mauer die Gleitlinie gerade sein müsse. Zu demselben 
Resultate war schon früher Hagen“*) vermittelst einer mehr geometri- 
schen Betrachtung gelangt, die aber auf denselben Grundlagen wie die 
Coulomb’sche beruht. Hagen geht davon aus, dass im Grenzfalle des 
Gleichgewichts der Teil, welcher von der Gleitfläche, irgend einer Vertical- 
ebene und dem Gelände begrenzt wird, sich genau so verhält, als wenn 
die Verticalebene eine Mauer wäre, und dass also, wenn B’ irgend ein 
Punkt der Gleitlinie BC ist, der Teil B’C ähnlich der ganzen Linie BC 
sein müsse. Daraus würde dann allerdings unmittelbar folgen, dass BC 
eine gerade Linie ist. 

Die Willkür der Annahme, welche diesen Betrachtungen zu Grunde 
liegst, dass jede Verticale sich bezüglich des Druckes ebenso wie die 
Wand verhalten solle, liegt auf der Hand. Sie tritt noch mehr hervor bei 
dem Versuche von N. Persy”””), die Gestalt der Gleitfläche zu bestimmen. 
Dieser Autor nimmt nämlich an, dass an der Wand Reibung und Ad- 
häsion stattfindet, und setzt dann für jede Parallele zur Wand, so weit 
sie zwischen dem Gelände und der Gleitfläche liegt, voraus, dass neben 
dem Normaldruck p’ ein tangentialer Widerstand von der Grösse f'p'+c'z 
stattfindet, wo f' und ec’ die Reibungs- und Adhäsionsconstante, z die 
Länge der fraglichen Linie bedeuten. 





”) H. Moseley, Die mechanischen Prinzipien der Ingenieurkunst und 
Architektur. Aus dem Englischen übersetzt und mit Erläuterungen versehen 
von H. Scheffler, T. II p. 145 u. ff. Braunschweig 1845. 8°. 

H. Scheffler, Ueber den Druck im Innern einer Erdmasse. Crelle’s 
Journal der Baukunst XXX p. 185—194, 195—223. 1851. 

H. Scheffler, Theorie der Gewölbe, Futtermauern und eisernen Brücken. 
Braunschweig 1857. 8°. 

”*») Hagen, Untersuchung über den Druck und die Reibung des Sandes. 
Poggendorff, Annalen der Physik und Chemie XXVIU, 17—48 u. 297— 8323. 1853. 
*=*) N. Persy, Cours de stabilit& des constructions & l’usage des eleves 
de l’&cole royale de TYartillerie et du genie, 2. Edition. Metz 1827. Litho- 
graphirt Fol. 
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Es ist leicht einzusehen, worin bei gekrümmten Flächen im Gegen- 
satz zu ebenen Flächen die Hauptschwierigkeit beruht. Bei ebenen 
Flächen war mit der Annahme, dass an denselben die Reibung und Co- 
häsion völlig erschöpft werde, und mit der Richtung des Widerstandes der 
Mauer auch die zur Verhinderung des Abgleitens erforderliche Grösse des 
letzteren bestimmt. Bei gekrümmten Flächen genügen diese Bedingungen 
offenbar nicht mehr, um die Druckverteilung an dieser Fläche und damit 
den Widerstand zu ermitteln. Diesen Uebelstand beseitigen nun zwar 
die Annahmen, welche Coulomb und seine Nachfolger herangezogen 
haben. Da dieselben aber willkürlich, oder doch mindestens nicht hin- 
reichend begründet sind, so müssen wir diese Versuche, die wirkliche 
Gestalt der Gleitfläche zu bestimmen, als gescheitert ansehen. 


11% 
Die Theorie des Erddrucks, begründet auf Betrachtung der Druckverteilung 
im Erdkörper. 

$ 15. Die auf Betrachtung der Gleitflächen beruhende Theorie des 
Erddrucks hatte, wie wir gesehen haben, eigentlich nur so weit eine er- 
folgreiche Entwickelung genommen, als die Annahme ebener Gleitflächen 
beizubehalten war. Ihre Anwendbarkeit blieb demzufolge auch auf solche 
Aufgaben beschränkt, bei denen diese Annahme durch die Erfahrung 
wenigstens näherungsweise gerechtfertigt war, d. h. im wesenlichen auf 
die Bestimmung des Seitendruckes gegen Futtermauern. Wollte man 
andere Aufgaben lösen und auch das bezeichnete Problem genauer be- 
handeln, so musste man den bisher betretenen Weg verlassen und die 
ganze Theorie auf eine andere Grundlage stellen. Da blieb denn, wollte 
man nicht für jede Aufgabe ein besonderes Verfahren ersinnen, nur übrig, 
auf den Sand und die ihm ähnlichen Substanzen das Verfahren anzuwen- 
den, das sich bei elastischen und flüssigen Substanzen so hervorragend be- 
währt hatte: man musste suchen, aus allgemeinen mechanischen Prin- 
zipien und den besonderen physikalischen Eigenschaften des Sandes die 
partiellen Differentialgleichungen herzuleiten, welche zwischen den Druck- 
kräften und den äusseren Kräften bestehen. 

Sieht man von einigen misslungenen Versuchen“) nach dieser Richtung 


*) Garidel, Essai sur l’equilibre des demi-fluides & frottement et appli- 
cation & la stabilite des revetements militaires. Paris 1839. 8%. 
Ortmann, Die Statik des Sandes mit Anwendungen auf die Baukunst. 
Leipzig. 1847. 8°. 
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ab, so hat Scheffler*) das Verdienst, als der erste eine derartige Be- 
trachtungsweise, wenn auch zunächst nur in einem sehr speciellen Fall 
angewendet zu haben. Einige Jahre später hat dann der berühmte eng- 
lische Ingenieur J. Macquorn Rankine**) dies Verfahren allgemeiner 
durchgeführt. Ueber ein Jahrzehnt jedoch blieben seine schönen Unter- 
suchungen auf dem Continent unbeachtet, bis um das Ende der sechziger 
und den Anfang der siebziger Jahre M. Levy***), E. Winklerf) und 
Considerefr) unabhängig von ihrem Vorgänger ähnliche Untersuchungen 
veröffentlichten. 

Die neuere Theorie beschränkt. sich, wie die von Coulomb be- 
gründete, auf den praktisch allerdings wichtigsten Fall, dass sich alles 
gleichmässig in Bezug auf eine gewisse Längsrichtung verhält. Die Er- 
leichterung, welche diese Beschränkung mit sich bringt, liegt auf der 
Hand: man hat es statt mit einem Gebiet von drei Dimensionen gewisser- 
massen nur mit einem solchen von zwei Dimensionen zu thun. Wählt 
man zur Bestimmung der Lage eines Punktes im Innern der Sandmasse 
ein Coordinatensystem, dessen z-Axe jene schon erwähnte Längsrichtung 
hat, und bedient man sich zur Benennung der Druckcomponenten der 
von Kirchhoff in seiner Mechanik gewählten Bezeichnnng, so sind 
X%,=Z, und Y,=Z, gleich Null; ausserdem werden alle anderen 
Druckeomponenten von z unabhängig. 








“ 
Man hat demnach zunächst die folgenden Gleichungen 
X, X 
2 -_ er 
(1) : sn 
PN UGN 
OX Ola ra 





*) Scheffler, Ueber den Druck im Innern einer Erdmasse. Crelle’s 
Journal der Baukunst.. XXX. 1851. 

”*) Rankine, On the stability of loose earth. Phil. Transactions of the 
London Royal Soc. 1856/57. 

— —, A Manual of applied mechanies. London 1861. 

*#®#®) Berichte über die von M. Levy 1867 zuerst eingereichte Abhandlung, 
Essai sur une theorie rationnelle de l’equilibre des terres fraichement remuees 
et de ses applications au calcul de la stabilite des murs de soutenement, fin- 
den sich in Comptes rendus de l’Academie des sciences LXVIII p. 1456— 1458, 
1869 und LXX p. 217—226, 1870. 

Die AbhandInng selbst ist abgedruckt in Liouville Journal de Mathema- 
tiques pures et appliquees 1875. 

7) Winkler, Neue Theorie des Erddrucks. Wien 1872. 8°. 

ir) Considere, Note sur la poussee des terres. Ann. des ponts e 

chaussees 1870, I, 547—594. | 
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Irgend ein Flächenelement, welches parallel der z-Axe ist und dessen 
Normale mit der X-Axe den Winkel « und mit der Y-Axe den Winkel 


T - . : ? ! 
Sri, einschliesst, erleidet dann einen Druck mit den Componenten 


X, —=X,cosa+-X,sina, Yn = Yycosa+Y,sing, Z=0. 


Diese Gleichungen reichen zur Bestimmung der Druckkräfte nicht, es 
müssen noch Beziehungen hinzutreten, welche den speeifischen physika- 
lischen Charakter der Substanz zum Ausdruck bringen. 

Beim Sande geht man von der Vorstellung aus, welche auch der 
Coulomb’schen Theorie zu Grunde liegt, dass im Falle des Gleichge- 
wichts an keinem Flächeneiemente die Reibung” überwunden wird und 
bei Grenzfällen zur Aufrechterhaltung des Gleichgewichts an gewissen 
Elementen gerade erschöpft wird. Einzelne Autoren haben auch die Co- 
häsion zu berücksichtigen gesucht, so z.B. Winkler. Jedoch ist dabei 
zu bedenken, dass der Widerstand der Reibung sich erst geltend macht, 
wenn die Cohäsion überwunden ist und nicht mehr wirkt, sodass an eine 
gleichzeitige Wirksamkeit von Reibung und Cohäsion eigentlich nicht ge- 
dacht werden kann. In den Anwendungen der Erddrucktheorie hat man 
deshalb bisher sich auf den Fall cohäsionslosen Erdreichs beschränkt, 
wie er z. B. bei trockenem Sand dargestellt wird. Daher wollen auch 
wir uns im folgenden auf diesen Fall beschränken, und hier nur kurz 


auf die Abhandlungen von Schäffer”) verweisen, in welchen die Üo- 


häsion derart berücksichtigt wird, dass in den oberen Schichten, wo die 
Cohäsion noch nicht überwunden ist, die Reibung nicht im Rechnung 
gezogen wird, während in den unteren Schichten lediglich die Reibung 
als Ursache der Tangentialeomponente angesehen wird. 

Wenn nun für ein Flächenelement die Reibung nicht überwunden 
werden soll, so muss der Druck mit der Normale einen Winkel ein- 
schliessen, welcher eine gewisse obere Grenze 9 nicht überschreitet. Diese 
Bedingung ist nun offenbar für alle Flächenelemente erfüllt, wenn sie 
für diejenigen erfüllt ist, bei denen die Druckneigung ein Maximum ist. 
Sind nun an einer bestimmten Stelle die beiden Hauptdrucke, deren 
Flächenelemente parallel der Z-Axe sind, D, und D,, ferner u die grösste 
Druckneigung zur Normale, welche sich an dieser Stelle findet, so hat 
man die Beziehung 

2 


DES AHhsinn 


1 


D 18 1— sinu 





*) Schäffer, Erddruck und Stützwände. Zeitschrift für Bauwesen XX VIII, 
529— 548, 1878; namentlich aber Deutsche Bauzeitung XII, 234—286. 
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D,—D, = sinu(D,+D,). 

Nun bestehen aber zwischen den oben eingeführten Druckcompo- 
nenten X,, Yy, X, = Y, und den beiden Hauptdrucken die Gleichungen 
D--D>—=X, +1, DDr are 
Demnach ergiebt sich zwischen den Druckeomponenten und dem Maxi- 

mum der Druckneigung die Beziehung: 
(X,—Y,)’+4%7 = sin’u(X;+Y,)”. 

Nach den obigen Ausführungen sollte nun u höchstens gleich @ sein; 
wir erhalten also als G#eichgewichtsbedingung 

(2) sin’o (X,+Y,) = &—Y,)’+4X7. 
In denjenigen Teilen der Sandmasse, welche sich im Grenzzustande des 
Gleichgewichts befinden, erreicht u den Wert & wirklich, und die Bedin- 
gung (2) geht dort in eine Gleichung über. 

$ 16. Für die Praxis hat natürlich der Fall ein besonderes Inter- 
esse, bei welchem die wirkende Kraft die Schwere ist. Nehmen wir 
an, dass die Richtung der Schwere mit der X-Axe den spitzen Winkel 





( 5 a) mit der Y-Axe den Winkel « bildet, und dass das specifische 


re 


Gewicht der Sandmasse gleich y ist, so erhalten wir an Stelle von (1) 


die specielleren Gleichungen: 
OX;, OX, ONE Or 
Or RL Ay dx + öy = 0084. 
Hängen jetzt alle Druckcomponenten allein von y ab, so wird, falls die 
Ebene y=0 eine freie Oberfläche und demnach an ihr X,=Y,=0 











sein soll: 
X, u ysına, Br == 1Y.yC080. 


Setzen wir nun X,==hy.y so erhalten wir aus (2) für h folgende Be- 





! 
dingung: 
sin’o(h+cosa)” — (h—cosa)’+-4sin’«, | 
deren Auflösung liefert: | 
BEN RER TEEN | 

cosa(1+-sin’») Vsin’o— sin’ ch 
cos?o | 


cosa(1+sin?®)+2Ysin’» — sin? 
‚cos’o 


IN 


Die durch die vorstehenden Formeln dargestellte Druckverteilung, welche 
in einem Erdkörper möglich ist, welcher von einer unter dem Winkel « 


u 
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zur Horizontalebene geneigten Ebene begrenzt wird, im übrigen aber 
unbegrenzt sich erstreckt, ist namentlich in ihren Grenzfällen Gegenstand 
einer eingehenden Untersuchung gewesen. Man weiss, dass sich der 
Druck, sobald er für zwei Linienelemente bekannt ist, unmittelbar nach 
ganz allgemeinen, von der speciellen Natur der Substanz unabhängigen 
Regeln für jedes andere Linienelement ergiebt, sodass diese zunächst nur 
im Interesse der Erddrucktheorie unternommenen Forschungen sich viel- 
leicht auch auf anderen Gebieten nützlich erweisen dürften. 

Rankine geht von der Thatsache aus, dass, wenn ein Linienele- 
ment von der Richtung A einen Druck von der Richtung. B erleidet, um- 
gekehrt das Linienelement mit der Richtung B einen zu A parallelen 


| rn . - y 
Druck erleidet, und dass, wenn ee) der Winkel zwischen zwei so 


conjugirten Richtungen und u das Maximum von a an einer Stelle ist, 
das Verhältnis der beiden Drucke den Wert 





cosa— Yeos?a — cos?u 





cosa + Ycos?a — cos?u 
hat. Im Grenzfalle des Gleichgewichts hat u natürlich den Wert 9. Nun 
kann man aber leicht den Druck für ein Linienelement ds bestimmen, 
welches der Oberfläche parallel ist. Zieht man nämlich durch die End- 
punkte eines solchen Elementes zwei Verticalen bis zur Oberfläche des 
Sandes, so erhält man einen Streifen, dessen Gewicht nach Grösse und 
Richtung gleich dem Druck für ds wird, weil ja offenbar die längs der 
Verticalen einwirkenden Kräfte entgegengesetzt gleich sind und sich also 
aufheben. Ist z die Länge der Verticalen, so ist dieses Gewicht gleich 
yzcosads und also der Druck für ein der Oberfläche paralleles Element 
yzcosa. Für das conjugirte verticale Element liegt nach den obigen 


Ausführungen der Druck zwischen den Grenzen: 


c0sa— Ycos?’a — cos?p 








(ZC0Sa 
cosa+ Veos’a — cos? Y 
und 





08a + Yeos?’a— cos?» 








YZcosa ; 
6050 — Vcos?a — cos?» 
Bezeichnen wir die von der Neigung des Geländes und von der natür- 
lichen Böschung abhängigen Factoren dieser Ausdrücke mit K und K’, 
so erhalten wir für den Druck der verticalen Linie in den Grenzfällen 
die Werte: 

iyz’K resp. 4yz’K', 
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und zwar greifen diese Resultanten in dem oberen Endpunkte des un- 
teren Drittels dieser Linie an. Um nun den Druck für irgend eine 
andere von der Oberfläche ausgehende Linie zu finden, hat man nur 
durch den unteren Endpunkt eine verticale Linie zu ziehen. Für die 
letztere kann man nach der eben angegebenen Regel den Druck be- 
stimmen, ebenso kennt man das Eigengewicht des Dreiecks; der gesuchte 
Druck ist die Resultante beider. 

In neuerer Zeit hat man nun auf verschiedene Weise versucht, die 
Druckverteilung mit Hülfe geometrisch-graphischer Methoden darzustellen. 
Einige dieser Methoden sollen hier in Kürze beschrieben werden. 

Mohr’s*) Verfahren beruht auf folgenden Ueberlegungen. Man ziehe 
(Fig. 7a) von einem Punkte O aus eine Linie OJ,, deren Länge nach Grösse 
gleich dem Drucke eines gewissen Linienelementes ist, und deren Nei- 
gung zu einer festen Linie OX gleich der Neigung des Druckes zur Nor- 
male des Linienelementes ist; der geometrische Ort des Punktes J, für 
die Gesamtheit der Linienelemente eines Punktes ist dann ein Kreis, 
dessen Mittelpunkt auf OX liegt. Die Schnittpunkte dieses Kreises mit 
OX bestimmen offenbar die beiden Hauptdrucke. Zieht man nun durch 
einen Punkt J, eine Linie parallel zu dem betreffenden Linienelement, 
so trifft diese den Kreis in einem festen Punkte J. Ferner ist leicht 
einzusehen, dass das Maximum der Druckneigung gefunden wird, indem 
man von OÖ aus Tangenten an den Kreis zieht. 

Es möge nun die Längeneinheit eine Kraft von der Grösse yYcosa 
vorstellen, dann stellt die von dem Punkte OÖ des Geländes ausgehende 
verticale Linie OJ die Grösse des Druckes für ein der Oberfläche paralleles 
Linienelement im Punkte J dar. Zieht man jetzt (Fig. 7b) von O aus senk- 
recht zum Gelände die Linie OX, fällt von J aus ein Lot JE auf OX, ver- 
längert dieses um sich selbst bis J,, so ist OJ, = 0J und die Neigung 
von OJ, zu OX gleich der Druckneigung für das der Oberfläche parallele 
Element. Will man nun OX als Grundlinie für die Bestimmung der Druck- 
verteilung im Punkte J benutzen, so hat man einen Kreis zu suchen, dessen 
Mittelpunkt auf OX liegt, und der durch J, hindurch geht. Dadurch ist 
aber der Kreis noch nicht bestimmt. In einem Grenzfalle kennen wir 
jedoch das Maximum der Druckneigung, da dasselbe gleich 9 ist, und da- 
mit auch die von O ausgehenden Tangenten. Nun kann man aber nach 
bekannten geometrischen Regeln leicht zwei Kreise construiren, welche 


*) Mohr, Beitrag zur Theorie des Erddrucks. Zeitschrift des Archi- 
tekten- und Ingenieurvereins zu Hannover 1871, p. 494. 
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allen Bedingungen genügen; jeder giebt die Druckverteilung für einen 
der beiden Grenzfälle. Beide gehen auch durch J hindurch. Da nun 
nach der Construction JJ, die Richtung des Linienelementes angiebt, zu 
welchem der Druck OJ, gehört, so erhält man den Druck für irgend 
ein Linienelement in J, indem man in der Richtung desselben von J 
aus eine Gerade zieht, welche den Kreis zum zweiten Male in F trifft 
und dann F mit O verbindet. Die Länge OF giebt die Grösse, der 
Winkel FOE die Neigung des Drucks zur Normale des Linienelementes an. 

Man kann, wie leicht zu beweisen ist, die Richtung eines Linien- 
elementes und des zugehörigen Druckes ansehen als die Richtungen con- 
Jugirter Durchmesser einer Ellipse. Ferner ist bekannt, dass die Verbin- 
dungslinie der Schnittpunkte zweier so conjugirter Richtungen mit einem 
durch den Mittelpunkt der Ellipse gehenden festen Kreise durch einen 
festen Punkt gehen. Auf Grund dieser beiden Thatsachen entwickelt 
J. J. Weyrauch*) eine graphische Bestimmung der Druckverteilung für 
den Grenzfall des Gleichgewichts. 

Sind (Fig. 8) oA und oB zwei conjugirte Richtungen, und schneidet 
man dieselbe durch einen Kreis mit dem ganz willkürlich zu wählenden 
Mittelpunkt e und dem Radius co in den Punkten a und b, so muss die 
Verbindungslinie ab durch einen von der speciellen Wahl der beiden con- 
jugirten Richtungen unabhängigen Punkt d gehen. Dieser Punkt d ist 
dadurch bestimmt, dass das Maximum der Druckneigung im Grenzfalle 
des Gleichgewichts gleich ® ist; seine Entfernung von c verhält sich 
in Folge dessen zum Radius des Kreises oab wie sino zu 1. Der Punkt d 
giebt nun aber nicht allein ein gutes Mittel für die Construction der zu 
einer gegebenen Richtung gehörigen Druckrichtung, sondern er liefert 
auch die Grösse des Druckes, weil, wie leicht zu sehen, die Entfernung ad 
in einem constanten Verhältnis zu dem Druck für das Linienelement oa steht 
und erstere demnach als Darstellung des letzteren betrachtet werden kann. 
Da ferner offenbar Winkel dac gleich der Druckneigung für oa ist, so erhält 
man die Normal- und Tangentialceomponente von ad, indem man über cd 
als Durchmesser einen Kreis beschreibt, welcher ac zum zweiten Male in f 
schneiden möge; af und fd sind dann die beiden Componenten. Soll die 
Linie ad den Druck unter Zugrundelegung eines bestimmten Massstabes dar- 
stellen, so hat man natürlich den Radius des Kreises passend zu wählen. 

Beim unbegrenzten Erdreich sind die Geländelinie und die Verti- 





”) J. J. Weyrauch, Theorie des Erddrucks auf Grund der neueren 
Anschauungen. Allgemeine Bauzeitung. Wien 1881. Fol. auch separat. 
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cale conjugirte Richtungen, der Druck für ein Linienelement parallel der 
Oberfläche in der Tiefe y unter derselben ist y.ycosa. Mit Hülfe der 
eben entwickelten Methode kann man dann leicht die Grösse und Rich- 
tung des Drucks für ein beliebiges Linienelement finden. Man kann übri- 
gens, wie A. Francke*) gezeigt hat, die hier entwickelte Methode an- 
wenden, um auf graphischem Wege die Druckverteilung in einem von 
zwei geneigten Ebenen begrenzten Erdkörper wenigstens angenähert zu 
bestimmen. Es ist das um so wesentlicher, als man meines Wissens 
auf analytischem Wege noch nicht zur Lösung dieser Aufgabe gelangt ist. 

$ 17. Schon Rankine hat die im vorhergehenden Abschnitt be- 
handelte Druckverteilung im unbegrenzten Erdreich dazu benutzt, um den 
Druck gegen Stützmauern zu bestimmen. 

Man denke sich (Fig. 9) das Erdreich, welches oben durch eine 
Ebene begrenzt ist, deren Spur in der Zeichenebene LM sein möge, durch 
eine Linie AB in zwei Teile zerlegt. Die beiden Teile des Erdreichs 
üben dann einen gewissen Druck auf einander aus. Man denke sich nun 
den einen Teil des Erdreichs entfernt und durch eine Mauer ersetzt, 
welche den eben erwähnten Druck auszuhalten vermag, ohne zerstört 
oder bewegt zu werden. Es ist klar, dass das Gleichgewicht aufrecht 
erhalten bleibt, und dass man also haltbare Mauern erhält, indem man 
mit Rankine den Druck der Erde so annimmt, wie es die für das un- 
begrenzte Erdreich entwickelte Theorie verlangt. 

Dennoch führt dieses Verfahren zu Consequenzen, die entschieden 
befremdlich erscheinen. Man fasse, um das zu erkennen, die beiden 
Fälle ins Auge, dass die Geländefläche unter dem Winkel « ansteigt und 
unter demselben Winkel fällt. Nach der Theorie des unbegrenzten Erd- 
reichs muss in beiden Fällen der Druck parallel der Oberfläche sein und 
dieselbe Grösse haben. 

Bei derselben Mauerstärke ist also bei fallendem Gelände das Mo- 
ment in Bezug auf die vordere Kante des Mauerfusses grösser als bei 
steigendem Erdreich. Es würde sich also bei gleicher Anforderung an 
die Stabilität nach dieser Theorie bei einem fallenden Erdreich eine 
grössere Mauerstärke ergeben, als wenn das Erdreich unter demselben 
Winkel anstiege. 

Das widerspricht nun aller Erfahrung und zeigt also, dass die für 





*) Adolf Francke, Die inneren Kräfte eines durch Ebenen begrenzten 
Erdkörpers nebst Anwendung auf die Ermittelung des Druckes gegen Stütz- 
und Druckwände. Zeitschrift des Architekten- und Ingenieurvereins zu Han- 
nover XXXIV, 1888. 
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das unbegrenzte Erdreich ermittelte Druckverteilung höchstens innerhalb 
gewisser Grenzen mit derjenigen Druckverteilung übereinstimmt, welche 
im Grenzfalle des Gleichgewichts in dem Erdreich hinter einer Mauer 
herrscht. Deshalb wird in neuerer Zeit die Theorie des unbegrenzten 
Erdreichs nur unter gewissen Voraussetzungen bei der Bestimmung von 
Mauerstärken angewendet. 

So will z. B. Mohr dieselbe nur so lange benutzen, als die Linie, 
welche man in der Richtung des grössten Hauptdrucks durch die hintere 
Kante des Mauerfusses ziehen kann, die Geländefläche trifft, nachdem sie 
durch das Innere des Erdreichs gegangen ist, bei verticaler Hinterseite 
der Mauer z. B. also nur dann, wenn das Gelände ansteigt, und bei hori- 
zontalem Gelände nur dann, wenn die Hinterseite der Mauer nach vorn 
ansteigt. Ist diese Bedingung nicht erfüllt, so greift er auf die Cou- 
lomb’sche Theorie zurück, indem er im Interesse eines continuirlichen 
Ueberganges den Druck senkrecht zur Mauerfläche annimmt. 

J. J. Weyrauch meint, dass die Anwendbarkeit der in Frage 
stehenden Theorie sich bisher nur dann streng beweisen lasse, wenn die 
Richtungslinien beider Hauptdrucke für jeden Punkt der Wand die Ge- 
ländelinie im Innern des Erdkörpers treffen. 

Winkler, M. Levy, de Saint-Venant, Boussinesq u.a. m. 
wollen die moderne Erddrucktheorie nur dann anwenden, wenn die Druck- 
neigung zur Normale der Wand gerade gleich dem Reibungswinkel von 
Sand auf Mauerwerk oder — bei hinreichend rauher Wand — gleich 
dem Böschungswinkel des Sandes ist, bei jeder Neigung des Geländes 
also nur für eine ganz bestimmte Neigung der hinteren Mauerseite. 

Für diesen einen Fall führt aber das Coulomb’sche Prineip zu dem- 
selben Resultat; deshalb wendet Winkler auch für den allgemeinen Fall 
die auf der Voraussetzung ebener Gleitflächen beruhende Theorie an. 

De Saint-Venant*) und Boussinesq”**) betrachten das Resultat 


*), De Saint-Venant, Sur une determination rationnelle par approxi- 
mation de la poussee des terres depourvus de cohesion contre un mur de 
soutenement. ©. R. LXX, 228—235, 2831— 286. 1870. 

— —, Recherche d’une deuxieme approximation dans le caleul rationnel 
de la poussde exercee contre un mur dont la face posterieure a une inclinaison 
queleonque par des terres non coherentes dont la surface superieure s’eleve 
en un talus plan quelconque & partir du haut de cette face du mur. Ü.R. 
LXX, 717—724. 1870. | 

— —, Une evaluation ou exacte ou tres approche de la poussee des terres 
sablonneuses contre un mur destine A les soutenir. ©. R. IIC, 850—852. 1884. 

**) Boussinesq, Integration de l’Equation differentielle qui peut donner 
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der Rankine’schen Theorie als eine Annäherung an den wirklichen Sach- 
verhalt, und suchen die wirkliche Druckverteilung zu bestimmen, indem 
sie zu den von dieser Theorie gelieferten Druckkräften Zusatzglieder hin- 
zufügen. Setzt man nun die so verbesserten Ausdrücke in die Gleichun- 
gen (1) ein, so fallen alle diejenigen Glieder fort, welche von der Ver- 
besserung unabhängig sind. Entwickelt man in der für das Erdreich 
charakteristischen Gleichung (2) nach Potenzen der Zusatzglieder, so fällt 
das von letzteren freie Glied ebenfalls fort. Unterdrückt man nun in 
der Voraussetzung, dass die Zusatzglieder hinreichend klein sind, die 
Ausdrücke zweiter Ordnung, so bleibt eine homogene lineare Gleichung 
zwischen den gesuchten Grössen übrig. In Folge der erst erwähnten 
Differentialgleichungen sind die drei gesuchten Grössen die drei zweiten 
Ableitungen derselben Function nach den Coordinaten, und die dritte 
Gleichung geht über in eine lineare partielle Differentialgleichung zweiter 
Ordnung mit constanten Coefficienten. Grenzbedingungen liefert nun zu- 
nächst der Umstand, dass an der Oberfläche die Druckcomponenten und 
damit auch die Zusatzglieder gleich Null sein müssen. Es ergiebt sich 
hieraus, dass in dem Teil des Erdreichs zwischen der Geländelinie und 
der durch das obere Ende der begrenzenden Wand gezogenen Linie 
grösster Druckneigung die Zusatzglieder sämtlich gleich Null sind. Hier- 
aus folgt, dass die Verbesserung nicht anzubringen ist, so lange die 
beiden durch einen Punkt der Wand gehenden Linien grösster Druck- 
neigung das Gelände im Innern des Erdkörpers treffen. Wenn aber diese 
Bedingung nicht erfüllt ist, erhält man die vollständige Bestimmung der 
Zusatzglieder aus der Bedingung, dass an der Wand die Druckneigung 
gleich dem Böschungswinkel von Sand auf Mauerwerk sein soll. Die 
Druckverteilung in einem oberen, von der vorerwähnten Linie begrenz- 





une deuxieme approximation dans le calcul rationnel de la poussee des terres. 
C.R. LXX, 751—754. ‚1870. 

— —, Sur la poussee d’une masse de sable contre une paroi verticale 
ou inelinee. CR. 1IC, 667—670. 1884. 

— —, Sur la poussee d’une masse de sable a surface superieure horizon- 
tale contre un paroi vertical dans le voisinage. de laquelle son angle de 
frottement est suppose croitre legerement d’apres une certaine loi. O.R. IIC, 
720—725. 1884. 

— —, Caleul approche de la poussee et de la surface de rupture dans 
un terreplein horizontal homogene contenu par un mur vertical. C.R. IIC, 
790 bis 79. 

— —, Essai theorique sur l’equilibre des massifs pulverulents et sur la 
poussee des terres sans cohesion, p. 112 ff. Bruxelles 1876. 4°. 
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ten Keile bleibt auch in diesem Falle ungeändert; im unteren Teile tritt 
eine Aenderung der Druckverteilung ein, welche eine Krümmung der 
Gleitlinien bedingt. 

Es verdient hervorgehoben zu werden, dass Herr Boussinesq unter- 
sucht, welchen Einfluss die Vernachlässigung der Glieder zweiter Ord- 
nung in der für den Sand charakteristischen Gleichung hat. Strenge ge- 
nommen. genügen nämlich die verbesserten Ausdrücke für die Druck- 
componenten nicht mehr dieser Gleichung für den Böschungswinkel », 
sondern einer Gleichung, in welcher an Stelle des Winkels ein anderer 
vom Orte abhängiger Winkel 9’ auftritt, dessen Grenzen dadurch bedingt 


sind, dass 
sinp' 1 





sin cosö 
wo 6 den Winkel bezeichnet, welchen die Wandrichtung mit der Tren- 
nungslinie der beiden verschiedenen Gebiete des mit Sand erfüllten Raumes 
einschliesst. Ist dieser Winkel nicht zu gross, so weicht die rechte Seite 


nur wenig von 1 ab (bei = z. B. wird secö = 1,082), und des- 


halb ist der begangene Fehler nicht zu bedeutend. 

Um ein Bild von dem Effekt der hier in Frage stehenden Verbesse- 
rung zu geben, führen wir an, dass der Druck nach Rankine bei verti- 
caler Mauer und horizontalem Gelände 


4yh’tg? m an 2) 


ist und senkrecht zur Mauer steht, während die Theorie von Boussi- 
nesq bei einem Reibungswinkel 9, von Sand auf Mauerwerk unter der- 
selben Voraussetzung ergiebt 


r 2) 

COSI — — — 

PARIER, eo) (4 2 
janztge (7 9 


cos (+ — =) 


8 18. Ausser der für das unbegrenzte Erdreich geltenden Druck- 
verteilung sind bisher nur sehr wenige Lösungen der für den Grenzfall 
geltenden Gleichungen bekannt. Die Kenntnis einer solchen verdanken 
wir wiederum Boussinesq*); sie lässt sich dem Fall anpassen, dass 





*) J. Boussinesq, Sur les modes d’equilibre limite les plus simples que 
peut presenter un massif sans cohesion fortement comprime. C.R. LXXX, 
546—549. 1875. 

— —, Essai theorique sur P’equilibre des massifs pulverulents, p. 150 u. ff. 
Bruxelles 1876. 4°. 
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das Erdreich zwischen zwei sich schneidenden Ebenen so stark zusammen- 
gedrückt wird, dass man von dem Einfluss der Schwere auf die Druck- 
verteilung absehen kann. Für den Fall, dass man den Einfluss des Eigen- 
gewichts vernachlässigen darf, erhält man noch eine andre Lösung der 
Frage stehenden Gleichungen, indem man setzt 
RIND) eAJ, %,—=Y, = —f (Ax) eV, Y‚= f''(Ax)erY 
und dann f(?) aus der Gleichung 
OH’ = OFEN HE 
bestimmt. Die in Frage stehende Druckverteilung lässt sich dem Falle 
anpassen, dass sich Sand in einer von zwei rauhen und zwei glatten 
Wänden gebildeten Röhre mit rechteckigem Querschnitt befindet, die 
beiderseits durch Stempel geschlossen ist, auf welche in Richtung der 
Röhrenaxe die Kräfte P, und P, wirken. Sie kann also dazu dienen, von 
der Fortpflanzung von Druck durch Sandmassen eine Vorstellung zu geben. 
Wir wollen noch eine dritte Lösung der in Frage stehenden Gleichungen er- 
wähnen, welche man als Verallgemeinerung der in $ 16 behandelten Druck- 
verteilung ansehen kann. Man genügt den Gleichungen nämlich, indem 
man setzt: 
Y,=yycsa+m, Y,=X,=yysine, 





5 Ey cosa+m)(1-+sin?p)—2Y (m sinp+yy sin(a+p))(msing—yysin (a-)) 
al gi cos? TE 





Hier braucht nun.«a nicht mehr kleiner zu sein als ©, wenn nur y in 
gewissen Grenzen liegt, wenn nämlich 
msing msind 
sin (a — ®) er sin(a-+%) 


ist. Für @=1R stellen diese Formeln also die Druckverteilung in Erd- 











reich dar, das sich zwischen verticalen Wänden befindet und in gewisser 
Weise belastet ist. Der Einfluss dieser Belastung wird sich in tieferen 
Schichten aller Erfahrung nach sehr wenig bemerkbar machen, und so 
dürften sich die genannten Formeln vielleicht dazu eignen, den Druck 
von Erdreich gegen hohe, benachbarte Wände zu bestimmen. 

Zu interessanten Betrachtungen, wenn auch nicht zu einer Lösung 
der Gleichungen für den Grenzfall des Gleichgewichts hat die Beschäfti- 
gung mit einer wichtigen Aufgabe der Technik geführt. Es handelt sich 
um die Bestimmung der Tragfähigkeit von Pfeilern, Grundmauern und 
ähnlichen Anlagen, die bis zu einer gewissen Tiefe in das Erdreich hin- 
ein gehen. Die ersten Untersuchungen nach dieser Richtung reichen 
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ziemlich weit zurück. Sie rühren von Lambert”) her und tragen einen 
wesentlich empirischen Charakter. Die Belastung ergiebt sich proportional 
der belasteten Fläche und proportional der Eintauchung. Stellt man sich, 
wie es neuerdings üblich geworden ist, vor, dass die Belastung durch 
eine Sandschicht hervorgerufen wird, so kann man sagen, die Belastungs- 
höhe H ist proportional der Eintauchung h. Ein allerdings erst in 
neuester Zeit veröffentlichter Versuch, die Frage theoretisch zu behandeln, 
ist zu Anfang der funfziger Jahre unseres Jahrhunderts von dem russischen 
Obersten Pauker”*) gemacht worden. Dieser Versuch beruht auf einer 
von grossem Geschick zeugenden Anwendung des Coulomb’schen Prineips 
für passiven und activen Erddruck und führt zu dem Resultat, dass die 
Belastungshöhe 


nne(i+t) 


ist. Zu demselben Resultat gelangte wenig später Rankine*”*) mit 
Hülfe der von ihm begründeten Theorie des Erddrucks. 
Den Gleichungen 
oX; Oh 0 OY, N a5 
FERNE: Falaare a | 
genügt man offenbar, indem man setzt: 
y=Yı6+!@9), ı, =Y,=0, =yso) 
sodass also die Hauptdrucke hier überall parallel den Coordinatenaxen 
sind. Wenn nun nirgends die Druckneigung den natürlichen Böschungs- 
winkel übertreffen soll, so muss überall die Beziehung: 
1—+-sin 
HR) S ne EVEN Nee 
. gelten. Das ist dann und nur dann möglich, wenn zwischen dem Maxi- 
mum H von f(x) und dem Minimum h derselben Function die Beziehung 
besteht 








— sin o 


1+-sino — sinp 
Ip ee 
GH ) — sino =( 3 Dt 1+sing ’ 





*) Lambert, Sur la fluidite du sable, de la terre et d’autres corps mous 
relativement aux lois de l’hydrodynamique. Nouv. Mem. de l’Acad. de Berlin. 
Annee 1772. p. 33—64. Berlin 1774. 4°. i 

**) Pauker, Erklärender Bericht zum Project einer Seebatterie zu Cron- 
stadt. Journal des (russischen) Ministeriums der Verkehrsanstalten. September- 
heft 1889. 

**) Rankine, A manual of applied mechanies. London 1861. 
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und das wiederum ist für alle positiven Werte y erfüllt, wenn 
n( Saale >g Ban 

mar 1+-sino 
ist. Die Function f(x) ist hier die Belastung der Linie y=0; stellt 
man sich nun vor, dass in einem Teile diese Belastung durch eine Sand- 
überschüttung von der Höhe h gebildet wird, so ist die höchste zulässige 
Belastungshöhe für einen Pfeiler bei der hier angenommenen Druckverteilung 

1+5sino \? ie: © 

H=h Ge —htg (= —+ >) . 

Ebenso erhält man unter denselben Voraussetzungen über die Form der 
Druckverteilung als kleinste zulässige Belastungshöhe 


n 9 
lu och 


H' = htg* 

Für jede, innerhalb dieser Grenzen liegende Belastungshöhe herrscht 
offenbar Gleichgewicht, weil sich ja sicher eine Druckverteilung finden 
lässt, welche allen in Frage kommenden Bedingungen genügt. Deshalb 
wird ein nach der Rankine’schen Formel berechneter Pfeiler, voraus- 
gesetzt dass unsere Anschauungen über die physikalische Natur des 
Sandes richtig sind, unter allen Umständen im Gleichgewicht sein. Eine 
andre Frage ist aber die, ob nicht auch noch für Belastungen ausserhalb 
der in Frage stehenden Grenzen Gleichgewicht möglich ist, d. h. ob sich 
Druckverteilungen finden lassen, welche allen Bedingungen genügen. 
Ja es ist sogar im höchsten Masse wahrscheinlich, dass man zu erheblich 
weiteren Grenzen für die zulässigen Belastungen gelangen wird, indem 
man die Beschränkung fallen lässt, welche sich Rankine durch die 
Annahme einer speciellen Form der Druckverteilung auferlegt. 

Auch die Erfahrung lehrt, dass Pfeiler erheblich stärker belastet 
werden dürfen, als es nach der Rankine’schen Formel für den oberen 
Grenzwert der Belastungshöhe scheinen möchte. Diesem der Erfahrung 
entsprechenden Grenzwert der Belastungshöhe suchte in neuester Zeit Jan- 
kowski”), ein russischer Ingenieur und Professor, durch ein Verfahren 





*) Platon Jankowski, Widerstand der Gründungen. Journal d. Minist. 
der Verkehrsanstalten. Jan., Febr. u. Dec. 1889. (Russisch.) Vgl. F. d. M. 
XXI (1889), S. 888. 

— —, Resistance des terrains sablonneux aux charges verticales. Rapport 
par M. H. Vallot. Mem. de la societe des ingenieurs civils. 1892. Heft 11, 
p-. 848— 851. 

— —, Etude sur la resistance des terrains sablonneux aux charges verti- 
cales. Mem. de la societe des ing. eiv. 1892. Heft 11, p. 957— 955. 
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näher zu kommen, welches sich — allerdings mit wesentlichen Modi- 
ficationen — eng an die vorerwähnte Methode von Pauker anschliesst. 

Wenn sich der belastete Pfeiler senkt, wird der unter dem Pfeiler 
liegende Sand abwärts geschoben, während die dem eingetauchten Körper 
benachbarten unbelasteten Teile in die Höhe getrieben werden. Die 
Gleitlinien, oder die Linien grösster Druckneigung, werden hier also 
gekrümmte Linien sein, welche von einem Punkte der Pfeilerbasis aus zu- 
nächst nach unten gehen und, nachdem sie sich nach oben gekrümmt 
haben, die unbelastete Sandfläche treffen. Eine solche stetig gekrümmte 
Gleitlinie ersetzt Jankowski durch zwei gerade Linien, welche sich in der 
Tiefe z unter einem Endpunkte der Basis schneiden. Diese Linie z wird 
also seitens des unter dem Pfeiler liegenden Erdreichs einen Druck er- 
fahren, wie ihn eine Mauer durch den activen Erddruck erfährt. Von 
der äusseren Seite wird hingegen ein Druck wirken, wie er sich äussert, 
wenn eine Mauer auf dem Sprunge steht, in das Erdreich getrieben 
zu werden. Während nun Pauker angenommen hatte, dass beide zu 
der Trennungslinie senkrecht stehen, nimmt Jankowski an, dass der 
Druck gegen die Normale dieser Linie unter dem Böschungswinkel @ 
geneigt sei, und zwar so, dass die erst bezeichnete Kraft von oben nach 
unten, die andere also von unten nach oben gerichtet ist. Nun wird 
der passive Druck R und der active Druck S nach dem Coulomb’schen 
Princip berechnet. Die Bedingung dafür, dass das unbelastete Erdreich 
nicht verdrängt werde, ist dann offenbar: 

R—-S =. 

Die linke Seite ist eine Function von z, welche nach dem eben Gesagten 
so beschaffen sein muss, dass das Minimum derselben noch positiv ist. 
Die Ausführung der fraglichen Rechnung führt zu folgender Grenze für 
die Belastungshöhe: 
ie 45—o 
I+VI—k Nom — 


2 4 e 


H=h- 








18) + 18) 


ist. Die Grösse k nimmt sehr rasch von ihrem Werte 1 für o—=0 
aus ab, und man wird deshalb kürzer schreiben können: 


45 \2 
gt 
H = 2h 





45 —o 
1 — 


Bei der Theorie von Jankowski ergiebt sich ferner, dass nicht jede 
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Breite in beliebiger Weise belastet werden darf. Es muss vielmehr bei 
einer Belastungshöhe H’ die Breite mindestens den Wert 














H’k-h coSsY 
1—k 45—p , 45-+9 
2 cos 5 sin 5 


haben. Mit Benutzung der oben angegebenen Grenze der Belastungshöhe 
ergiebt sich die zugehörige untere Grenze der Breite auf 
h C0SY 


DIE 45 —g 4 ( 
y1 k 200 sin + P 


Ad Ad 





oder kürzer 
cosY 


45—o . 45-0 
2 cos 3 sin . 


ud ad 








Schon Jankowski selbst hat auf einen Mangel der von ihm entwickelten 
Theorie hingewiesen, indem er hervorhebt, dass die Momentengleichung 
unberücksichtigt geblieben ist. Uns scheint dieser Fehler nicht der ein- 
zige zu sein, welcher seiner Entwickelung anhaftet. So ist zunächst gar 
nicht ohne weiteres einzusehen, warum in einem Grenzfalle des Gleichge- 
wichts gerade eine durch den Endpunkt der Pfeilerbasis gehende Verticale 
eine Linie grösster Druckneigung sein soll. Es soll zugegeben werden, dass 
die Formel von Jankowski bei einem Winkel » von 33° 32’ dem wahren 
Sachverhalt viel mehr entspricht als die Rankine-Pauker’sche Formel, 
von denen die erstere für H den Wert 132,6 h liefert, während die 
andere 12,03 h giebt. Trotzdem kann der Formel von Rankine ein 
Vorzug vor der neueren nicht abgestritten werden; bei der ersteren weiss 
man genau, auf welcher Seite der Fehler liegt, während das bei der 
Formel von Jankowski nicht der Fall. Da man nun bei Constructionen 
praktischer Natur die Beanspruchungsfähigkeit der einzelnen Teile ohne- 
dies nicht völlig ausnützt, dürfte es sich empfehlen, die ältere Formel 
für praktische Zwecke beizubehalten. Ferner widerspricht die Formel 
von Jankowski einem ganz fundamentalen Prinzip. Es ist klar, dass 
ein System, welches unter Voraussetzung einer gewissen Reibung im 
Gleichgewicht ist, für jede stärkere Reibung erst recht im Gleichgewicht 
sein wird. Demzufolge müsste H eine mit @ stetig wachsende Function 
sein. Diese Bedingung erfüllt der Ausdruck von Pauker und Rankine. 
Hingegen nimmt der Ausdruck von Jankowski nur bis g—=45° zu, 
wo er im Widerspruch zu jeder rationellen Vorstellung den Wert oo 
annimmt, und nimmt von dort aus wieder ab. 
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$ 19. In theoretischer Beziehung besitzt die Rankine’sche Methode, 
die im vorbergehenden Abschnitt besprochene Aufgabe zu behandeln, 
einen besonderen Wert insofern, als sie auf den Weg hinweist, auf 
welchem die strenge Lösung zu suchen ist. Ja indem sie dies thut, 
führt sie dann auch weiter zu einer von der bisherigen abweichenden 
Fassung der Erddruckprobleme überhaupt. 

Rankine griff, wie wir gezeigt, aus der Gesamtheit derjenigen 
Grössensysteme, welche die Bedingungen | 








OXx e1- OX, za) ON Bay R 

ÖX OBER Ox Ov9 0 

(X,+-Y,)’sin’o — (X — Y,)’+4X,Yx, 
Kenn 


mit der Massgabe befriedigen, dass an der freien Oberfläche des Sandes 
Y‚„=0 und Y,=0 sein solle, eine besondere Gruppe heraus und be- 
stimmte dann innerhalb dieser Gruppe die beiden Wertsysteme, welche 
die Verticaleomponente des gegen den Pfeiler ausgeübten Druckes zu 
einem Maximum und zu einem Minimum machen. So gelangt er zu zwei 
Werten, von denen feststeht, dass Gleichgewicht herrscht, sobald die 
Belastung innerhalb derselben liegt. Will man nun die wirklichen Grenzen 
der zulässigen Belastungen haben, so darf man sich natürlich nicht auf 
die von Rankine herausgegriffene Gruppe von Lösungen beschränken, 
sondern muss aus der Gesamtheit von Grössensystemen, X,, X, = Yy, Yy, 
diejenigen herauslesen, welche mit Rücksicht auf die angeführten Bedin- 
gungen die Verticalcomponente des Druckes gegen den Pfeiler, d. h. das 
über den eingetauchten Rand desselben erstreckte Integral 


j® cos(ny)—-Yxcos(nx)) ds 


zu einem Maximum und zu einem Minimum machen. So stellt sich 
denn die in Frage stehende Aufgabe als eine Aufgabe der Variations- 
rechnung heraus. 

Dass die vorliegende Aufgabe nicht die einzige ist, welche sich als 
Aufgabe der Variationsrechnung betrachten lässt, das erkennt man sofort, 
wenn man einige der Aufgaben ins Auge fasst, welche bisher sei es auf 
theoretischem, sei es auf experimentellem Wege in Angriff genommen 
wurden. Dahin gehört zum Beispiel die Aufgabe, den Druck zu, be- 
stimmen, welchen Sand auf den Verschluss in dem Boden eines Gefässes 
ausübt. 

Man denke sich (Fig. lc) ein kastenförmiges Gefäss ABB’A’, in dessen 
Boden sich eine spaltförmige Oeffnung CC’ befindet. Von den Rändern C und 
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0’ dieser Oeffnung mögen zwei Ebenen CD und CD’ vertical nach unten 
gehen, so dass sich zwischen ihnen der Verschluss OEE’O’„der Oeffnung 
bewegen kann. Wenn nun der Kasten mit Sand gefüllt ist, so wird 
derselbe auf den Stempel einen Druck ausüben. Soll letzterer in Ruhe 
bleiben, so muss gegen den Stempel noch eine nach oben gerichtete 
Kraft P wirken. Ist diese zu klein, so giebt der Stempel nach; ist sie 
zu gross, so wird der Stempel in das Innere der Sandmasse getrieben. 
Man erhält die Grenzen offenbar, indem man die Druckverteilungen sucht, 
bei welchen das über die ÖOeffnung erstreckte Integral 


[v4 


ein Maximum oder Minimum wird. 

Es muss zugegeben werden, dass diese Aufgabe ausserordentlich 
schwierig, wenn nicht unlösbar erscheint, und doch hat diese Fassung der 
Aufgabe eine gewisse Bedeutung für die Einsicht in die Druckverhält- 
nisse. Unterzieht man nämlich, wie es Rankine in seiner Behandlung 
der Mauerpfeiler gethan hat, statt aller möglichen Druckverteilungen nur 
eine gewisse Gruppe derselben einer Betrachtung, so erhält man in dem 
Minimum P, einen Druck, welcher den Stempel gegen das Erdreich sicher 
in Gleichgewicht hält, und in dem Maximum P, einen Druck, welcher 
den Stempel auf keinen Fall in das Erdreich hineintreibt. Nun lässt 
sich aber diese Gruppe von Druckverteilung so wählen, dass P, sich mit 
wachsender Höhe der Sandschicht asymptotisch einer endlichen Grenze 
nähert,. während P, viel stärker ansteigt als die erste Potenz der Sandhöhe, 
was dann natürlich a fortiori auch von den wirklichen Grenzwerten gilt. 
Dadurch sind zwei Thatsachen mit der Theorie des Erddrucks in Ein- 
klang gebracht, welche einer Erklärung bisher widerstanden haben, näm- 
lich die beim Bau von Tunneln beobachtete Thatsache, dass der active 
Erddruck in tiefen Schichten lange nicht den beträchtlichen Wert hat, 
welchen man nach der Höhe erwarten sollte, und die bei der Anlage 
von Erdankern verwertete Thatsache, dass der passive Erddruck das 
entgegengesetzte Verhalten zeigt. Hagen*) hat zwar schon im Jahre 
1833 für den Bodendruck von Sand in Röhren eine Formel abgeleitet, 
welche, wenn die Höhe über eine gewisse endliche Grenze steigt, einen 
von, letzterer unabhängigen Wert liefert. Aber einmal bedient er sich 
gewisser Voraussetzungen und Annahmen, die nicht bewiesen werden, 





*) Untersuchung über den Druck und die Reibung des Sandes $5. 
Poggendorff Annalen XXVIIL, 316 ff. 
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und zweitens begeht er einen Fehler, der den gewöhnlichsten Prinzipien 
der Mechanik widerspricht. Gerade diesen Fehler hat nun Forch- 
heimer*) direct in seine Bestimmung des Bodendrucks übernommen, so 
dass diese Ableitung ebenfalls nicht befriedigen kann. Auch die Methode 
von Fr. Engesser”*) für die Bestimmung des Drucks gegen innere Stütz- 
wände kann vor einer strengen Prüfung nicht bestehen. Ausser diesen 
Versuchen ist nur noch ein einziger gemacht worden, den Druck in 
tiefen Erdschichten theoretisch zu bestimmen, und zwar von Ritter”**). 
Da jedoch dieser Autor sich gezwungen sieht, der Betrachtung ganz 
andere Hypothesen zu Grunde zu legen, als auch er für die Bestimmung 
des Seitendrucks benutzt, so kann dieser Versuch, so interessant er an 
sich ist, hier nicht weiter in Frage kommen. 

Eine dritte Aufgabe, bei welcher man unmittelbar dazu gelangt, sie 
als Aufgabe der Variationsrechnung zu fassen, bietet eine Anordnung dar, 
welche vielfach zur experimentellen Bestimmung des Seitendrucks ange- 
wendet worden ist. Man stelle sich ein kastenförmiges Gefäss vor, dessen 
eine verticale Seite um eine horizontale, dieser Wand parallele Axe dreh- 
bar ist. Füllt man diesen Kasten mit Sand, so wird man auf die dreh- 
bare Wand eine Kraft ausüben müssen, damit dieselbe in Ruhe bleibe. 
Bestimmt man nun durch den Versuch die Grenzen dieser Kraft, bei 
welchen die Wand anfängt, sich in dem einen oder anderen Sinne zu 
drehen, so erhält man direct das auf die Drehaxe bezogene Moment des 
Druckes, welchen der Sand in den beiden Grenzfällen auf die Wand ausübt. 

Gesetzt, man hätte wieder eine Druckverteilung gefunden, welche 
den mehrerwähnten für das Innere der Sandmasse gültigen Beziehungen 
genügt, welche ferner so beschaffen ist, dass für die Elemente der freien 
Oberfläche des Sandes die Componenten gleich Null sind, und dass an 
den starren Wänden die Druckneigung nirgends die durch die Rauhigkeit 
derselben bedingten Grenzen überschreitet, so könnte man durch eine 
Integration das Moment finden, welches bei der in Frage stehenden Ver- 
teilung der Druck des Sandes gegen die bewegliche Wand bezüglich der 
Drehaxe hat. Wenn nun das Moment der ausser dem Erddruck auf die 
Wand wirkenden Kräfte gerade gleich und entgegengesetzt dem erwähnten 





*), Philipp Forchheimer, Ueber den Sanddruck und Bewegungs- 
erscheinungen im Innern trockenen Sandes. Tübinger Dissertation p. 181. 
Aachen. 1883. 8°. 

*) W. Ritter, Statik der Tunnelgewölbe. Berlin 1879. 8°. 

***, Fr. Engesser, Ueber den Erddruck gegen innere Stützwände. 
Deutsche Bauztg. XVI. 1882. 8. 91—9. 
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Integrale ist, so ist die Wand offenbar im Gleichgewicht. Lässt sich aber 
umgekehrt von einer Kraft nachweisen, dass es keine Druckverteilung 
giebt, für welche das in Frage stehende Integral gerade gleich und ent- 
gegengesetzt dem Moment der Kraft ist, so ist bei dieser Kraft Gleich- 
gewicht nicht möglich. Damit eine Kraft die drehbare Wand gegen den 
Erddruck im Gleichgewicht halte, ist also erforderlich, dass das Moment 
derselben bezüglich der Drehaxe innerhalb zweier Grenzen liege, welche 
man erhält, indem man unter allen zulässigen Druckverteilungen diejenigen 
aufsucht, bei welchen das obige Integral ein Maximum oder ein Mini- 
mum wird. 

Bei den bisher besprochenen Aufgaben war es deshalb leicht, die 
Maximumsaufgabe zu formuliren, weil die beweglichen Grenzen eine Frei- 
heit ersten Grades aufwiesen und man demnach als Bedingung des Gleich- 
gewichts der an den beweglichen Grenzen angreifenden Kräfte nur eine 
Gleichung hatte. Wie man zu verfahren hat, wenn mehr als eine unbe- 
kannte Grösse in Frage kommen, wollen wir an einem Beispiel zeigen, 
das sich von dem soeben besprochenen nur dadurch unterscheidet, dass 
die Wand ganz frei beweglich gedacht ist. 

Wenn eine Kraft oder ein System von Kräften die Wand gegen 
den Erddruck im Gleichgewicht halten sollen, so muss sich offenbar eine 
allen Bedingungen genügende Druckverteilung finden lassen, für welche 
das Moment des Erddruckes nicht nur für eine Axe, sondern für alle 
möglichen Axen gleich und entgegengesetzt dem Moment der andern auf 


die Wand wirkenden Kräfte ist. Nennen wir M das Moment dieser . 


letztern Kräfte in Bezug auf den Anfangspunkt O eines Coordinaten- 

systemes, X und Y ihre Componentensummen in Richtung der Axen 

desselben, so ist für einen Punkt mit den Coordinaten (a, b) das Moment 
M+Ya—Xb. 

Das Moment des Erddrucks bei irgend einer beliebigen Druckverteilung 

wird in zwei bestimmten Grenzen liegen müssen, die nach Lösung der 


vorher besprochenen Aufgabe bekannte Functionen von a und b sein 


werden. Nennen wir die untere Grenze —M(a, b), die obere —M(a, b),, 
so muss, wenn überhaupt Gleichgewicht möglich sein soll, 
M(a,b, SM+Ya—Xb=M(a,b), 

sein. Wenn diese Bedingung nun für alle möglichen Werte (a, b) erfüllt 
ist, dann hält, wie gezeigt werden soll, das durch (X, Y,M) dargestellte 
Kraftsystem die Wand gegen den Erddruck wirklich in Gleichgewicht. 

Wenn nämlich (M,X,Y) die Wand nicht gegen den Erddruck in 
Gleichgewicht hält, so wird eine Bewegung derselben eintreten. Diese 
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Bewegung wird nun in jedem Zeitpunkt betrachtet werden können als 
eine Drehung um irgend einen Punkt; a, ß mögen die Coordinaten 
des Drehungsmittelpunktes für den Anfang der Bewegung sein. Für den 
Beginn der Bewegung wird nun nichts geändert werden, wenn man die 
Beweglichkeit der Wand so einschränkt, dass sie sich nur um diesen 
Punkt drehen kann, dass also die wirklich eintretende Bewegung auch die 
einzig mögliche ist. Dann erkennt man aber unmittelbar, dass, wenn 
bei einem Kraftsystem (M,X,Y) die in Frage stehende Bewegung ein- 
tritt, der Ausdruck M+Ya—XBß ausserhalb der durch M(a,ß), und 
M(a, B), dargestellten Grenzen liegen muss. 

Wenn nun ein Kraftsystem für alle möglichen Werte (a, b) die 

Bedingung 

M(a,b, ZM+Ya—Xb=M(a,b), 
erfüllt, so giebt es keinen Punkt (a, ß), für welchen M+Ya—XB ausser- 
halb der Grenzen M(x, ßB),, M(a,ß), liegt. Nach dem Gesagten kann 
also keine Bewegung eintreten, oder das Kraftsystem hält die Wand gegen 
den Erddruck im Gleichgewicht. 

Die angegebene Bedingung des Gleichgewichts lässt sich nun sehr 
leicht interpretiren, wenn wir uns einer geometrischen Darstellung be- 
dienen. Betrachten wir die Grössen X, Y, M als die Coordinaten eines 
Punktes im Raum, so wird der Gesamtheit aller Kraftsysteme der dreidimen- 
sionale Raum entsprechen. Die oben angegebene Bedingung bedeutet für 
ein festgehaltenes Wertepaar ab nun offenbar, dass der Punkt (X, Y,M) 
innerhalb eines gewissen von zwei parallelen Ebenen begrenzten Gebietes 
liegen muss. Wenn nun die obige Bedingung für alle möglichen Wertepaare 
(a, b) erfüllt sein soll, so heisst das, die geometrische Darstellung des 
Systems (X, Y, M) muss innerhalb desjenigen Teiles des Raumes liegen, 
welcher allen soeben gekennzeichneten Gebieten angehört. 

Wenn es sich um einen Grenzfall handelt, so wird für ein Paar (ab) 


M-+-Ya—Xb=NM(ab), odr M+Ya—Xb=N(a, b),, 
während für jedes andre Wertepaar a+h, b+k 
M-+Y(a+h)—X(b+k)—M(a+lh,b-+k) = 0 
resp. M+Y(a+h)—X(b+-k)—NM(a+h,b-+k), = 0 
ist, woraus dann folgt: 


__ ©M(a, b), 464 eM(a,b), 
ae ches 
M(a, b 

MM, ba ne _n Baum 


Jahresber. d. Deutschen Mathem,-Vereinigung. II. ) 
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resp. 
Mb), 2. öM(a,b), 
N ae. ar. Sri 
M—M(a, b),—a ann ku en 


Eliminirt man nun a und b, so erhält man die Gleichungen 

MD VAN 
derjenigen Oberflächen, welche den Raum der Gleichgewichtssysteme ein- 
schliessen. 

Wenn nun ein Kraftsystem derart stetig geändert wird, dass seine 
geometrische Darstellung von einem der Oberfläche sehr nahen Punkte 
im Innern durch einen Punkt (X, Y,M) zu einem nahen Punkte des 
äusseren Raumes übergeht, so wird die Wand anfangen sich zu bewegen, 
und zwar wird sie sich zunächst um einen Punkt (a, b) drehen, dessen 
Coordinaten offenbar entweder den Bedingungen 


.. OM(ab), _ öM(a, b), 
a TE 
M—=M(a, b),—a sch, en an 
oder den Gleichungen 
____ oM(a, b), __ ÖM(a, b), 
mn 
M—M(a, b),—a _.. ee re b), 


genügen. Im ersten Fall hat man die Gleichung: 

M-—aY—bX=NM(a,b), im andern M+aY—bX=M(a,b). 
Gehen wir nun zu irgend einem benachbarten Grenzfall über, d. h. differen- 
tiiren wir, so ergiebt sich aus der ersten Gleichung: 


0 — dM-+adY—bdX+ (er An) da ) db, 


und das redueirt sich auf 
dM—+-adY—bdX = 0. 

Dieselbe Gleichung ergiebt sich auch aus den Grenzfällen der andern 
Art. Demnach erhalten wir den Drehpunkt vermöge.der Gleichungen: 

OM | __ OM 
Ä ONE. X) 

8 20. So lange sich‘ die Erddrucktheorie auf den Fall von zwei 
Dimensionen beschränkt, hat man es im wesentlichen mit drei zu be- 


 ————, 
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stimmenden Druckcomponenten zu thun, zwischen denen erstlich zwei 
für jede Substanz gültige Gleichungen bestehen und zweitens eine für 
das Gleichgewicht des Sandes charakteristische Bedingung. Befindet sich 
die ganze Sandmasse im Grenzzustande des Gleichgewichtes, so geht 
auch diese letztere Bedingung in eine Gleichung über, und man hat wenig- 
stens ebenso viel Gleichungen wie zu bestimmende Grössen. Natür- 
lich ist die Druckverteilung dadurch noch nicht völlig bestimmt, son- 
dern es müssen weitere Grenzbedingungen hinzutreten, welche nach der 
Natur des besonderen Falles zu formuliren sind. Ja es erscheint zweifel- 
haft, ob durch die Hinzunahme dieser Grenzbedingungen die Lösung eines 
solchen Problems eindeutig bestimmt ist. 

Diese Schwierigkeiten steigern sich noch, wenn die Erddrucktheorie 
auf ein Gebiet von drei Dimensionen ausgedehnt werden soll. Im Gebiet 
von drei Dimensionen hat man es nämlich mit sechs zu bestimmenden 
Druckcomponenten 

xy, Yy; Zu; 
„eV, u, =2, Y=X, 
zu thun, zwischen denen drei von dem physikalischen Charakter des 
Sandes unabhängige Gleichungen 
NOREN R 08. 


75 136 Er 
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OX SFC 02 
bestehen. Dazu kommt nun für den Sand die Bedingung, dass für kein 
Flächenelement die Neigung des Druckes zur Normale den Böschungs- 
winkel übersteigt oder, anders gesprochen, dass der grösste Hauptdruck 
1+-sino 
im Grenzfalle des Gleichgewichts giebt diese Bedingung, falls man nicht 
die immerhin doch wilikürliche Annahme machen will, dass zwei der 
Hauptdrucke einander gleich werden, nur eine Gleichung oder höchstens, 
falls man die erwähnte Annahme zulässt, zwei Gleichungen. Man hat 
also auf jeden Fall mehr unbekannte Functionen der Coordinaten, als 
Gleichungen vorliegen, sodass hier die Lösung des Problems sicher unbe- 
stimmt bleibt, auch wenn man die für die Grenzen gültigen Beziehungen 
hinzunimmt. 

Diese Unbestimmtheit verschwindet aber, wenn wir das Problem 


9* 


im Verhältnis zum kleinsten nirgends grösser als ist. Selbst 
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wieder als ein solches der Variationsrechnung ansehen. Um das zu 
zeigen, wollen wir ein allgemeines Problem der Erddrucktheorie einer 
Betrachtung unterziehen. 

Es sei gegeben eine Sandmasse, auf deren Teile gegebene äussere 
Kräfte wirken. Die Begrenzung derselben werde gebildet von freien 
Oberflächen, auf welche gegebene Druckkräfte wirken, von festen Grenzen 
und von beweglichen Grenzen, deren Gestalt von mehreren Parametern 
Pı> Pa - >> Pn abhängt. Es soll untersucht werden, welche Kräfte diese 
beweglichen Grenzen gegen den Druck der Erde im Gleichgewicht halten. 


Man stelle sich vor, dass ein System von Druckkräften gefunden 
sei, welches erstlich den Differentialgleichungen (1) dieses Paragraphen, 
zweitens der für den Sand charakteristischen Bedingung bezüglich der 
Druckneigung genügt, welches ferner die für die freie Oberfläche gege- 
benen Druckkräfte liefert, und welches endlich so beschaffen ist, dass an 
den festen Grenzen die Neigung des Drucks gegen die Normale inner- 
halb der durch die Rauhigkeit bedingten Grenzen liegt. Durch ein 
Oberflächenintegral wird man dann die Arbeit finden können, welche die 
vom Sande auf die beweglichen Teile der Grenze ausgeübten Kräfte bei 
irgend einer virtuellen Veränderung dieser Grenzen leisten. Dieselbe 
möge sein | 
U,ö5p,+U,6p,-+ "+ UnoPn- 

Sind nun die Kräfte, welche ausser dem Erddruck auf die beweglichen 
Wände wirken, so beschaffen, dass die von ihnen geleistete Arbeit für alle 
virtuellen Veränderungen entgegengesetzt gleich dem vorstehenden Aus- 
druck ist, so herrscht offenbar Gleichgewicht. Diese Arbeit möge nun sein 


M, op,+M, pP," Ma6Pn; 
wo die Grössen M,, M,, ..., M,„ offenbar von den Variationen der Para- 
meter unabhängig sind. 


Denkt man sich nun die Beweglichkeit der Grenzen so beschränkt, 
dass sie nur noch eine Freiheit ersten Grades behalten, und dass die 
Grössen Sp, sich in der Form p,ör darstellen, wo die Grössen p/, be- 
stimmte Grössen sind, so wird es eine Druckverteilung geben, bei welcher 
der Ausdruck ZU,p,, ein Maximum wird, und eine, bei welcher dieser 
Ausdruck kleiner wird als bei jeder anderen Druckverteilung. Das Maxi- 
mum und das Minimum selbst werden dann Functionen der Grössen p/, 
P5> ---, Pu Sein und zwar homogene, im allgemeinen nicht lineare Functionen 
ersten Grades; wir wollen sie —M(p' , P,, -.-, Pn), und —M(p' , P5; ---> Ph), 
nennen. Die Bedingung, dass ein Kraftsystem die Wände bei der be- 
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schränkten Beweglichkeit im Gleichgewicht hält, ist dann offenbar: 
(2) M(p' pP, 2} Ph 0 en Mapa = M(p\ » P» er Pn)ı- 

Kehren wir nun zu der ursprünglichen Aufgabe zurück, so erkennen 
wir, dass, wenn Gleichgewicht bestehen soll, die eben aufgestellte Bezie- 
hung für alle möglichen Wertsysteme p\, P,, -- -, Pn erfüllt sein muss. 
Das ist nun für die Aufrechterhaltung des Gleichgewichts nicht nur not- 
wendig, sondern auch hinreichend. Um die Richtigkeit dieser Behauptung 
einzusehen, kann man genau so verfahren, wie bei der am Schluss des 
vorhergehenden Paragraphen besprochenen Aufgabe. Wenn ein System von 
Kräften die beweglichen Teile der Grenzen nicht im Gleichgewicht hält, 
so wird irgend eine Bewegung eintreten. An dieser Bewegung wird nichts 
geändert, wenn wir die Beweglichkeit der Grenzen so beschränken, dass 
eben nur die eintretende Bewegung möglich ist. Die Variationen der 
p. nach dieser Beschränkung mögen p„ör sein. Da nun das vorliegende 
Kraftsystem, welches durch die Grössen M, charakterisirt ist, die beweg- 
lichen Grenzen nicht im Gleichgewicht hält, so giebt es keine Druck- 
verteilung, für welche —&U,p, = 3M,p, ist, d.h. es liegt ZM,p, 
ausserhalb der durch M(p’,..., pn), und M(p‘,P,, ---, Pn), darge- 
stellten Grenzen. Demnach giebt es, sobald kein Gleichgewicht stattfindet, 
mindestens ein Wertsystem p’, P/, -- -, Ph, für welches die Bedingung 
(2) nicht erfüllt ist. 

Durch die Bedingung (2) wird für ein bestimmtes Wertsystem 
P\> Ps »- +, Pn aus der Mannigfaltigkeit n!* Ordnung der Grössen 
M,, ..., M, ein von zwei parallelen ebenen Mannigfaltigkeiten (n—1)f** 
Ordnung begrenztes Gebiet ausgeschieden. Wenn nun ein System von 
Kräften die Sandmasse im Gleichgewicht hält, so müssen die zugehörigen 
Werte M, M,, ..., M„ dem Bezirk angehören, welcher allen eben be- 
zeichneten Gebieten gemeinschaftlich ist. Bei einem Grenzfalle muss es 
mindestens ein, bis auf einen gemeinschaftlichen Factor bestimmtes Wert- 
system (p/) geben, für welches entweder 

ENIp—M (pl ap. )aunioden.- ZMp,—=M(p}, Ph); 
ist, während für jedes andere Wertsystem (p,+-T.) 
M(pı Hr, Pt Rn , Prt mn), 

an 2M,.(pı+r,) 32 M(p'+r/, ..., Pt m), 
ist, sodass man für die Grenzfälle erhält: 
(3) M,. Be OM(P' De «ee, De); OM(p\, De: a) Pn), 2 
Opa Opa 

Da die Functionen M, und M, homogene Functionen erster Ordnung sind, 


resp aM. 
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so hängen die gewonnenen Ausdrücke nur von den Verhältnissen der 
p,, ab; eliminiren wir dieselben, so erhalten wir die Gleichungen der 
(n—1)-fachen Mannigfaltigkeiten, welche den Gleichgewichtsbezirk be- 
grenzen; sie mögen sein: 

Y(M,M,..,M) = 0; 

Y(M,M,;..., M) = 0. 

Wenn das System der äusseren Kräfte ein Grenzsystem wird, so 
wird der Eintritt einer Bewegung zu fürchten sein. Eine solche Bewe- 
gung ist charakterisirt durch die Verhältnisse der Veränderungen, welche 
die Grössen p,„ hierbei erfahren, d.h. durch ein System von Grössen 
p,. Das zu einem Grenzfall gehörende System dieser Grössen ist bis 
auf einen gemeinschaftlichen Factor bestimmt durch die Gleichungen (3), 
aus welchen folgt: N 


ZM,„p, == M(p'; Ps; .... Pn) 
oder 


SM pe Mipaen ange 
Indem wir nun zu einem benachbarten Grenzfall übergehen oder, anders 
gesprochen, indem wir differentiren, erhalten wir: 
Z0M.pa—ed: 
woraus sich dann ergiebt, dass wir setzen können: 
rn ONEM Me en): 
BEER OM, 
resp. 
Ar ON CM SEM ee), 
ö oM, 

8 21. Nach der in den vorhergehenden Paragraphen geschilderten 
Theorie ist die Druckverteilung in jedem Grenzfalle des Gleichgewichts 
eine bestimmte. Dagegen sind der Natur der Theorie ganz entsprechend 
die Druckkräfte allemal dann unbestimmt, wenn es sich nicht um einen 
Grenzfall des Gleichgewichts handelt. Es beruht ja diese Theorie, ebenso 
wie die ältere von Coulomb, auf einer Annahme, welche der gewöhn- 
lichen Theorie der Reibung bei starren Körpern nachgebildet ist, und es 
ist bekannt, dass diese Theorie ebenfalls nur in den Grenzfällen des 
Gleichgewichts zu bestimmten Werten der Widerstände führt. 

Um diesen Uebelstand zu beseitigen, hat Boussinesq“) von einem 


*) Boussinesq, Essai theorigue sur l’equilibre des massifs pulverulents 
compare A celui des massifs solides et sur la poussde des terres sans cohesion. 
Bruxelles. 1876. 4°. 





Die Entwickelung der Lehre vom Erddruck. 135 


ganz anderen Gesichtspunkte aus eine neue Theorie des Erddrucks ent- 
wickelt, welche die Statik sandförmiger Substanzen in unmittelbaren 
Zusammenhang mit der Elastieitätstheorie und der Hydrostatik bringt. 
Natürlich kommt es auch bei dieser Theorie vor allem darauf an, Bezie- 
hungen für die Druckkräfte aufzustellen, welche ausser den allgemein 
gültigen Gleichungen (1) des vorhergehenden Paragraphen für den Sand 
im besonderen gelten und die specielle physikalische Constitution dieser 
Substanz zum Ausdruck bringen. 

Boussinesq geht von der Vorstellung aus, dass durch die Druck- 
kräfte Deformationen hervorgerufen werden, und dass man die Druck- 
kräfte als Functionen dieser Deformationen anschen kann. Nun ist be- 
kanntlich jede Deformation charakterisirt durch die drei Hauptdilatationen, 
welche in drei bestimmten senkrecht zu einander stehenden Richtungen 
erfolgen. Ist die Substanz isotrop, so werden die Richtungen der Haupt- 
spannungen mit denen der Hauptdilatationen übereinstimmen. Die Summe 
der Hauptspannungen wird inbezug auf die Hauptdilatationen symmetrisch 
sein. Nehmen wir nun an, dass sich die Hauptdrucke nach Potenzen 
der Dilatationen entwickeln lassen, und dass ferner die Dilatationen so klein 
sind, dass man Glieder der dritten und höheren Ordnung vernachlässigen 
kann, so erhalten wir, falls ö,, ö,, 6, die Hauptdilatationen sind, 0 die 
kubische Dilatation und endlich F,,F,, F, die Hauptspannungen bezeichnen, 
N ) —A+BIO+00°+D a ar) ran. 
Ferner erhält man | 

4(F,—F,) = [K'+(B"+0"0)8,]0,—8,), 
3(,—F,) = [R'+-(B"+-0"0)8,]8,—8,), 
ar N) > [K+-(B" 0" 0)8, |(&, — 8, ); 
wo 
K' — A'4+B’0+0'9°-+D/[&,—8,)’+6&,—8,)’+6,—2,)?] 
gesetzt ist. 

Bei Flüssigkeiten können nun die Grössen 6,, ö,, 6, auch dann von 
einander verschiedene Werte haben, wenn die Unterschiede der Grössen 
F,, F,, F, unbemerkbar sind. Deshalb werden dort die Ausdrücke 
K'+(B’'+-C'6)5, gleich Null sein. Die Hauptspannungen haben dann 
einen gemeinschaftlichen Wert —p, wo p den Druck bedeutet. Sieht 
man von Gliedern höherer Ordnung ab, so erhält man 

er Dior ee 9) —=A+BO. 

Dagegen ist bei starren Körpern eine Verschiedenheit in den Grössen 
ö,, 6, und 6, nur dann möglich, wenn auch die Spannungen merk- 
bare Unterschiede aufweisen. Es werden sich also hier die Quotienten 
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4(F,—F,):(8,—,) auch dann nicht auf Null reduciren, wenn die 

Dilatationen selbst sich der Grenze Null nähern. Dann nähern sich aber 

die Grössen K'’+(B’'+-C''0)ö, einer endlichen Grenze A’, und wir werden 

dann mit Vernachlässigung höherer Potenzen allgemein schreiben dürfen: 

A) —A(0,—8,), 3, —F,)= A (8, —8,), 

3(F,—F,)= A (8, —8,). 

Behalten wir in K ebenfalls nur die Glieder erster Ordnung bei, sodass 
OB +E,) = ABO 

wird, so ergeben sich für die Hauptspannungen Ausdrücke von der Form: 

FF =A+H0+2u8, F,=A+0 +2, F,=A+I0 + 2u8,. 

Die sandförmigen Substanzen stehen nun nach Boussinesq auf der 
Grenze zwischen den flüssigen und den festen Körpern. Bei ihnen werden, 
falls der Druck, d.h. das negativ genommene arithmetische Mittel aus 
den drei Hauptspannungen nicht zu bedeutend ist, auch bei verhältnis- 
mässig geringen Unterschieden in den Spannungen die Dilatationen merk- 
liche Unterschiede aufweisen können. 

Nehmen wir jetzt als ursprünglichen Zustand einen solchen, bei 
welchem der Druck, d.h. —4(F+F,+F,) gleich Null ist, so wird 
man bei passender Bestimmung von O bewirken können, dass bei ganz 
willkürlichen Werten der Differenzen &,—6,, 6,—6, die Grössen K und 
K'+(B’'+C'0)8, gleich Null werden oder, genauer gesprochen , sich 
auf Glieder von höherer als der zweiten Ordnung reduciren. Dazu ist 
erforderlich und hinreichend, dass 

K= ABO FE’ ED oe 
und 

K—= A’4-B/9-4.0'07-D’[(&, —0,),4-(0, 8.) For m 
diese Eigenschaft haben, und dass B’+-C’’9 unendlich klein von höherer 
als der ersten Ordnung ist. Indem man auf den Fall 6, =0d,—=0,—0 
zurückgeht, erkennt man, dass A=A'—=B’-—-( sein müssen. Wenn 
nun die drei Ausdrücke 

B0+00°+-D[@,—8,)’+6&,—2,)’+@,—8,)?], 
BO-FOBFEDIIE, 0, 0,1 oe 


00 
unendlich klein von höherer als der zweiten resp. ersten Ordnung sein 
sollen, so muss — abgesehen von dem Fall B=P—=("—0 — 


offenbar O0 unendlich klein von höherer als der ersten Ordnung sein, und 
es werden also die Glieder CO? und C’0? unterdrückt werden können. 
Dann wird aber, damit gleichzeitig 
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BO+D[6, u Del el) 
und B’9+-D’[,—3,)’+(,—8,)’+-(8, —3,)”] 
unendlich klein von höherer als der zweiten Ordnung seien, sich ein 
Factor m derart bestimmen lassen, dass: 
B=—mB D’—=—mD 
ist. Nimmt man nun an, dass die Substanz als incompressibel anzusehen 
ist, dass also O stets vergleichweise klein gegen die Grössen Ö,, Ö,, Ö, 
ist, so wird man in K das Glied 00° und in K'+(B'’'+-C''0)5, die 
Glieder C’6° und C’’O6, gegen die übrigen unterdrücken können, und 
man erhält dann: 
UE+HF+-F)=—p=BI+DI,—5,)’+08,— 8)’, —8,)] 
und 
Au l,) ee BBEED IB. 0) 700,91) 
— mp (9, —8,). 
Mit Rücksicht darauf, dass d unendlich klein gegen die Hauptdilatationen 
ist, wird man also folgende Bedingungen erhalten: 
9, +5,06, = (0, 
FR =-—p(1—-2mÖ), FR =—p(1—2mÖö,), F, = —p(1— 2m5,). 
Nach bekannten Regeln kann man nun aus diesen Ausdrücken für die 
Hauptspannungen leicht die Grössen X, Y, Z, % =Y, Y,=Z,, 
Ze —=X, als Functionen der Ableitungen der Verrückungen u, v, w nach 
den Coordinaten x, y, z ableiten. Man erhält 


ou OV Ow 
N p(1-2m%%) „ Y,=p (1205). = »(1-2m = 


Ov Ow Ow ou 
== m + Sr), == ml +). 
.Ö 6) 
== mr 4er): 
wo dann | 
ou Ov OWN: 0 


Erin: 
ist. Setzt man die vorstehenden Ausdrücke für die Druckcomponenten in 
die Gleichungen (1) des vorhergehenden Paragraphen ein, so erhält man 
zusammen mit den Gleichungen, welche die Incompressibilität ausspricht, 
vier Gleichungen für die drei Verrückungen u, v, w und für den mittleren 
Druck, also gerade soviel Gleichungen, als man unbekannte Functionen hat. 

Es würde sich jetzt noch darum handeln, die auszeichnende Eigen- 
schaft der Grenzfälle des Gleichgewichts zu ermitteln. Boussinesq 
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gelangt zu ihr auf folgende Weise. Die sandförmigen Substanzen besitzen 
keine Cohäsion, und deshalb muss der kleinste Hauptdruck und damit 
auch das arithmetische Mittel der drei Hauptdrucke, d. h. p jedenfalls 
positiv sein. Ferner muss aus demselben Grunde die grösste Hauptdila- 


CRar, s 1 h N 
tation 6, offenbar kleiner als —— sein. Aber schon ehe diese Grenze 


I 2m 
wirklich erreicht ist, wird das Gleichgewicht nicht mehr möglich sein. 


£ sin® 
2m 


Und deshalb wird man als obere Grenze von 6, einen Wert 





1 anzu- 


sehen haben. Beschränkt man sich nun auf ebene Deformationen, so ist 
eine der Dilatationen 6, = 0, und ©, ist gleich —6,. Bezeichnet man nun 
die Hauptdrucke durch p,, p,, p, so ist, wie wir gesehen haben: 


p, =p(l—2mö,), ,=p P,—=p(l—2md,)—=p(1+2mi,) 
Demnach wird 
P;—-P, 


— 1 =2mß, S sinv. 
P;+Pı | 
Die Grenzfälle sind also bei der entwickelten Theorie durch dieselbe 
Bedingung charakterisirt wie bei der Reibungstheorie von Rankine und 
seinen Nachfolgern. Handelt es sich aber nicht um den Grenzzustand 
des Gleichgewichts, so zeigt sich ein durchgreifender Unterschied beider, 
und die Theorie von Boussinesq beweist eine unbestreitbare Ueber- 
legenheit gegenüber den älteren Theorien. Während nämlich die letzteren 
ihrer ganzen Natur gemäss nur in den Grenzfällen des Gleichgewichts die 
Verteilung des Druckes anzugeben vermögen, in allen anderen Fällen, 
gezwungen sind, die Druckverteilung unbestimmt zu lassen, liefert die 
Theorie von Boussinesq Gleichungen, welche ähnlich denjenigen der 
Hydrodynamik und Elastieitätstheorie unabhängig davon gelten, ob der 
Grenzzustand erreicht ist oder nicht. 


Wie genau die Theorie von Boussinesq den thatsächlichen Ver- 
hältnissen entsprieht, das lässt sich jetzt noch nicht übersehen, Denn 
die Versuche, welche man bisher mit dem Sande anstellte, beziehen sich 
fast ausnahmslos auf die Grenzzustände des Gleichgewichts, während für 
eine Prüfung der in Frage stehenden Theorie gerade die Fälle in Betracht 
kommen, bei welchen der Grenzzustand noch nicht erreicht ist. Auf 
jeden Fall aber wird man in Anbetracht der präcisen Art, in welcher 
Boussinesq seine Formeln entwickelt hat, erwarten dürfen, dass der 
Unterschied von Theorie und Praxis sich nicht als allzugross heraus- 
stellen wird. Mit dem Wunsch, dass durch geeignete Versuche die geist- 
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volle Arbeit des französischen Gelehrten eine unzweideutige Bestätigung 
finden möge, schliessen wir unseren Bericht über die Entwicklung der 
Theorie des Erddrucks, um noch einen Blick auf die experimentelle Seite 
unserer Frage zu werfen. 


I. 


Ueber die Versuche zur Bestimmung der Gleichgewichtsverhältnisse des Sandes. 


$ 22. Wenn Versuche einen Einblick in die Gleichgewichtsverhält- 
nisse gewähren sollen, so müssen sie sich offenbar nach doppelter Rich- 
tung. erstrecken. Einmal müssen die Druckkräfte gemessen werden, 
welche die Sandmasse gegen begrenzende Wände ausübt, zweitens muss 
das Verhalten der im Innern befindlichen Teile des Sandes untersucht 
werden. Da die erstere Frage für die Praxis von vorwiegender Bedeu- 
tung ist, so kann es nicht befremden, dass die vorliegenden Versuche 
über die Statik in ganz überwiegender Anzahl Druckmessungen sind, 
während sich mit der zweiten Frage nur äusserst wenige Forscher abgeben. 

Es sind eigentlich nur zwei Untersuchungen über die Verhältnisse 
im Innern von Sandmassen zu nennen; beide aber verdienen besondere 
Beachtung sowohl wegen der Originalität der befolgten Methode als wegen 
der mit ihrer Hülfe gewonnenen Resultate. Forchheimer und Kurd- 
jümoff haben versucht, sich über die Gestalt der Gleitfläche in ver- 
schiedenen Grenzfällen des Gleichgewichts Aufschluss zu verschaffen. 
‚Forchheimer’s*) Verfahren besteht im wesentlichen darin, dass zunächst 
eine Sandschüttung aus verschiedenen Schichten gebildet wird, welche 
abwechselnd mit Fuchsin gefärbt und ungefärbt sind. Nun wird eine der 
Grenzen bewegt, sodass auch ein Teil des Sandes nachstürzt. Nachdem 
dann wieder Ruhe eingetreten ist, wird die Sandmasse durch darüber ge- 
gossenes, geschmolzenes Paraffin zum Erstarren gebracht. Zerschneidet man 
nun den gewonnenen Körper, so kann man in Folge des Unterschiedes 
der Schichten die bewegten Teile der Sandmasse von den in Ruhe ver- 
bliebenen unterscheiden. Die Grenze beider giebt dann offenbar die Gleit- 
fläche. Die Versuche beweisen, dass beim activen Erddruck die Gleit- 
fläche als Ebene angesehen werden kann, während sie beim passiven Erd- 
druck bei weitem weniger einfach erscheint. Beim Absturz durch eine 
kreisförmige Bodenöffnung scheint wunderbarer Weise gerade der über der 





*) Forchheimer, Ueber den Sanddruck und Bewegungserscheinungen 
im Innern trockenen Sandes. Tüb. Diss. Aachen 1883. 8°. 
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Bodenöffnung befindliche Cylinder abzusinken, sodass die Gleitfläche eine 
Cylinderfläche ist. 

Nicht minder interessant ist das Verfahren von Kurdjümoff*), 
welcher sich der Photographie bedient, um die Bewegungen zu studiren, 
welche beim Eintreiben eines Klotzes in eine Sandmasse hervorgerufen 
werden. Die in Ruhe bleibenden Teile der Sandmasse müssen ein klares 
Bild geben, während die bewegten Teile nur ein trübes Bild liefern 
können. Die Grenze beider giebt auch hier die Gleitfläche. Sie hat im 
wesentlichen die Gestalt, wie wir sie bei Besprechung der Jankowski- 
schen Theorie der Tragfähigkeit von Bodenpfeilern beschrieben haben. 

8 23. Was nun die Druckmessungen betrifft, so steht wieder einer 
grossen Zahl von Untersuchungen über den Seitendruck der Erde eine 
kleine Gruppe anderweitiger Untersuchungen gegenüber. Ueber den 
Zusammenhang zwischen Eintauchungshöhe und Belastungshöhe hat, wie 
schon angegeben, in älterer Zeit Lambert”*) Versuche angestellt; in 
neuerer Zeit hat Kurdjümoff diese Untersuchung wieder aufgenommen 
und ist dabei zu dem Resultat gelangt, dass die zulässige Belastungshöhe 
erheblich grösser ist, als man nach der Formel von Rankine und Pauker 
erwarten sollte. 

Ueber den Bodendruck von Sand in Röhren und über den Druck 
gegen den Verschluss von Oeffnungen im Boden von Gefässen liegen 
Untersuchungen von Delanges”*“), Hagenf), Engessertf) und 
Forchheimerffr) vor. Die Untersuchungsmethode ist bei allen wesent- 
lich dieselbe. Eine Schale einer Wage wird durch ein auf die andere 
gelestes Uebergewicht gegen die Bodenöffnung gedrückt. Alsdann wird 
das Uebergewicht der belasteten Schale so lange verringert, bis der 
Verschluss der Oeffnung nachgiebt. Der Druck, bei welchem die Bewe- 
sung eintritt, giebt dann offenbar den Druck im Grenzfalle des Gleich- 
gewichts. Auch in den Resultaten stimmen die Untersuchungen gut über- 
ein. Der Druck nähert sich mit wachsender Höhe der Sandschicht einem 


”) V. J. Kurdjümoff, Zur Frage des Widerstandes der Gründungen 
auf natürlichem Boden. Civilingenieur XXXVII, 292—311. 1892. 
=") Lambert, Sur la fluidite du sable.. Nouv. Mem. de l’Acad. de Berlin. 
Annee 1772. Berlin 1774. 4°. 
“#") Delanges, Statica e meccanica de’ semifluidi. Mem. di matema- 
tica e fisica della Societa italiana, t. IV. 1788. 
7) Hagen, Poggendorff Annalen, XXVII. 1833. 
ir) Engesser, Ueber den Erddruck gegen innere Stützwände. Deutsche 
Bauztg., XVI. 1882. 91—9. 
rt) Forchheimer, Tüb. Diss. Aachen 1883. 8°. 
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Grenzwert; für geometrisch ähnliche Oeffnungen verhalten sich die Grenz- 
werte des Druckes wie die dritten Potenzen der Längsdimensionen oder 
wie die Kuben der Quadratwurzeln des Flächeninhaltes. Interessant ist 
die Beobachtung Forchheimer’s, dass Belastungen der Sandschicht durch 
Gewichte keinen nennenswerten Einfluss auf den Bodendruck hatten. 

Der Druck der Erde gegen seitliche Wände ist am häufigsten Gegen- 
stand der experimentellen Untersuchung gewesen. Leider zeigen die 
Resultate dieser Messungen so beträchtliche Unterschiede, dass es bisher 
noch nicht gelungen ist, eine Theorie mit dem gesamten vorliegenden 
Versuchsmaterial zur Deckung zu bringen, und dass sich fast für alle 
Theorien Versuche finden lassen, welche dieselbe scheinbar bestätigen. 

Gewisse Unterschiede erklären sich zwar leicht durch die Verschie- 
denheit der benutzten Substanzen. Einige Experimentatoren benutzten 
zum Beispiel cohärirende Erdarten; ihre Resultate weichen naturgemäss 
von den Untersuchungen ab, welche sich auf cohäsionslose Substanzen, 
wie es z. B. der Sand ist, beziehen. Aber selbst wenn man die in Frage 
stehenden Versuche von der Betrachtung ausschliesst, bleiben die Unter- 
schiede stark genug. Auf eine mögliche Quelle dieser Differenzen hat in 
neuerer Zeit Darwin”) hingewiesen, indem er zeigte, dass der Druck 
der Erde ganz wesentlich davon abhängt, wie die Erde aufgeschüttet wurde. 

Die allgemeine Versuchsanordnung Darwin’s ist die von den meisten 
Autoren befolste. Eine verticale Wand ist um eine horizontale, der Wand 
parallele Axe frei drehbar; sie wird gegen den Druck der Erde durch 
die Spannung einer Schnur, die an einem Punkte der Wand befestigt ist, 
im Gleichgewicht gehalten. Diese Spannung wird allmählich so weit ver- 
mindert, dass noch gerade Gleichgewicht möglich ist, dass aber bei der 
kleinsten weiteren Verminderung der Spannung die Wand anfängt sich 
zu bewegen. Das Moment der Fadenspannung giebt dann unmittelbar das 
Moment des Erddrucks im Grenzfalle des Gleichgewichts. 

Was nun die Versuche Darwin’s von denen anderer Autoren unter- 
scheidet, das ist die besondere Aufmerksamkeit, welche Darwin auf die 
Art der Aufschüttung verwendet. Es wird ganz genau unterschieden, ob 
der Sand durch Bildung dünner horizontaler Schichten aufgeschüttet war, 
oder ob durch Bildung von Schichten, welche unter dem natürlichen 
Böschungswinkel von vorn nach hinten ansteigen oder fallen. 

Für jede Art der Aufschüttung ergab sich nun für die Abhängigkeit 





*) Darwin, On thrust of a mass of sand. Minutes of Proceedings of the 
institution of eivil engineers. LXXI. 1883, 350—377. Ein französischer Be- 
richt findet sich in Annales des ponts et chaussdes. 1883, II. 478—494. 
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des Momentes von der Höhe der Schüttung der Ausdruck 
uh?. 

Der Factor u änderte sich beim Uebergang von einer Art der Schüttung 
zur anderen und zwar in nicht unbeträchtlicher Weise. So ergaben sich 
für verticale Wand und horizontales Gelände Factoren u, die sich wie 
315:344:360 verhielten, je nachdem die Schichten nach hinten fielen, 
horizontal waren oder nach hinten anstiegen. Aus diesen Versuchen 
kann man also zunächst als unzweifelhaftes Resultat ablesen, dass die 
Constitution des Sandes und damit auch der von ihm ausgeübte Druck 
ganz wesentlich von der Aufschüttungsart abhängen, und dass, wenn über- 
haupt brauchbare Resultate gewonnen werden sollen, diesem Punkte eine 
ganz besondere Aufmerksamkeit zuzuwenden ist. 

Zweitens zeigt sich, was schon der alte Woltmann*) beobachtet 
hatte, dass sich die Momente in Bezug auf die untere Kante der Wand 
verhalten wie die Kuben der Sandhöhe. Dieses Resultat, mit welchem 
übrigens auch alle bisher bekannt gewordenen Theorien übereinstimmen, 
kann demnach wohl trotz der gegenüberstehenden Beobachtungsresultate 
von Delanges**), nach denen sich die Momente wie die Quadrate der 
Höhen verhalten sollen, als gesichert angesehen werden. 

Fragen wir uns nun, was aus gut gemessenen Werten der Momente 
in Bezug auf eine einzige Axe zur Beurteilung einer Theorie geschlossen 
werden kann. Zunächst ist klar, dass eine Theorie, die für die in Frage 
stehende Grösse stark abweichende Werte liefert, als unzutreffend zurück- 
gewiesen werden muss. Andererseits kann aber aus einer Uebereinstim- 
mung noch nicht direet auf die Unanfechtbarkeit einer Theorie geschlossen 
werden. Denn es können zwei gänzlich von einander abweichende Druck- 
verteilungen doch dasselbe Moment bezüglich einer Axe liefern; ja es 
braucht nicht einmal die Resultante des Druckes nach Grösse, Richtung 
und Angriffspunkt übereinzustimmen, damit sich bezüglich einer Axe 
dasselbe Moment ergiebt. } 

Was den Angriffspunkt des Druckes betrifft, so haben einige Ex- 
perimentatoren z. B. Donath”***) im Hinblick auf die allgemeine Ueber- 
einstimmung der Theorien in dieser Beziehung eine versuchsmässige Nach- 
weisung des Gesetzes, dass der Druck im Drittel der Höhe angreift, nicht 





”) Woltmann, Beyträge zur hydraulischen Architektur, III, 184. 
=") Paolo Delanges, Esperienze ed osservazioni intorno alla pressione 
delle terre ed alla resistenza de’ muri. Verona 1779. 
==) A, D. Donath, Untersuchungen über den Erddruck auf Stützwände. 
Zeitschrift für Bauwesen XLI 1891 auch sep. Ernst und Sohn, Berlin 1891. 4°, 
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für nötig erachtet. Andere glaubten in der Thatsache, dass die Momente 
bezüglich der unteren Kante sich wie die Kuben der Schichthöhen verhal- 
ten, eine genügende Bestätigung des in Frage stehenden Gesetzes zu finden. 
Es bedarf aber nur eines Hinweises auf den Einfluss, welchen die Wahl 
der Längeneinheit auf die Gleichungen der Erddrucktheorie hat, um zu 
erkennen, dass das kubische Verhältnis der Momente gänzlich unabhängig 
von der Druckverteilung ist, dass sich nieht nur unter Voraussetzung der 
hydrostatischen Druckverteilung sondern auch unter Zugrundelegung einer 
beliebigen anderen Druckverteilung das in Frage stehende Verhältnis er- 
geben würde. 

Gauthey”*) hat durch einen Versuch direct nachweisen wollen, dass 
der Druck im Drittel der Höhe angreift, indem er die Wand erst um 
eine Axe drehbar machte, die in der fraglichen Höhe lag, und später die 
Axe tiefer und höher legte. Es zeigte sich, dass bei der ersten Lage 
die Wand in Ruhe blieb, ohne dass irgend welche Kräfte wirkten. Da- 
gegen fing die Wand an sich zu drehen, wenn die Axe eine andere 
Lage hatte. Leider giebt Gauthey nicht genau genug an, um wie viel 
die Axe höher und tiefer gelegt wurde. Es erscheint daher gar nicht 
ausgeschlossen, dass bei engerer Wahl der Grenzen sich nicht nur eine 
einzige Lage sondern ein Intervall von Lagen ergeben hätte, bei denen 
die Wand in Ruhe bleibt, ohne dass gegen dieselbe Kräfte ausgeübt werden. 

Wenn Gauthey’s Versuch unanfechtbar wäre, so würde er zwar einer- 
seits einen wesentlichen Bestandteil der gewöhnlichen Erddrucktheorien 
bestätigen, andererseits aber würde er doch zu viel beweisen, indem er 
zeigte, dass es Druckverteilungen, bei denen der Angriffspunkt nicht im 
Drittel der Höhe liegt, nicht geben kann. Damit wäre dann aber auch 
nachgewiesen, dass die Reibungshypothese, welche allen diesen Theorien 
zu Grunde liegt, unzutreffend wäre. Denn man kann leicht Druckver- 
teilungen finden, welche allen aus dieser Annahme fliessenden Bedingun- 
gen genügen und doch einen anderen Angriffspunkt geben. Den Glei- 
chungen 

ML, uch, 
OX Oy OX Oy 
genügt man nämlich durch die Formeln 

=) , =b=0, Y=YY 





*) Gauthey, Sur l’Epaisseur que l’on doit donner aux murs de soutene- 
ment pour resister a la poussee des terres. Nouv. M&m. de Dijon, 1784, II, 
28—66; 1785, I, 1—45. 
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Um nun die für die Reibungstheorie des Sandes charakteristische Bedin- 
gung zu befriedigen, muss man annehmen 


1—+-sino 


a 


1— sing 
1+sino 
Wenn nun die Function g(y) so gewählt wird, dass sie im unteren 
Drittel der Sandschicht den unteren Grenzwert, dagegen in dem oberen 
Teile einen grösseren Wert hat, so liegt der Angriffspunkt offenbar in 
dem oberen Teile der Wand und nicht gerade im Drittel der Höhe. 
Auch neuere Versuche stehen mit der von Gauthey beobachteten 
Erscheinung im Widerspruch. So hat Leygue”*), welcher den Widerstand 
gegen den Erddruck durch Federn hervorbrinst, die gegen die frei be- 
wegliche Wand drücken, gefunden, dass der Angriffspunkt des Druckes 
nicht mit dem Drittel der Höhe zusammenfällt, sondern in dem Intervall 
von 2 bis 4 der Höhe schwankt. So scheint es denn, dass die Gauthey’- 
schen Versuche nicht als einwandsfrei zu betrachten sind. Eine sorg- 
fältige und eingehende Wiederholung derselben würde deshalb um so mehr 
am Platze sein, als es an directen Versuchen über den Angriffspunkt 
des Erddrucks im übrigen vollständig mangelt. 





Auch in einer anderen Hinsicht würde es uns wünschenswert er- 
scheinen, dass das Moment des Erddrucks in Bezug auf eine möglichst 
grosse Anzahl von verschiedenen Lagen der Axe gemessen würde. Um 


nämlich für die drei Bestandteile der Resultante des Erddrucks mehr als ° 


eine Gleichung zu haben, verfahren viele derjenigen, welche über den 
Erddruck Versuche angestellt haben, so, dass sie die Wand nicht nur um 
eine, sondern um mehrere, meistens zwei Axen beweglich machen. Wolt- 
mann”*) misst z. B. zunächst das Moment für die untere Kante der Wand, 
und macht letztere alsdann um die obere Kante drehbar. Aude***) setzt, 
nachdem er das Moment bezüglich der unteren Axe bestimmt hat, die 
Wand auf Rollen, sodass er sie nur in horizontaler Richtung verschieben 
kann, und misst dann direct die horizontale Componente des Druckes. 
Woltmann schliesst aus der Thatsache, dass das Moment bezüglich der 
oberen Kante ungefähr doppelt so gross ist wie dasjenige für die untere 
Axe, dass der Angriffspunkt des Druckes in 4 der Höhe liegt; Aude 





®) L. Leygue, Nouvelle recherche sur la poussee des terres et le profil 
de revötement le plus &conomique. Annales des ponts et chaussees (6) X, 
1885, II, p. 783S— 1003. 
“») Woltmann, Beyträge III, 175ff. 
»es) Aude, Nouvelles experiences sur la poussee des terres. Memorial 
de l’offieier du genie, XV, Paris 1848, p. 269— 316. 
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bestimmt den Angriffspunkt, indem er das gemessene Moment durch die 
gemessene Horizontalcomponente dividirt. 


So plausibel auf den ersten Blick dieses Verfahren scheinen möchte, 
beruht es doch auf einer Annahme, die bisher weder experimentell noch 
theoretisch bewiesen ist, nämlich auf der Voraussetzung, dass in den 
verschiedenen Fällen die Druckverteilung und damit die Resultante die- 
selbe ist. Das versteht sich nun aber keineswegs von selbst; denn die 
Bewegungen, welche in der Sandmasse eintreten, sobald die Wand die 
eine oder die andere Bewegung macht, sind offenbar gänzlich von ein- 
ander verschieden, und es werden sich also an der Grenze des Gleich- 
gewichts in den verschiedenen Fällen auch verschiedene Gleitflächen bilden. 
Auf jeden Fall bedarf also die in Frage stehende Voraussetzung eines 


Beweises.. Diesen wird man unseres Erachtens nur so führen können, 


dass man zunächst das Moment des Erddrucks in Bezug auf mehr als 
drei Axen, welche nicht sämtlich in einer Ebene liegen, bestimmt und 
dann untersucht, ob sich diese Momente sämtlich durch dieselben beiden 
Componenten und denselben Angriffspunkt darstellen lassen. 


Dass zunächst einmal die Abhängigkeit des Momentes von der Lage 
der Axe genau untersucht werde, scheint uns um so wesentlicher, als 
die wenigen Schritte, welche man bisher nach dieser Richtung gemacht 
hat, ganz entschieden darauf hinweisen, dass der Druck von der Wahl 
der Axen abhängt. Aude hat, um die Reibung an der Wand zu be- 
stimmen, das Moment des Erddrucks ausser für die untere Kante auch 
für vier mit ihr auf gleicher Höhe liegende Axen gemessen. Er findet 
für die Abstände 

AR ODE 0100 0,15 
die Momente 

0,910, 0,650, 0,300, 0,080, —0,080. 
Wenn nun die Annahme, dass der Erddruck unabhängig von der Bewe- 
gung ist, welche die Wand einschlagen kann, richtig wäre, so müsste 
das Moment eine lineare Function des Abstandes der Axe von der Wand 
sein. Das ist nun aber nicht der Fall; denn sonst müsste, wenn man 
die Differenz irgend zweier Momente durch die Differenz der zugehörigen Ab- 
stände dividirt, sich stets derselbe Quotient ergeben. Bilden wir aber die 
Differenzen der auf einander folgenden Momente und dividiren durch die 
zugehörigen Differenzen der Abstände, so erhalten wir die Zahlen: 


—5,2, —7,0, —1,3, —8,0. 
Bemerkenswert, namentlich in Bezug auf den hier in Frage stehenden 


Jahresber. d. Deutschen Mathem.-Vereinigung. II. 10 


146 F. Kötter. 


Punkt, sind auch die Versuche von Siegler*), welcher die Momente in 
Bezug auf acht verschiedene Axen bestimmte, von denen vier in der 
Nähe der oberen Kante, die andern vier in der Nähe der unteren Kante 
der Wand lagen. Bestimmte man nun den Angriffspunkt aus den Momen- 
ten für die oberen Kanten, so ergab sich, dass der Angriffspunkt zwischen 
4 bis $ der Höhe lag; dagegen ergab sich eine tiefere Lage desselben, 
wenn die unteren Axen benutzt wurden. Also auch aus diesen Ver- 
suchen muss geschlossen werden, dass der Druck der Erde gegen die 
Wand wesentlich abhängt von der Bewegung, welche die Wand annimmt. 
Wir haben schon angegeben, wie Woltmann den Angriffspunkt 
des Erddrucks bestimmt. Eine genauere Prüfung seiner Versuche zeigt 
nun aber, dass sich höchstens näherungsweise ein Drittel der Höhe er- 
giebt. Woltmann misst sowohl für die untere als für die obere Kante 
der Wand das Moment, und zwar bei halb und bei ganz gefülltem Kasten. 
Er fand für den Flugsand: 


Axe unten Axe oben 
Kasten halb voll ganz | mal der > halb voll ganz voll 
15,5 151,5 % Höhe 2h 76,9 228,5 
16,5 127,8 10 | 74,5 225,9. 


Wenn nun der Druck unabhängig von der Lage der Axe wäre und im 
Drittel der Wandhöhe angriffe, so müssten sich die Zahlen wie 1:8:6:16 
verhalten. Dividiren wir die einzelnen Verticalreihen durch dieselben, 
so erhalten wir 
15,905:1.6,5\ 12,5. „14 
16,5 16 12,5 1i4 
Die zweite Reihe zeigt eine hinreichend genaue Uebereinstimmung mit 
der ersten Reihe; dagegen scheint uns die Abweichung der dritten und 
der vierten Reihe von den beiden ersten zu gross, um sie auf zufällige 
Fehler zu schieben. Aehnlich liegt die Sache bei den Versuchen mit 
Ackererde. Woltmann findet unter denselben Verhältnissen 
8579) «A1,5,718053 
B) 77,9 36,9 127,9. 
Wenn wir nun durch die Verhältniszahlen dividiren, so erhalten wir: 
Sal 7 8 
I OWN 8. 


(bis auf # genau). 


*) Siegler, Experiences nouvelles sur la poussee des terres. Association 
francaise pour l’avancement des sciences. C.R. de la 13° Session Blois 1884 
4:73; Pari831885.0,8% 
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Dass hier die zweite Reihe nicht mit der ersten Reihe übereinstimmt, 
wie es nach den Versuchen von Darwin sein müsste, erklärt sich hin- 
reichend durch den Umstand, dass die Ackererde Cohäsion besitzt und 
dass, wenn die Momente sich wie die Kuben der Höhen verhalten sollten, 
auch die Cohäsion mit der Höhe proportional sein müsste. Da nun aber 
die Cohäsion constant bleibt, so müssen die Momente stärker als die 
dritten Potenzen der Höhen wachsen. 

Es ist schade, dass Woltmann nicht auch das Moment bei halb- 
gefülltem Kasten für die Mitte der Wand gemessen hat. Im Hinblick 
darauf, dass bei unten liegender Axe das Gesetz von der Achnlichkeit der 
Verhältnisse sich sehr gut bestätigt hat, glauben wir annehmen zu dürfen, 
dass dasselbe sehr gut mit dem achten Teil der durch die vierte Reihe 
gelieferten Werte übereinstimmen würde. Ausserdem hätte man alsdann 
die Momente für drei in der Ebene der Wand liegende Axen, und man 
könnte versuchen, ob sich eine Druckverteilung finden lässt, welche diese 
drei Momente ergiebt. Nehmen wir in Ermangelung des fehlenden Momen- 
tes einstweilen den achten Teil der durch die vierte Reihe gelieferten 
Zahlen, so haben wir für den halbgefüllten Kasten die Zahlen: 


a) Wenn die Axe in b) Wenndie Axein c) Wenn die Axe in 


der unteren Kante der Höhe der doppelter Höhe der 

der Wand liegt: Sandschicht liegt: Sandschicht liegt: 
81,0 are! en der Höhe h 
33,0 96,4 149,0) der Sandschicht. 


Nennen wir nun Y die Normalcomponente des Druckes und xh die Höhe 
des Angriffspunktes, so müssten sich diese Zahlen durch 
Yx, Y—Yx und 2Y—Yx 
darstellen lassen. Nach der Methode der kleinsten Quadrate ergiebt sich 
ng NE RL 0 
und wir erhalten die Zahlenreihe: 
Nee, 98,5, 2 —Yr—: 100,0, 

welche allerdings mit den Versuchen ziemlich gut übereinstimmt. Dagegen 
zeigt sich, dass der Angriffspunkt eines Druckes, durch welchen alle 
Momente dargestellt werden sollen, höher liegt als im Drittel der Höhe 
der drückenden Sandschicht. 

Nach alledem erscheint es mehr als zweifelhaft, dass für jede belie- 
bige Axe im Grenzfalle des Gleichgewichts dieselbe Druckverteilung statt- 
findet. Wenn das aber der Fall ist, so kann man den Sanddruck und 
seinen Angriffspunkt nicht in der Weise bestimmen, dass man das Moment 
des Erddrucks für drei nicht in einer Ebene liegende Axen misst und dann 
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diejenige Kraft sucht, welche diese drei Momente ergiebt. Man müsste 
vielmehr vor allem, indem man das Moment des Erddrucks für möglichst 
viele Axen bestimmt, das Gesetz zu ermitteln suchen, nach welchem das 
Moment des Erddrucks von der Lage der Axe abhängt. Nur in dem 
einzigen Falle, dass sich das Moment als lineare Function der Coordina- 
ten desjenigen Punktes ergeben sollte, in welchen ein zu den Axen senk- 
recht geführter Schnitt die Axe trifft, wäre man zu der Annahme be- 
rechtigt, dass die Druckverteilung von der Lage der Axe unabhängig ist, 
in jedem andern Falle aber nicht. Hat man nun das in Frage stehende 
Gesetz ermittelt, so kann man nach der am Schluss des $ 19 entwickel- 
ten Methode die Componenten und den Angriffspunkt des Erddrucks finden. 

Da nun aber derartige Untersuchungen bisher nicht angestellt sind, 
so müssen wir unseren Bericht mit dem Bekenntnis schliessen, dass wir 
das vorliegende Versuchsmaterial nicht für ausreichend halten, einen Ein- 
blick in die Druckverhältnisse des Sandes gegen seitliche Wände zu ge- 
währen. 





Zusätze und Anmerkungen. 


l) Die älteren Theorien des Erddrucks findet man mit grosser Ausführlichkeit 
in Mayniel’s mehrfach eitirtem „Traite de la poussee des terres“. Paris 
1808, 4%. E. Winkler giebt in seinem Werke „Neue Theorie des Erd- 
drucks“* eine Geschichte der Erddrucktheorie. Dieselbe ist jedoch nicht 
ganz zuverlässig, da der Verfasser vielfach nicht auf die Quellen zurückgeht. 
Zuverlässiger ist der kurze Bericht, welchen Gaetano Örugnola in seinem 
Werke „Sulla spinta delle terre e delle masse liquide“, Torino, A. F. Negro, 
1880, 8% giebt. 

2) Zu $1. Wir haben eine der eigentümlichsten Theorien des Erddrucks un- 
erwähnt gelassen, weil sie mit den späteren Theorien in gar keinem Zu- 
sammenhang steht. Stahlswerd sagt, das Mass der Standfestigkeit sei 
eine lineare Function s+nh der Höhe h, und das Abfliessungsvermögen 
sei gleich h?, Daraus leitet er ab, dass die Horizontalprojection einer 
Böschung von der Höhe h gleich h?/(s-+-nh) ist. Die beiden Constanten 
s und n bestimmt er aus zwei gegebenen Böschungen. Auf dieser aben- 
teuerlichen Grundlage wird nun mit Hülfe von noch abenteuerlicheren Vor- 
stellungen über Mechanik eine Bestimmung des Erddrucks aufgebaut. Vergl. 

Stählswerd, Föreläsningar uti reguliere fortification. Stockholm 1755. 
Deutsch von Peter Petersen unter dem Titel Grundsätze zu 
Vorlesungen über reguläre Fortification. Copenhagen und Gotha 
1788. 8°, 

Samuel Heurlin, Weitere Ausführung der Stählswerd’schen Theo- 
rie der Abdachung der aufgeschütteten Erde und der nötigen 
Stärke der Futtermauern, wodurch sie senkrecht stehend erhalten 
werden sollen. Böhm’s Mag. für Ing. und Art. IV. 145—162. 
Giessen 1778. 8°, 

3) $1, 8.79. Von Bullet’s Traite d’architecture pratique giebt es eine von 
Seguin besorgte Ausgabe aus dem Jahre 1788, welche sich in der Königl. 
Bibliothek zu Berlin befindet. 

4) $4, S.82. Von Trincano’s „Elemens de fortification“ giebt es, wie ich mich 
nachträglich überzeugte, eine ältere einbändige Ausgabe vom Jahre 1768. 


150 ‚ Zusätze und Anmerkungen. 


Diese eitirt Mayniel. In Berlin findet man die ältere einbändige Ausgabe 
in der Bibliothek der Königl. Generalinspection des Ingenieur- und Pionier- 
Corps, während die neuere zweibändige Ausgabe im Besitz der Königl. 
Artillerie- und Ingenieurschule ist. 

5) $8, 8. 92. Man findet Prony’s Theorie auch in seiner Mecanique Ana- 
Iytique, Paris, 1815 Band I p. 293—297. 

6) $8, 8.95. Ueber die Gestalt der freien Erdflächen haben geschrieben: 

Allent, Memoire sur les surfaces d’equilibre des fluides imparfaits tels 
que les sables, les terres etc. Annales des mines 1816, auch 
separat, Paris 1817. 8°. 

De Sazilly, Observations sur les conditions d’equilibre des terres et 
sur les revetements de talus. Annales des ponts et chaussees 
1857, I, 1—157. 

Airy, On the slope of euttings. Minutes of Proceedings of the in- 
stitution of civil engineers, LV, 1879, 241—251. 

von Ott, Vorträge über Baumechanik, Teil I, Statik des Erdbaues, 
Theorie der Futtermauern, Gewölbe. Prag 1870. 8°. 

7) 812, S. 101. Noch weiter wie Planat geht Neville, welcher selbst für 
geneigtes Gelände den Druck horizontal annimmt. 

John Neville, On the maximum amount of resistance required to 
sustain banks of earth and other materials. Proc. of the royal 
Irish Academy, III, 1847, p. 84—89; IV, 1850, p. 275—281. 

8) $ 16, S. 116. Eine graphische Construction des Erddrucks, welche auf den- 
selben Prineipien wie Weyrauch’s Theorie beruht, giebt Jacquier in 
Note sur la determination graphique de la poussede des terres. Annales 
des ponts et chaussees 1882 I, 463— 472. 

9) $ 16, 8.116. Es sei hier auf Fr. Engesser’s interessante „Geometrische 
Erddrucktheorie“ Zeitschrift für Bauwesen, XXX, 1880, S. 189—210 ver- 
wiesen, welche mir während der Abfassung des Berichtes noch nicht be- 
kannt war. 

10) $ 23. Ausser den schon erwähnten stellten zunächst Mayniel, Martony 
de Köszegh und Hagen Versuche in ausgedehnterem Masse über den 
Seitendruck der Erde an. In neuerer Zeit haben noch Winkler, Baker 
(The lateral pressure of earthwork. Min. of Proc. of the inst. of civ. engineers 
LXV, 1881 p. 140—184) und Gobin (Determination preeise de la stabilite 
des murs de soutenement et de la poussee des terres.. Ann. des ponts 
et chaussees 1883 II 98) Beobachtungen über den Erddruck ausgeführt. 
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Airy 150. 

Allent 150. 

Almgquist 107. 

d’Antonj 82. 

Ardant 100. 

Aude 144, 145. 

Audoy 93, Mem. de l’off. du genie 
IV, 1820, 207. 


Baker 150. 

Beaudemoulin Mem. de la soc. des ing. 
eiv. 1874, 465—479. 

Belidor 82. 

Blaveau 80. 

Boussinesqg 117—120, 1355—139, Ann. 
d. p. etch. 1882 I 625—643, 1883 
II 494—524, 1884 I 443—-489, Min. 
of proe. of the inst. of eiv. engineers 
LXXI, 1883, 262. _ 

Brünings 9%. 

Bullet 79, 149. 


Gain Nostrand’s Mag. XXVI, 1882, 89. 

Cerroti Riv. di art. e genio. A. 1886. 
Vol. 1, 57—62. 

von Ülasen 80, 81. 

Clavenad A.d. p. et ch. 1887 I 593, 
1887.11:757. 

Considere 110. 


Coulomb 83—86, 107. 

Couplet 81—82. 

Cramer Zeitschrift für Bauwesen XXIX, 
1879, 521. 

Crugnola 149. 

Culmann I98—100. 

Curie 91. 


Darwin 141. 

Debenedictis Riv. milit. Ital. 1865. 

Delprat Over de Drukking van aarde te- 
gen bekleedingsmuuren 12°. Breda 
1858. | 

Domergue Mem. de l’off. du genie XV, 
1848, 317. 

Donath 142. 


Elliott Edinb. math. soc. proc. VIII, 
1890, 77—80. 

Engesser 127, 140, 150. 

Eytelwein 92. 


Figari Giornale di artigl. e genio 
A.1882. P.22 20 V. 1126, A. 1883 
P. 23 1° Vol. 567. 2° Vol. 884. 

Flamant A. d. p. et ch. 1872 II 242, 
1882 I 616, 1883 II 477, 1885 I 
515. 

Forchheimer 127, 139—140. 


*) Die Ziffern ohne Zusatz bezeichnen die Seite unseres Berichtes; A. d. 
p. et ch. ist die Abkürzung von Annales des ponts et chaussces. 
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Frangais 92, 93. 
Francke 116. 
Fuss 82—83, 88. 


Gadroy stellte nach Mayniel Versuche 
über den Erddruck an und be- 
schrieb dieselben in einem Me- 
moire vom Jahre 1746; wo das- 
selbe erschienen ist, sagt Mayniel 
nicht. 

Garidel 109. 

Gaudard A. d. p. et ch. 1885 II 525 
bis 528, Min. of proc. of the inst. 
of eiv. engineers LXXII 1883, 272. 

Gauthey 83, 143. 

Gobin 150. 

Goudrian: Brünings erwähnt in seinem 
Briefe an Woltmann (s. p. 90 d. 
Berichtes) eine Erddrucktheorie die- 
ses Autors, giebt aber nicht an, 
wo dieselbe veröffentlicht ist. 

Goupil 100. 


Häseler Handbuch der Ingenieurwis- 
senschaften von Heusinger von 
Waldegg Band I Cap. V. Civiling. 
XXIV, 1878, 257. 

Hagen 90, 108, 127, 140. 

Hallade Nouvelles Annales de la con- 
struction XXXI, 1885, 49 u. 147. 

Heurlin 149. 

Hock Techn. Blätter XI, 1879, 11. 

Hoffmann, Zeitschrift des östr. Ing.- 
Vereins. X, 1858, 1—8, 21—82, 
41—47. 

Holzhey Beitrag zur Theorie des Erd- 
drucks und graphische Bestimmung 
der Futtermauern. Wien 1871. 8°. 
[Sep. aus den „Mitteilungen über 
Gegenstände des Artillerie- und 
Ingenieurwesens]. 

Huber-Bernard Bibliotheque univer- 
selle redigee a Geneve 1829 [nach 
Navier]. 

Hunt Seientific American XXV, 1888; 
10412. 
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Jacquier 150. 
Jankowski 122—123. 


Kästner 80. 

Kick und Polack Rev. univ. des mines, 
de la metall., 2 S. IV, 1878, 274. 

von Kinsky, Graf 80, 88. 

Kleitz A. d. p. et ch. 18441. 

Klemperer Zeitschrift des östr. Ing.- 
Vereins XXXI, 1879, 116. 

de Köszegh s. Martony. 

Kreuter Elementare Theorie des Erd- 
crucks und der Stützmauern. Leip- 
zir,1877:7 8% 

Kurdjümoff 140. 


de Lafont 102. 

Lagrene A. d. p. et ch. 1881 II, 441 
bis 471. 

Lambel Application du principe des 
vitesses virtuelles ä la poussee des 
terres et des voütes. Metz 1822. 4°. 

Lambert 120, 140. 

Lancelin A.d. p. et ch. 1889 II, 257. 

Leblance A. d. p. et ch. 1867 II 139. 

Lefebure A. d. p. et ch. 1878 II 390. 

Levy 110. 

Leygue 144. 

Löwe J. Alte und neue Versuche über 
die Reibung und Cohäsion der Erd- 
arten. München 1872. 8°. 

Lorgna 80. 


Maccabe Mech. World XXI, 1886, 469. 

Martony de Köszegh 87. 

Maschek 80. 

Mayniel 79, 81, 92. 

Mohr 105, 114, 117. 

Moseley The mechanical principles of 
engineering and architecture. Lon- 
don 1843. 8°. 


Navier 94. 
Neville 150. 
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d’Ocagne A. d. p. et ch. 1887 I, 281 
bis 282. 

Ortmann 109. 

von Ott 150, Techn. Blätter II, 1870, 
123— 134. 


Pauker 121. 
Persy 108. 
Planat 101. 
Poncelet 94—96. 
de Prony 92. — 


Rankine 110, 115, 120—121, 121— 122. 

Rebhann 87, 98, Allgemeine Bauztg. 

BY 1850, 193. 

Ritter, A. Lehrbuch der Ingenieur- 
Mechanik. Hannover 1876. 8°. 

Ritter, W. 127. 

Rondelet 79. 


de Saint-Guilhem 97, 100, 101. 

de Saint-Venant 91, 117. 

Sallonnyer 80. 

de Sazilly 150. 

Schäffer 111. 

Scheffler 108, 110. 

Siegler 146, A. d. p. et ch. 1887 I, 488. 
Skibinski 90. 

Solin Allg. Bauztg. LII, 1887, 53. 
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Stählswerd 149. 

Strukel Zeitschrift des öst. Ing. - Ver- 
eins XL, 1888, 110. 

Swani Journal of the Franklin Inst. 
CXIV, 1882, 241. 

A. S. Archiv für die Off. d. Königl. 
preuss. Art. u. Ing.-Öorps. Jahr- 
gang XXVIII, Band LVI, 1869. 


Tersae de Montlong 80. 

Tredgold Philosophical Magazine LI, 
1818. 
Trincano 82, 149. 

Vossmann 80. 


Weingarten 104— 106. 

Weisbach. Lehrbuch der Ingenieur- 
und [Maschinen-Mechanik. Bd. II. 
Braunschweig 1851. 

Weyrauch 107, 115, 117. 

Winkler 87, 98, 103—106, 110, 117. 

Wittmann 100. 

Woltmann 88—90, 144, 146—147. 


Ypey 80. 


von Zach 88. 
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Veröffentlichungen der Deutschen 
Mathematiker-Vereinigung. 


I. Jahresbericht der Deutschen Mathematiker - Vereinigung. Heraus- 
gegeben im Auftrage des Vorstandes von G.Cantor, W.Dyck, E. Lampe 
Berlin, Verlag von Georg Reimer. 

1. Band, 1890—91. IV u. 292 S. (1892). M. 7.60*). 
2. Band, 1891—92. IV u. 156 S. (1895). M. 4.50*). 


Inhalt des ersten Bandes: 


Chronik der Vereinigung. Nekrologe auf B. Klein und P. Günther. 

Bericht über die Versammlung zu Halle (22.—26 Sept. 1891) enthaltend 
die Referate von Kronecker, ©. Neumann, Dedekind, F. Klein, Papperitz, 
Simon, Finsterwalder, Rohn, H. Wiener, Schubert, Eberhard, Boltzmann, Hensel, 
F. Müller, Dyck, Hilbert, Schönflies, Minkowski, F. Kötter, Piltz, Stäckel, 
Wangerin, Wiltheiss, G. Cantor. — 

Bericht über den gegenwärtigen Stand der Invariantentheorie von F. Meyer 
in Clausthal. 


Inhalt des zweiten Bandes: 
Chronik der Vereinigung. Nekrologe auf L. Kronecker (von H. Weber), 
H. Schröter (von Sturm), H. Gretschel (von Papperitz), J. Gierster (von Fricke). 
Bericht über die für Nürnberg in Aussicht genommenen Vorträge von 
Bjerknes, Fricke, F. Klein, F. Meyer, Schapira, Schlegel, Schumacher, Study. 
Referat: Die Entwickelung der Lehre vom Erddruck, von F. Kötter in 
Berlin. 


Zur Zeit noch nicht im Buchhandel erschienen, aber direct durch Ver- 
mittelung des Schriftführers der Vereinigung, Professor Dr. W. Dyck, München, 
Polytechnikum, zu beziehen sind: 


*) Für die Mitglieder der Deutschen Mathematiker-Vereinigung ermässigt 
sich bei direetem Bezug durch die Verlagsbuchhandlung von Georg Reimer 
(Berlin S.W. Anhaltstrasse 12) der Preis auf M. 6 für Bd. 1, auf M. 3.55 für 
Bd. 2 (inel. Porto). 
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II. Katalog mathematischer Modelle, Apparate und Instrumente. Unter 
Mitwirkung zahlreicher Fachgenossen herausgegeben im Auftrage des Vor- 
standes der Vereinigung von W. Dyck. München, 1892, XVI u. 4308. 

MY 


Inhalt: 


1. Teil. Einleitende wissenschaftliche Aufsätze von F. Klein, A. Voss, 
A. Brill, G. Hauck, A. v. Braunmühl, L. Boltzmann, A. Amsler, O. Henrici. 

2. Teil. Beschreibungen zu den Modellen etc. I. Arithmetik, Algebra, 
Functionentheorie, Integralrechnung. II. Geometrie. III. Angewandte Mathe- 
matik. 


III. Verzeichnis der seit 1850 an den deutschen Universitäten erschienenen 
Doctor-Dissertationen und Habilitationsschriften aus der reinen und 
angewandten Mathematik. Herausgegeben auf Grund des für die Univer- 
sitäts-Ausstellung in Chicago erschienenen Verzeichnisses. München 1892. 

M. 1:50 
Das vorliegende Verzeichnis wurde ursprünglich für den Specialkatalog 
der Mathematischen Ausstellung, welche als Glied der Deutschen Universitäts- 

Ausstellung in Chicago von Seiten des Königl. Preussischen Unterrichts- 

Ministeriums ins Leben gerufen wurde, zusammengestellt. Da das Verzeichnis 

indes auch für weitere Kreise von Interesse sein dürfte, hat der Vorstand der 

Deutschen Mathematiker- Vereinigung mit Genehmigung der K. Pr. Staats- 

regierung die vorliegende Separatausgabe besorgt; dabei hat es das dankens- 

werte Entgegenkommen der einzelnen Universitätsbibliotheken ermöglicht, die 

im ursprünglichen Verzeichnis vorhandenen zahlreichen Lücken zu ergänzen. 


*) Hierzu kommen noch 50 Pf. für Portoauslagen im Inland, 80 Pf. im 
Ausland. Für Mitglieder der Vereinigung ermässigt sich der Bezugspreis 
excl. Porto von M.9 auf M.5. 

**) Hierzu kommen noch 10 Pf. für Portoauslagen im Inland, 20 Pf. im 


Ausland. Für Mitglieder der Vereinigung ermässigt sich der Bezugspreis excl. 
Porto von M. 1.50 auf M. 1. 
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